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ch¬ng 4 −  bÊt ®¼ng thøc, bÊt ph¬ng tr×nh  

A.  KiÕn thøc cÇn nhí 

I.  BÊt ®¼ng thøc 

1. TÝnh chÊt cña BÊt ®¼ng thøc 

TÝnh chÊt 1: (TÝnh chÊt b¾c cÇu): NÕu a > b vµ b > c th× a > c. 
TÝnh chÊt 2: NÕu a > b ⇔ a + c > b + c. 
TÝnh chÊt 3: NÕu a > b  

⇔ 
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Chóng ta cã c¸c quy t¾c sau: 
Quy t¾c 1: (PhÐp céng): NÕu a > b vµ c > d ⇒ a + c > b + d. 

Chó ý quan träng: kh«ng ¸p dông ®îc "quy t¾c" trªn cho phÐp trõ 
hai bÊt ®¼ng thøc cïng chiÒu.  

Quy t¾c 2: (PhÐp nh©n): NÕu a > b > 0 vµ c > d > 0 ⇒ ac > bd. 
Quy t¾c 3: (PhÐp n©ng lªn luü  thõa): NÕu a > b > 0 ⇒ an > bn, víi n ∈  *. 

Quy t¾c 4: (PhÐp khai c¨n): NÕu a > b > 0 th× n a > n b , víi n∈  *. 

2. bÊt ®¼ng thøc vÒ gi¸ trÞ tuyÖt ®èi 

Tõ ®Þnh nghÜa gi¸ trÞ tuyÖt ®èi, ta suy ra c¸c tÝnh chÊt sau: 
1. −a ≤ a ≤ a víi mäi sè thùc a. 
2. x ≤ a ⇔ −a ≤ x ≤ a víi a ≥ 0 (t¬ng tù x< a ⇔ −a < x < a víi a > 0). 
3. x ≥ a ⇔ x ≤ −a hoÆc x ≥ a víi a ≥ 0 (t¬ng tù x > a ⇔ x < −a hoÆc x > a 

víi a > 0). 

§Þnh lÝ: Víi hai sè thùc a, b tuú ý, ta cã |a| − |b| ≤ |a + b| ≤ |a| + |b|. 

3. bÊt ®¼ng thøc gi÷a trung b×nh céng vµ trung b×nh nh©n (bÊt ®¼ng 
thøc c«si) 

§Þnh lÝ: Víi hai sè kh«ng ©m a, b, ta cã: 

2

ba +
 ≥ ab  (thêng ®îc viÕt a + b ≥ 2 ab ), 

dÊu ®¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi a = b. 
HÖ qu¶ 1: NÕu hai sè d¬ng thay ®æi nhng cã tæng kh«ng ®æi th× tÝch cña chóng lín 

nhÊt khi hai sè ®ã b»ng nhau. 
Tøc lµ, víi hai sè d¬ng a, b cã a + b = S kh«ng ®æi suy ra: 

2 ab  ≤ S ⇔ ab ≤ 
4

S 2

 ⇒ (ab)Max = 
4

S 2

, ®¹t ®îc khi a = b. 
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ý nghÜa h×nh häc: Trong tÊt c¶ c¸c h×nh ch÷ nhËt cã cïng chu vi h×nh vu«ng cã diÖn 
tÝch lín nhÊt. 
HÖ qu¶ 2: NÕu hai sè d¬ng thay ®æi nhng cã tÝch kh«ng ®æi th× tæng cña chóng nhá 

nhÊt khi hai sè ®ã b»ng nhau. 
Tøc lµ, víi hai sè d¬ng a, b cã ab = P kh«ng ®æi suy ra: 

a + b ≥ 2 P  ⇒ (a + b)Min = 2 P , ®¹t ®îc khi a = b. 

ý nghÜa h×nh häc: Trong tÊt c¶ c¸c h×nh ch÷ nhËt cã cïng diÖn tÝch h×nh vu«ng cã 
chu vi nhá nhÊt. 
Më réng 
1. Víi c¸c sè a, b, c kh«ng ©m, ta lu«n cã: 

3

cba ++
 ≥ 3 abc  

thêng ®îc viÕt: 

a + b + c ≥ 3 3 abc  hoÆc (a + b + c)3 ≥ 27abc. 
dÊu ®¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi a = b = c. 

2. Víi n sè ai, i = n,1  kh«ng ©m, ta lu«n cã: 

  

ng¹hsèn

n21 a...aa +++  ≥ n
n

ng¹hsèn

n21 a....a.a


. 

dÊu ®¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi a1 = a2 = ... = an. 

4. bÊt ®¼ng thøc bunhiac«pxki 

§Þnh lÝ: Cho a1, a2, b1, b2 lµ nh÷ng sè thùc, ta cã: 

(a1b1 +  a2b2)2 ≤ ( 2
1a  + 2

2a )( 2
1b  + 2

2b ), 

dÊu ®¼ng thøc x¶y ra khi 
1

1

b

a
 = 

2

2

b

a
. 

II.  BÊt ph¬ng tr×nh 

1. biÕn ®æi t¬ng ®¬ng c¸c bÊt ph¬ng tr×nh 

§Þnh lÝ: Cho bÊt ph¬ng tr×nh f(x) < g(x) víi §KX§ D, h(x) lµ mét biÓu thøc x¸c 
®Þnh víi mäi x tho¶ m·n ®iÒu kiÖn D (h(x) cã thÓ lµ h»ng sè). Khi ®ã, víi 
®iÒu kiÖn D, bÊt ph¬ng tr×nh f(x) < g(x) t¬ng ®¬ng víi mçi bÊt ph¬ng 
tr×nh sau: 
a. f(x) + h(x) < g(x) + h(x). 

b. f(x).h(x) < g(x).h(x) nÕu h(x) > 0 víi ∀x ∈ D. 

c. f(x).h(x) > g(x).h(x) nÕu h(x) < 0 víi ∀x ∈ D. 
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2. bÊt ph¬ng tr×nh vµ hÖ bÊt ph¬ng tr×nh bËc nhÊt mét Èn 

Víi yªu cÇu "Gi¶i vµ biÖn luËn bÊt ph¬ng tr×nh ax + b < 0" ta sÏ thùc hiÖn nh sau: 
ViÕt l¹i bÊt ph¬ng tr×nh díi d¹ng:  

ax < −b.        (1) 
Ta xÐt ba trêng hîp: 
Trêng hîp 1: NÕu a = 0 th×: 

(1) ⇔ 0 < −b ⇔ b < 0. 
VËy, ta ®îc: 
 NÕu b < 0, bÊt ph¬ng tr×nh nghiÖm ®óng víi mäi x. 

 NÕu b ≥ 0, bÊt ph¬ng tr×nh v« nghiÖm. 
Trêng hîp 2: NÕu a > 0 th×: 

(1) ⇔ x < −
a

b
. 

Trêng hîp 3: NÕu a < 0 th×: 

(1) ⇔ x > −
a

b
. 

KÕt luËn:  

 Víi a > 0, tËp nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh lµ T = (−∞; −
a

b
). 

 Víi a < 0, tËp nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh lµ T = (−
a

b
; +∞). 

 Víi a = 0 vµ b < 0, tËp nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh lµ T =  . 
 Víi a = 0 vµ b ≥ 0, tËp nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh lµ T = ∅. 

 Chó ý: 1.  T¬ng tù chóng ta còng gi¶i vµ biÖn luËn ®îc c¸c bÊt ph¬ng tr×nh: 
   ax + b >  0, ax + b ≤  0, ax + b ≥  0 

2.  §Ó gi¶i mét hÖ bÊt ph¬ng tr×nh mét Èn, ta gi¶i tõng bÊt ph¬ng 
tr×nh cña hÖ råi lÊy giao cña c¸c tËp nghiÖm thu ®îc. 

III.   dÊu cña nhÞ thøc bËc nhÊt 
§Þnh lÝ: Víi nhÞ thøc bËc nhÊt f(x) = ax + b, ta cã: 

a. f(x) cïng dÊu víi a khi x lín h¬n nghiÖm x0 = −
a

b
. 

b. f(x) tr¸i dÊu víi a khi x nhá h¬n nghiÖm x0 = −
a

b
. 

B¶ng tãm t¾t dÊu cña f(x) = ax + b: 
x −∞ −b/a +∞ 

f(x) tr¸i dÊu víi a 0 cïng dÊu víi a 
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IV.  BÊt ph¬ng tr×nh vµ hÖ bÊt ph¬ng tr×nh bËc nhÊt 
hai Èn 

1. §Ó x¸c ®Þnh miÒn nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh ax + by + c < 0 (t¬ng tù ®èi víi 
c¸c bÊt ph¬ng tr×nh ax + by + c > 0, ax + by + c ≤ 0, ax + by + c ≥ 0) ta thùc 
hiÖn theo c¸c bíc sau: 
Bíc 1: VÏ ®êng th¼ng (d): ax + by + c = 0. 
Bíc 2: LÊy ®iÓm M(x0; y0) kh«ng n»m trªn (d) vµ x¸c ®Þnh gi¸ trÞ cña: 

dM = ax0 + by0 + c,  
khi ®ã: 
a. NÕu dM < 0 th× nöa mÆt ph¼ng (kh«ng kÓ bê (d)) chøa ®iÓm M lµ 

miÒn nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh ax + by + c < 0. 
b. NÕu dM > 0 th× nöa mÆt ph¼ng (kh«ng kÓ bê (d)) chøa ®iÓm M lµ 

miÒn nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh ax + by + c > 0. 

2. §Ó x¸c ®Þnh miÒn nghiÖm cña hÖ bÊt ph¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn ta thùc hiÖn 
theo c¸c bíc sau: 
Bíc 1: Víi mçi bÊt ph¬ng tr×nh trong hÖ, ta x¸c ®Þnh miÒn nghiÖm cña nã vµ 

g¹ch bá miÒn cßn l¹i. 
Bíc 2: KÕt luËn: MiÒn cßn l¹i kh«ng bÞ g¹ch chÝnh lµ miÒn nghiÖm cña hÖ bÊt 

ph¬ng tr×nh ®· cho. 

V.   dÊu cña tam thøc bËc hai 
§Þnh lÝ: Víi tam thøc bËc hai f(x) = ax2 + bx + c (a ≠ 0), ta cã: 

a. NÕu ∆ < 0 th× f(x) cïng dÊu víi a, víi ∀x ∈  , tøc lµ: 

af(x) > 0, ∀x ∈  . 

b. NÕu ∆ = 0 th× f(x) cïng dÊu víi a, víi ∀x ∈  \{−
a2

b
}, tøc lµ: 

af(x) > 0, ∀x ≠ −
a2

b
  vµ  af(x) ≥ 0, ∀x ∈  . 

c. NÕu ∆ > 0 th× f(x) cã hai nghiÖm x1, x2, gi¶ sö lµ x1 < x2. Lóc ®ã: 
 f(x) cïng dÊu víi a khi x < x1 hoÆc x > x2 . 
 f(x) tr¸i dÊu víi a khi x1 < x < x2.  
Trong trêng hîp nµy ta cã b¶ng xÐt dÊu nh sau: 

x -∞  x1  x2  +∞ 

f(x)  cïng dÊu a 0 tr¸i dÊu a 0 cïng dÊu a  

 Chó ý:  §Ó gi¶i bÊt ph¬ng tr×nh bËc hai, ta sö dông ®Þnh lÝ vÒ dÊu cña tam 
thøc bËc hai. 
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B  Ph¬ng ph¸p gi¶i c¸c d¹ng to¸n liªn quan 
 

§1. bÊt ®¼ng thøc 

D¹ng to¸n 1: Chøng minh bÊt ®¼ng thøc 
Ph¬ng ph¸p ¸p dông 

§Ó chøng minh bÊt ®¼ng thøc: 
A > B 

ta lùa chän mét trong c¸c ph¬ng ph¸p sau: 
Ph¬ng ph¸p 1: Ph¬ng ph¸p chøng minh b»ng ®Þnh nghÜa. Khi ®ã ta lùa 

chän theo c¸c híng: 
Híng 1: Chøng minh A − B > 0. 
Híng 2: Thùc hiÖn c¸c phÐp biÕn ®æi ®¹i sè ®Ó biÕn ®æi bÊt 

®¼ng thøc ban ®Çu vÒ mét bÊt ®¼ng thøc ®óng. 
Híng 3: XuÊt ph¸t tõ bÊt ®¼ng thøc ®óng. 
Híng 4: BiÕn ®æi vÕ tr¸i hoÆc vÕ ph¶i. 

Ph¬ng ph¸p 2: Sö dông tÝnh chÊt b¾c cÇu, tøc lµ chøng minh: 
A > C vµ C > B. 

Ph¬ng ph¸p 3: Sö dông c¸c bÊt ®¼ng thøc c¬ b¶n. 
Ph¬ng ph¸p 4: Ph¬ng ph¸p chøng minh ph¶n chøng, ®îc ¸p dông víi c¸c 

bµi to¸n yªu cÇu chøng minh Ýt nhÊt mét bÊt ®¼ng thøc trong 
c¸c bÊt ®¼ng thøc ®· cho lµ ®óng hoÆc sai. 

Ph¬ng ph¸p 5: Ph¬ng ph¸p chøng minh quy n¹p, ®îc ¸p dông víi c¸c bµi 
to¸n liªn hÖ víi n ∈   hoÆc n ∈  . 

Ph¬ng ph¸p 6: Ph¬ng ph¸p vect¬ vµ h×nh häc, b»ng viÖc sö dông tÝnh chÊt: 
 NÕu a, b, c lµ ®é ba c¹nh cña mét tam gi¸c th× 

a + b > c vµ |a − b| < c 
 Sö dông ®Þnh lý hµm sè sin vµ hµm sè cosin. 

 | u


 + v


| ≤ | u


| + | v


|, dÊu ®¼ng thøc x¶y ra khi u


 = k v


,   

k > 0 (tøc lµ u


, v


 cïng híng). 

 | u


. v


| ≤ | u


|.| v


|, dÊu ®¼ng thøc x¶y ra khi u


 = k v


  (tøc 

lµ u


, v


 cïng ph¬ng). 

ThÝ dô 1. H·y so s¸nh 2000 2005+  vµ 2002 2003+ . 

 Gi¶i 
Gi¶ sö: 

2000 2005+  < 2002 2003+   

⇔ ( 2000 2005+ )2 < ( 2002 2003+ )2 
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⇔ 2000 + 2005 + 2 2000. 2005  < 2002 + 2003 + 2 2002. 2003  

⇔ 2000. 2005  < 2002. 2003  ⇔ 2000.2005 < 2002.2003 
⇔ (2002 − 2)(2003 + 2) < 2002.2003  
⇔ 2002.2003 − 6 < 2002.2003, lu«n ®óng. 

VËy, ta ®îc 2000 2005+  < 2002 2003+ . 

 NhËn xÐt:  Nh vËy, ®Ó thc hiÖn yªu cÇu trªn chóng ta ®i thiÕt lËp mét bÊt ®¼ng 
thøc, råi b»ng c¸c phÐp biÕn ®æi ®¹i sè th«ng thêng chóng ta kh¼ng 
®Þnh bÊt ®¼ng thøc ®ã ®óng. 

ThÝ dô 2. Chøng minh r»ng víi mäi sè thùc a, b, c lu«n cã: 
a2 + b2 + c2 ≥ ab + bc + ca. 

 Gi¶i 
Ta cã ba c¸ch tr×nh bµy theo ph¬ng ph¸p 1 (mang tÝnh minh ho¹), nh sau: 

C¸ch 1: Ta biÕn ®æi bÊt ®¼ng thøc nh sau: 
a2 + b2 + c2 − (ab + bc + ca) ≥ 0 

⇔ (
2

a2

 − ab + 
2

b2

) + (
2

b2

 − bc + 
2

c2

) + (
2

c2

 − ca + 
2

a2

) ≥ 0 

⇔ (
2

a
 − 

2

b
)2 + (

2

b
 − 

2

c
)2 + (

2

c
 − 

2

a
)2 ≥ 0, lu«n ®óng. 

DÊu "=" x¶y ra khi: 
a b c
2 2 2

= =  ⇔ a = b = c. 

C¸ch 2: Ta biÕn ®æi bÊt ®¼ng thøc nh sau: 
2(a2 + b2 + c2) ≥ 2(ab + bc + ca) 
⇔ (a2 + b2 − 2ab) +(b2 + c2 − 2bc) + (c2 + a2 − 2ca) ≥ 0 
⇔ (a − b)2 + (b − c)2 + (c − a)2 ≥ 0, lu«n ®óng. 

DÊu "=" x¶y ra khi a = b = c. 
C¸ch 3: Ta lu«n cã: 









≥−

≥−

≥−

0)ac(

0)cb(

0)ba(

2

2

2

 ⇔ 








≥−+

≥−+

≥−+

0ca2ac

0bc2cb

0ab2ba

22

22

22

.     (I) 

Céng theo vÕ c¸c bÊt ph¬ng tr×nh trong hÖ (I), ta ®îc: 
2(a2 + b2 + c2) − 2(ab + bc + ca) ≥ 0 ⇔ a2 + b2 + c2 ≥ ab + bc + ca, ®pcm. 

DÊu "=" x¶y ra khi a = b = c. 

 NhËn xÐt:  Nh vËy, th«ng qua vÝ dô trªn ®· minh ho¹ cho c¸c em häc sinh thÊy 
®îc ba híng chøng minh bÊt ®¼ng thøc khi sö dông ph¬ng ph¸p 
1 vµ sau ®©y ta sÏ minh ho¹ b»ng mét vÝ dô cho híng 4. 
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ThÝ dô 3. Chøng minh r»ng víi mäi n ∈  * lu«n cã: 

a.   
2.1

1
 + 

3.2

1
 + ... + 

)1n(n

1

+
 < 1. b.   

222 n

1
...

2

1

1

1
+++  < 1. 

 Gi¶i 
a. NhËn xÐt r»ng: 

)1k(k

1

+
 = 

k

1
 − 

1k

1

+
, 

do ®ã: 

VT = (1 − 
2

1
) + (

2

1
 − 

3

1
) + ... + (

n

1
 − 

1n

1

+
) = 1 − 

1n

1

+
 < 1, ®pcm. 

b. Ta cã: 

2k

1
 < 

)1k(k

1

−
 = 

1k

1

−
 − 

k

1
 víi k ≥ 1 

Do ®ã: 

222 n

1
...

2

1

1

1
+++  < 1 + 

n

1

1n

1
...

3

1

2

1

2

1

1

1
−

−
++−+−  = 1 − 

n

1
 < 1, ®pcm. 

 Chó ý: Víi c¸c bÊt ®¼ng thøc cã ®iÒu kiÖn cÇn khÐo lÐo biÕn ®æi ®Ó tËn dông 
®îc ®iÒu kiÖn cña gi¶ thiÕt. 

ThÝ dô 4. Chøng minh r»ng: 

a. NÕu x2 + y2 = 1 th× x + y ≤ 2 . 

b. NÕu 4x − 3y = 15 th× x2 + y2 ≥ 9. 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

(x + y)2 = x2 + y2 + 2xy ≤ 2(x2 + y2) = 2 nªn x + y ≤ 2 . 
DÊu "=" x¶y ra khi: 

2 2

x y
x y 1

=


+ =
2

x y
2x 1

=
⇔ 

=

1x y .
2

⇔ = = ±  

b. Ta cã: 

4x − 5y = 15 ⇔ y = 
3

4
x − 5. 

Do ®ã: 

x2 + y2 = x2 + 
2

5x
3

4






 −  = x2 + 

9

16
x2 − 

3

40
x + 25 

= 
9

25
x2 − 

3

40
x + 25 = 

2

4x
3

5






 −  + 9 ≥ 9. 
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DÊu "=" x¶y ra khi: 
5 x 4 0
3
4x 3y 15

 − =

 − =

x 12 / 5
y 9 / 5

=
⇔  = −

. 

ThÝ dô 5. Chøng minh r»ng, nÕu a, b, c lµ ®é dµi c¸c c¹nh cña mét tam gi¸c th×: 
a2 + b2 + c2 < 2(ab + bc + ca). 

 Gi¶i 
NÕu a, b, c lµ ®é dµi c¸c c¹nh cña mét tam gi¸c th× vai trß cña a, b, c lµ nh nhau. 
Do ®ã, ta cã thÓ gi¶ sö a ≥ b ≥ c. 
Khi ®ã: 

0 ≤ a − b < c nªn (a − b)2 < c2 ⇒ a2 + b2 < c2 + 2ab. 
0 ≤ b − c < c nªn (b − c)2 < a2 ⇒ b2 + c2 < a2 + 2bc. 
0 ≤ a − c < b nªn (a − c)2 < b2 ⇒ a2 + c2 < b2 + 2ac. 

Tõ ®ã, ta cã: 
2(a2 + b2 + c2) < a2 + b2 + c2 + 2(ab + bc + ca)  
⇔ a2 + b2 + c2 < 2(ab + bc + ca). 

ThÝ dô 6. Chøng minh r»ng víi mäi a, b ∈   lu«n cã: 
a b

2
+

.
2 2a b

2
+

.
3 3a b

2
+ ≤

6 6a b
2
+

. 

 Gi¶i 
Ta ®i chøng minh víi mäi x, y lu«n cã: 

x y
2
+

.
3 3x y

2
+ ≤

4 4x y
2
+

.      (*) 

ThËt vËy: 
(*) ⇔ (x + y)(x3 + y3) ≤ 2(x4 + y4) ⇔ xy(x2 + y2) ≤ x4 + y4 

⇔ (x − y)2
2 2x y 3y

2 4
 +  +  
   

 ≥ 0, lu«n ®óng. 

Khi ®ã ¸p dông (*), ta ®îc: 
a b

2
+

.
2 2a b

2
+

.
3 3a b

2
+

 = 
a b

2
+


.

3 3a b
2

+



.
2 2a b

2
+

 

≤ 
4 4a b

2
+

.
2 2a b

2
+ ≤

6 6a b
2
+

, ®pcm. 

ThÝ dô 7. Cho a, b, c lµ ®é dµi 3 c¹nh cña mét tam gi¸c vu«ng víi a lµ c¹nh 
huyÒn. Chøng minh r»ng an ≥ bn + cn, víi n∈  vµ n ≥ 2. 

 Gi¶i 
BÊt ®¼ng thøc ®óng víi n = 2, bëi khi ®ã ta ®îc ®Þnh lý Pitago. 
Gi¶ sö bÊt ®¼ng thøc ®óng víi n = k, tøc lµ ak ≥ bk + ck.   (1) 
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Ta ®i chøng minh nã ®óng víi n = k + 1, tøc lµ chøng minh: 
ak + 1 ≥ bk + 1 + ck + 1        (2) 

thËt vËy: 

ak + 1 = ak.a ≥ (bk + ck)a = bk.a + ck.a >
>

>

ba

ca
bk + 1 + ck + 1, ®pcm. 

ThÝ dô 8. Chøng minh r»ng víi mäi n ∈  * lu«n cã: 

1 + 
1
2

 + ... + 
1
n

 < 2 n .    (1) 

 Gi¶i 
Ta ®i chøng minh b»ng ph¬ng ph¸p qui n¹p: 
 Víi n = 1, ta ®îc 1 < 2, ®óng. 
 Gi¶ sö mÖnh ®Ò ®óng víi n = k tøc lµ: 

1 + 
1
2

 + ... + 
1
k

 < 2 k . 

 Ta ®i chøng minh nã còng ®óng víi n = k + 1, tøc lµ chøng minh: 

1 + 
1
2

 + ... + 
1
k

 + 
1

k 1+
 < 2 k 1+ . 

ThËt vËy: 

VT = 1 + 
1
2

 + ... + 
1
k

 + 
1

k 1+
 < 2 k  + 

1
k 1+

. 

Ta sÏ ®i chøng minh: 

2 k  + 
1

k 1+
 < 2 k 1+  ⇔ 

1
k 1+

 < 2( k 1+  − k )  

⇔ 
1

k 1+
 < 

2
k 1 k+ +

 ⇔ k 1+  + k  < 2 k 1+  

⇔ k  < k 1+  − ®óng. 
VËy, ta lu«n cã (1). 

ThÝ dô 9. Chøng minh r»ng víi mäi sè thøc a, lu«n cã: 
2 2a a 1 a a 1 2.+ + + − + ≥ .    (1) 

 Gi¶i 
Ta cã nhËn xÐt: 

a2 + a + 1 =  + 

2
3

2
 
  
 

 ⇒ xÐt vect¬ u


(a + 
1
2

; 
3

2
), 

a2 − a + 1 = 
21 a

2
 − 
 

 + 

2
3

2
 
  
 

 ⇒ xÐt vect¬ v


(
1
2

 − a; 
3

2
), 

| u


 + v


| = |(1, 3 )| = 2. 
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Do ®ã (1) ®îc viÕt thµnh: 
| u


| + | v


| ≥ | u


 + v


|, lu«n ®óng, 
vµ dÊu ®¼ng thøc x¶y ra khi: 

u


 = k v


, k > 0 ⇔ 

1a
2

1 a
2

+

−
 = 

3
2
3

2

 ⇔ a = 0. 

D¹ng to¸n 2: BÊt ®¼ng thøc vÒ gi¸ trÞ tuyÖt ®èi 

ThÝ dô 1. a.   Chøng minh r»ng víi mäi sè thùc a, b ta cã |a ± b| ≥ |a| − |b|. 
b.   BiÕt r»ng  | a | > 2 | b |. Chøng minh r»ng |a| < 2|a − b|. 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

|a| = |(a ± b)   b| ≤ |a ± b| + |b| ⇒  |a| − |b| ≤ |a ± b|. 
b. Ta biÕn ®æi: 

| a | > 2 | b | = 2a − (a − b) > 2(a − a − b) ⇔ |a| < 2|a − b|. 

ThÝ dô 2. Chøng minh r»ng: 

a. NÕu x ≥ y ≥ 0 th× 
1x

x

+
 ≥ 

1y

y

+
. 

b. Víi hai sè a, b tuú ý, ta cã 
|b|1

|b|

|a|1

|a|

|ba|1

|ba|

+
+

+
≤

−+
−

. 

 Gi¶i 
a. Víi x ≥ y ≥ 0, ta cã: 

1x

x

+
 ≥ 

1y

y

+
 ⇔ x(y + 1) ≥ y(x + 1) ⇔ a ≥ y (lu«n ®óng). 

b. V× a − b ≤ a + b, ¸p dông kÕt qu¶ c©u a), ta cã: 

|b||a|1

|b||a|

|ba|1

|ba|

++
+

≤
−+

−
 = 

|b||a|1

|a|

++
 + 

|b||a|1

|b|

++
≤ 

|b|1

|b|

|a|1

|a|

+
+

+
. 

D¹ng to¸n 3: BÊt ®¼ng thøc gi÷a trung b×nh céng vµ trung b×nh nh©n 
(bÊt ®¼ng thøc c«si) 

Më réng 
1. Víi c¸c sè a, b, c kh«ng ©m, ta lu«n cã a + b + c ≥ 3 3 abc , 

dÊu ®¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi a = b = c. 

2. Víi n sè ai, i = 1,n  kh«ng ©m, ta lu«n cã 
n

i
i 1

a
=
∑  ≥ n

n

n
i

i 1

a
=

∏ , 

dÊu ®¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi a1 = a2 = ... = an. 
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3. Víi n sè ai, i = 1,n  d¬ng, ta lu«n cã: 

1

n

n

i
i 1

a
=
∑  ≥ 

n

n
i

i 1

a
=

∏  = 
1n
n
i

i 1

a
=

∏ , 

dÊu ®¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi a1 = a2 = ... = an. 
C«ng thøc më réng: Cho n sè d¬ng tuú ý ai, i = 1,n  vµ n sè h÷u tØ d¬ng  qi, i = 1,n  

tho¶ m·n 
n

i
i 1

q
=
∑  = 1. Khi ®ã, ta lu«n cã: 

i

n
q
i

i 1

a
=

∏ ≤
n

i i
i 1

q a
=
∑ , 

dÊu ®¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi a1 = a2 = ... = an. 
Chøng minh 

Gäi M lµ mÉu sè chung cña c¸c sè h÷u tØ qi, i = 1,n , khi ®ã qi = im

M
, i = 1,n , tõ ®ã theo 

gi¶ thiÕt suy ra 
n

i
i 1

m
=
∑  = M. Ta cã: 

n

i i
i 1

q a
=
∑   = 

n
i i

i 1

m a

M=
∑  = 

1

M

n

i i
i 1

m a
=
∑  = 

1

M

imn

i
i 1 j 1

a
= =
∑∑ , cã M sè d¬ng 

≥ 1

M
.M i

n
m

M
i

i 1

a
=

∏  = 
imn

M
i

i 1

a
=

∏  = i

n
q
i

i 1

a
=

∏ , 

dÊu ®¼ng thøc x¶y ra khi  

1 1

1 1

m sè a

a .. a= =


 = ... = 

n n

n n

m sè a

a .. a= =


 ⇔ a1 = a2 = ... = an. 

 Chó ý: C«ng thøc trªn ®îc më réng khi qi, i = 1,n  lµ n sè thùc d¬ng. 

ThÝ dô 1. Cho ba sè d¬ng a, b, c. Chøng minh r»ng: 
a

b c+
 + 

b
c a+

 + 
c

a b+
 ≥ 

3
2

. 

 Gi¶i 
Ta cã: 

a
b c+

 + 
b

c a+
 + 

c
a b+

  = (
a

b c+
 + 1) + ( 

b
c a+

 + 1) + ( 
c

a b+
 + 1) − 3 

 = (a + b + c)( 
1

b c+
 + 

1
c a+

 + 
1

a b+
) − 3 

 = 
1
2

[(a + b) + (b + c) + (c + a)][ 
1

b c+
 + 

1
c a+

 + 
1

a b+
] − 3 

≥ 
1
2

.3 3 (a b)(b c)(c a)+ + + .3
3

1
(a b)(b c)(c a)+ + +

 − 3 = 
9
2

 − 3 = 
3
2
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dÊu ®¼ng thøc x¶y ra khi: 
a b b c c a

1 1 1
a b b c c a

+ = + = +



= = + + +

 ⇔ a = b = c. 

 NhËn xÐt:  Nh vËy, trong thÝ dô trªn ta cÇn sö dông mét vµi phÐp biÕn ®æi ®Ó 
lµm xuÊt hiÖn nh÷ng biÓu thøc mµ khi sö dông bÊt ®¼ng thøc C«si 
chóng sÏ triÖt tiªu nhau. 

ThÝ dô 2. Cho ba sè d¬ng a, b, c. Chøng minh r»ng: 
ab(a + b − 2c) + bc(b + c − 2a) + ca(c + a − 2b) ≥ 0. 

 Gi¶i 
BiÕn ®æi bÊt ®¼ng thøc vÒ d¹ng:  

a b 2c

c

+ −
 + 

b c 2a

a

+ −
 + 

c a 2b

b

+ −
 ≥ 0 

⇔ 
a

c
 + 

b

c
 + 

b

a
 + 

c

a
 + 

c

b
 + 

a

b
 ≥ 6.     (*) 

¸p dông bÊt ®¼ng thøc C«si cho VT, ta ®îc: 

a

c
 + 

b

c
 + 

b

a
 + 

c

a
 + 

c

b
 + 

a

b
 ≥ 6. 6

a b b c c a
. . . . .

c c a a b b
 = 6, ®pcm. 

DÊu "=" x¶y ra khi: 
a

c
 = 

b

c
 = 

b

a
 = 

c

a
 = 

c

b
 = 

a

b
 ⇔ a = b = c. 

 Chó ý: Víi c¸c bÊt ®¼ng thøc cã ®iÒu kiÖn cÇn khÐo lÐo biÕn ®æi ®Ó tËn dông 
®îc ®iÒu kiÖn cña gi¶ thiÕt. 

ThÝ dô 3. Cho a + b + c + d = 2. Chøng minh r»ng a2 + b2 + c2 + d2 ≥ 1. 

 Gi¶i 
Sö dông bÊt ®¼ng thøc C«si, ta cã ngay: 

a2 + b2 ≥ 2ab.        (1) 
b2 + c2 ≥ 2bc.        (2) 
c2 + d2 ≥ 2cd.        (3) 
d2 + a2 ≥ 2da.        (4) 
a2 + c2 ≥ 2ac.        (5) 
b2 + d2 ≥ 2bd.        (6) 

Céng theo vÕ (1), (2), (3), (4), (5), (6) ta ®îc: 
3(a2 + b2 + c2 + d2) ≥ 2(ab + bc + cd + da + ac + bd) 
⇔ 4(a2 + b2 + c2 + d2) ≥ a2 + b2 + c2 + 2(ab + bc + cd + da + ac + bd) 

 = (a + b + c + d)2 = 22 = 4 
⇔ a2 + b2 + c2 + d2 ≥ 1, ®pcm. 
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DÊu "=" x¶y ra khi: 
a b c d
a b c d 2

= = =
 + + + =

 ⇔ a = b = c = d = 
1

2
. 

ThÝ dô 4. Cho a, b, c lµ ba sè d¬ng tho¶ m·n a2 + b2 + c2 = 4 abc . Chøng minh 
r»ng a + b + c > 2 abc . 

 Gi¶i 
Ta cã thÓ lùa chän mét trong c¸c c¸ch tr×nh bµy sau: 

C¸ch 1: Ta lu«n cã: 

a2 + b2 + c2 ≥ 3 3 2 2 2a b c  ⇒ 4 abc  ≥ 3 3 2 2 2a b c .   (1) 
MÆt kh¸c, víi ba sè d¬ng a, b, c ta cã: 

a + b + c ≥ 3 3 abc .       (2) 
Nh©n theo vÕ (1), (2) ta ®îc: 

4(a + b + c) abc  ≥ 9abc > 8abc ⇒ a + b + c > 2 abc , ®pcm. 
C¸ch 2: Ta lu«n cã: 

a2 + b2 + c2 ≥ 2a 2 2b c+  ≥ 2a 2bc  ⇒ 4 abc  ≥ 2a 2bc  ⇔ 2 ≥ a. 
Chøng minh t¬ng tù ta nhËn ®îc b ≤ 2, c ≤ 2 vµ nhËn thÊy ngay a, b, c kh«ng 

thÓ ®ång thêi b»ng 2 v× khi ®ã sÏ vi ph¹m ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 
Khi ®ã, ta thÊy ngay: 

a(a − 2) + b(b − 2) + c(c − 2) < 0 
⇔ 2(a + b + c) > a2 + b2 + c2 = 4 abc ⇔ a + b + c ≥ 2 abc , ®pcm. 

C¸ch 3: Ta lu«n cã: 

a2 + b2 + c2 + a + b + c ≥ 6 36 3 3 3a b c  = 6 abc  

⇔ 4 abc  + a + b + c ≥ 6 abc  ⇔ a + b + c ≥ 2 abc . 
DÊu ®¼ng thøc x¶y ra khi: 

a2 = b2 = c2 = a = b = c ⇔ a = b = c = 1 
tuy nhiªn, ®iÒu nµy m©u thuÉn víi gi¶ thiÕt. 

VËy, ta lu«n cã a + b + c > 2 abc . 

 Chó ý: Trong nhiÒu trêng hîp, ®Ó chøng minh bÊt ®¼ng thøc chóng ta ®· sö 
dông liªn tiÕp nhiÒu lÇn bÊt ®¼ng thøc C«si. 

ThÝ dô 5. Chøng minh r»ng: 
a. a4 + b4 + c4 + d4 ≥ 4abcd, víi mäi a, b, c, d. 

b. 
ma1

b
 + 
 

 + 
mb1

a
 + 
 

≥ 2m + 1, víi mäi a, b > 0, m ∈  *. 

 Gi¶i 
a. Ta cã ngay: 

a4 + b4 + c4 + d4 = (a4 + b4) + (c4 + d4)  
≥ 2a2b2 + 2c2d2 = 2(a2b2 + c2d2) ≥ 2.2abcd = 4abcd, ®pcm. 
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DÊu "=" x¶y ra khi: 
2 2

2 2

a b
c d
ab cd

 =


=
 =

 ⇔ 

a b c d
a b c d
a b c d
a b c d

= = =
 = = − = −
 = − = = −


= − = − =

. 

b. Ta cã:   

1 + 
a
b

 ≥ 2
a
b

 ⇔ 
ma1

b
 + 
 

 ≥ 2m

ma
b

 
 
  , 

1 + 
b
a

 ≥ 2
b
a

 ⇔ 
mb1

a
 + 
 

 ≥ 2m

mb
a

 
 
  , 

suy ra: 
ma1

b
 + 
 

+
mb1

a
 + 
 

≥ 2m
ma

b
 
 
 

+ 2m
mb

a
 
 
 

≥ 2.
m m

m ma b2 . .2 .
b a

   
   
   

 = 2m+1, 

dÊu ®¼ng thøc x¶y ra khi: 

m m

a1
b
b1
a
a b1 1
b a


=




=

   + = +   
   

⇔ a = b. 

 NhËn xÐt:  1.  Ta cßn cã kÕt qu¶ tæng qu¸t h¬n: 
a. Cho n sè d¬ng a1, a2, ..., an tho¶ m·n: 

m
n

m
2

m
1 a...aa +++  = p n21 a...aa , víi 1 ≤ m, p < 2n. 

Chøng minh r»ng: 

 mn
n

mn
2

mn
1 a...aa −−− +++  ≥ (2n − p) n21 a...aa . 

b. Cho n sè d¬ng a1, a2, ..., an tho¶ m·n: 

 1n
n

1n
2

1n
1 a...aa −−− +++  = p n21 a...aa . 

Chøng minh r»ng: 

     a1 + a2 + ... + an ≥ 
p

n2

n21 a...aa . 

2.   Trong nhiÒu trêng hîp, c¸c em häc sinh cÇn linh ho¹t trong 
viÖc sö dông bÊt ®¼ng thøc C«si cho nhãm ®èi t¬ng kh¸c 
nhau ®Ó ®¹t ®îc môc ®Ých. 
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ThÝ dô 6. a.   Chøng minh r»ng nÕu a, b, c lµ bèn sè kh«ng ©m th×: 
4

4

dcba






 +++

 ≥ abcd 

b.  Ba sè d¬ng cã tæng b»ng ®¬n vÞ. Chøng minh r»ng tæng cña hai 
trong ba sè ®ã kh«ng bÐ h¬n 16 lÇn tÝch cña c¶ ba sè ®ã. 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

2

2

dcba






 +++

 ≥ ( )2
cdab +  = ab + cd + 2 abcd  ≥ 4 abcd  

⇒ 
2a b c d

4
+ + + 

 
 

 ≥ abcd  ⇒ 
4

4

dcba






 +++

 ≥ abcd. 

DÊu "=" x¶y ra khi vµ chØ khi: 
a b
c d
ab cd

=
 =
 =

 ⇔ a = b = c = d. 

b. Gäi a, b, c lµ ba sè d¬ng tho¶ m·n a + b + c = 1. Ta cÇn chøng minh a + b ≥ 16abc. 
Ta cã: 

1 = (a + b + c)2 ≥ 4(a + b)c ⇔ a + b ≥ 4(a + b)2c.   (1) 
MÆt kh¸c, ta còng cã (a + b)2 ≥ 4ab.      (2) 
Tõ (1) vµ (2) suy ra a + b ≥ 16abc vµ dÊu "=" x¶y ra khi vµ chØ khi: 

a b c

a b

+ =
 =

 ⇔ 
1 c c

a b

− =
 =

 ⇔ 
c 1/ 2

a b 1/ 4

=
 = =

. 

 Chó ý: Trong nhiÒu trêng hîp, c¸c em häc sinh cÇn biÕt c¸ch kÕt hîp bÊt 
®¼ng thøc C«si víi c¸c bÊt ®¼ng thøc kh¸c. 

ThÝ dô 7. Gi¶ sö a, b, c lµ ®é dµi ba c¹nh cña mét tam gi¸c. Chøng minh r»ng víi 
bÊt k× sè nguyªn n > 1 th×: 

anb(a – b) + bnc(b – c) + cna(c – a) ≥ 0. 

 Gi¶i 
Chóng ta chøng minh bÊt ®¼ng thøc ë ®Çu bµi b»ng ph¬ng ph¸p quy n¹p to¸n häc. 
 Víi n = 2, ®Æt: 

2x = b + c – a > 0; 2y = a – b + c > 0; 2z = a + b – c > 0. 
Suy ra a = y + z, b = z + x, c = x + y 
BÊt ®¼ng thøc cÇn chøng minh trë thµnh: 

xy3 + yz3 + zx3 – xyz(x + y + z) ≥ 0. 

⇔ xyz
2 2 2x y z (x y z)

y z x
 

+ + − + + 
 

 ≥ 0     (*) 



 144 

¸p dông bÊt ®¼ng thøc C«si cho c¸c sè d¬ng, ta cã: 

y + 
2x

y
 ≥ 2

2xy
y

 = 2x. 

T¬ng tù: 

x + 
2z

x
 ≥ 2z  vµ  z + 

2y
z

 ≥ 2y. 

Tõ ®ã bÊt ®¼ng thøc (*) ®îc chøng minh, hay bÊt ®¼ng thøc: 

anb(a – b) + bnc(b – c) + cna(c – a) ≥ 0. 

®îc chøng minh. 

 Gi¶ sö bÊt ®¼ng thøc ®óng tíi n. Kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t, ta gi¶ sö c ≤ b ≤ a. 
Theo gi¶ thiÕt quy n¹p, ta cã: 

bnc(b – c) ≥  – anb(a – b) – cna(c – a) 

⇒ bn + 1c(b – c) ≥  – anb2(a – b) – cnab(c – a) 
Do ®ã: 

an + 1b(a – b) + bn + 1c(b – c) + cn + 1a(c – a)  

≥ an + 1b(a – b) – anb2(a – b) – cnab(c – a) + cn + 1a(c – a) 

 = anb(a – b)2 + cna(c – a)(c – b) ≥ 0. 
VËy bÊt ®¼ng thøc ®óng víi n + 1.  

Theo nguyªn lý quy n¹p bÊt ®¼ng thøc ®· cho ®óng víi mäi n > 1. §¼ng thøc x¶y 
ra khi vµ chØ khi: 

a = b = c hay ∆ABC ®Òu. 

ThÝ dô 8. Cho biÓu thøc S = a2 + b2 + c2 + d2 + ac + bd, víi ad − bc = 1. 
a. Chøng minh r»ng S ≥ 3 . 
b. TÝnh gi¸ trÞ cña tæng (a + c)2 + (b + d)2 khi cho biÕt S = 3 . 

 Gi¶i 
a. NhËn xÐt r»ng: 

(ac + bd)2 + 1 = (ac + bd)2 + (ad − bc)2 = a2c2 + b2d2 + a2d2 + b2c2 
  = (a2 + b2)(c2 + d2).     (1) 

Sö dông bÊt ®¼ng thøc C«si cho S, ta ®îc: 

S ≥ 2 2 2 2 2(a b )(c d )+ +  + ac + bd  

⇔ S ≥ 2 2(ac bd) 1+ +  + ac + bd.     (2) 

§Æt t = ac + bd, ta thÊy ngay hai vÕ cña (2) ®Òu d¬ng, do ®ã: 

S2 ≥ (2 2t 1+  + t)2 = 4(1 + t2) + 4t 2t 1+  + t2  

= (1 + t2) + 4t 2t 1+  + 4t2 + 3 = ( 2t 1+  + 2t)2 + 3 ≥ 3 

⇔ S ≥ 3 , ®pcm. 
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b. Tõ kÕt qu¶ cÇu a), ta cã: 

S = 3  ⇔ 
2

2 2 2 2

t 1 2t 0 (3)

a b c d

 + + =


+ = +
 

Gi¶i (3) b»ng phÐp biÕn ®æi t¬ng ®¬ng: 

2t 1+ =-2t ⇔ 
2 2

2t 0

t 1 4t

− ≥


+ =
 ⇔ t = − 1

3
 ⇔ ac + bd = − 1

3
. 

Nh vËy, ta ®îc hÖ ®iÒu kiÖn: 
2 2 2 2a b c d

1
ac bd

3

 + = +

 + = −


.       (I) 

Thay (I) vµo (1), ta ®îc: 

a2 + b2 = c2 + d2 = 
2

3
. 

Khi ®ã: 

(a + c)2 + (b + d)2 = a2 + b2 + c2 + d2 + 2(ac + bd) = 
2

3
 + 

2

3
 − 

2

3
 = 

2

3
. 

D¹ng to¸n 4: BÊt ®¼ng thøc bunhiac«pxki 
Më réng 
1. Víi c¸c sè thùc a1, a2, a3, b1, b2, b3, ta lu«n cã: 

(a1b1 +  a2b2 +  a3b3)2 ≤ ( 2
1a  + 2

2a  + 2
3a )( 2

1b  + 2
2b  + 2

3b ), 

dÊu ®¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi 1

1

a

b
 = 2

2

a

b
 = 3

3

a

b
. 

2. Víi hai bé n sè ai,  bi, i = 1,n , ta lu«n cã 
2n

i i
i 1

a b
=

 
 
 
∑ ≤

n
2
i

i 1

a
=
∑ .

n
2
i

i 1

b
=
∑ , 

dÊu ®¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi 1

1

a

b
 = 2

2

a

b
 = ... = n

n

a

b
. 

3. Víi a1, a2, ..., an lµ n sè tuú ý, ta lu«n cã: 
2

1 2 na a ... a

n

+ + + 
 
 

≤ 
2 2 2
1 2 na a ... a

n

+ + +
. 

Chøng minh  
BÊt ®¼ng thøc t¬ng ®¬ng víi: 

 (a1 + a2 +  ... + an) 2 ≤ n( 2
1a  + 2

2a  + ... + 2
na ). 

BÊt ®¼ng thøc nµy suy ra tõ bÊt ®¼ng thøc Bunhiac«pxki ¸p dông cho hai bé n sè 
(1; 1; ...; 1) vµ (a1; a2; ... ; an). 
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ThÝ dô 1. Chøng minh r»ng víi mäi sè thùc x, y lu«n cã (x3 + y3)2 ≤ (x2 + y2)(x4 + y4). 

 Gi¶i 
Ta cã: 

VT = (x3 + y3)2 = (x.x2 + y.y2)2 ≤ (x2 + y2)(x4 + y4), ®pcm. 
DÊu ®¼ng thøc x¶y ra khi: 

2x

x
 = 

2y

y
 ⇔ 

x

1
 = 

y

1
 ⇔ x = y. 

 Më réng: Víi c¸c sè thùc a1, a2, a3, b1, b2, b3, ta lu«n cã: 

(a1b1 +  a2b2 +  a3b3)2 ≤ ( 2
1a  + 2

2a  + 2
3a )( 2

1b  + 2
2b  + 2

3b ), 

dÊu ®¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi 
1

1

b

a
 = 

2

2

b

a
 = 

3

3

b

a
. 

ThÝ dô 2. Chøng minh r»ng: 

a. NÕu x + 3y = 2 th× x2 + y2 ≥ 
5
2

. 

b. NÕu 2x + 3y = 7 th× 2x2 + 3y2 ≥ 
49
5

. 

 Gi¶i 
a. Ta cã:  

22 = (x + 3y) 2 ≤ (1 + 33)(x2 + y2) = 10(x2 + y2) ⇒ x2 + y2 ≥ 
2

10
 = 

5
2

, 

dÊu "=" x¶y ra khi ta cã:  

x:1 = y:3  
(*)

⇔   
x 3y 2
3x y

+ =
 =

 ⇒ x = 
1
5

 vµ y = 
3
5

. 

b. Ta cã:  
72 = (2x + 3y) 2  = ( 2 .x 2  + 3 .y 3 )2 ≤ (2 + 3)(2x2 + 3y2) = 5(2x2 + 3y2) 

⇒ 2x2 + 3y2 ≥ 
49
5

, 

dÊu "=" x¶y ra khi ta cã:  

x 2 : 2  = y 3 : 3   
(*)

⇔   
2x 3y 7
x y

+ =
 =

 ⇒ x = y = 
7
5

. 

 Chó ý: Yªu cÇu trªn cßn cã thÓ ®îc ph¸t biÓu: 
 Víi c©u a) lµ "Trong tÊt c¶ c¸c nghÖm (x; y) cña ph¬ng tr×nh         

x + 3y = 2 h·y chØ ra nghiÖm cã tæng x2 + y2  nhá nhÊt" hoÆc t×m 
gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc. 

 Víi c©u b) lµ "Trong tÊt c¶ c¸c nghÖm (x; y) cña ph¬ng tr×nh       
2x + 3y = 7 h·y chØ ra nghiÖm cã tæng 2x2 + 3y2  nhá nhÊt" hoÆc 
t×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc. 
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ThÝ dô 3. Cho c¸c sè kh«ng ©m x, y tho¶ m·n x3 + y3 = 2. Chøng minh r»ng:  

x2 + y2 ≤ 2. 

 Gi¶i 

¸p dông bÊt ®¼ng thøc Bunhiac«pxki ta cã: 

(x2 + y2) 2 = ( x . 3x  + y . 3y )2 ≤ (x + y)(x3 + y3) = 2(x + y) 

⇔ (x2 + y2) 4 ≤ 4(x + y)2 = 4(1.x + 1.y)2 ≤ 4(1 + 1)(x2 + y2) = 8(x2 + y2) 

⇔ (x2 + y2)3 ≤ 8 ⇔ x2 + y2 ≤ 2, ®pcm. 
DÊu "=" x¶y ra khi: 










=+

=

2yx

y

y

x

x

33

33  ⇔ 




=+

=

2yx

|y||x|
33

 ⇔ x = y = 1. 

D¹ng to¸n 5: Sö dông bÊt ®¼ng thøc t×m gi¸ trÞ lín nhÊt vµ nhá nhÊt 

ThÝ dô 1. T×m gi¸ trÞ lín nhÊt cña hµm sè: 

a.   y = (2x + 1)(2 − 3x), víi x ∈ [− 1

2
; 2

3
]. 

b.   y = x(1 − x) 3, víi 0 ≤ x ≤ 1. 

 Gi¶i 

a. Víi − 1

2
 ≤ x ≤ 

2

3
 th× 2x + 1 ≥ 0 vµ  2 − 3x ≥ 0, do ®ã sö dông bÊt ®¼ng thøc C«si 

ta ®îc: 

y = (2x + 1)(2 − 3x) =
1

2
(x + 

1

2
).

1

3
(

2

3
 − x) = 

1

6
(x + 

1

2
)(

2

3
 - x)  

≤ 
1

6

2
1 2

(x ) ( x)
2 3

2

 + + − 
 
 
 

 = 
1

6
.

2
5

12
 
 
 

 = 
25

864
. 

Tõ ®ã suy ra yMax = 
25

864
, ®¹t ®îc khi: 

x + 
1

2
 = 

2

3
 − x ⇔ x = 

1

12
. 

b. ViÕt l¹i hµm sè díi d¹ng:  

y = 
1

3
.3x(1 − x)3 = 

1

3
.3x(1 − x)(1 − x)(1 − x), 
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råi ¸p dông bÊt ®¼ng thøc C«si cho 4 sè kh«ng ©m gåm 3x vµ 3 sè 1 − x, ta ®îc: 

y ≤ 
1

3
.

4
3x (1 x) (1 x) (1 x)

4

+ − + − + − 
  

 = 
1

3
.

4
3

4
 
 
 

 = 
27

256
, 

tõ ®ã suy ra yMax = 
27

256
, ®¹t ®îc khi: 

3x = 1 − x = 1 − x = 1 − x ⇔  x = 
1

4
. 

ThÝ dô 2. T×m gi¸c trÞ nhá nhÊt cña hµm sè: 

a. y = x + 
1x

2

−
 víi x > 1.  b.   y = x2 + 

3

2

x
, víi x > 0. 

 Gi¶i 

a. V× x > 1 nªn x − 1 vµ 
1x

2

−
 lµ hai sè d¬ng. Do ®ã: 

y = x + 
1x

2

−
  = 1 + x − 1 + 

1x

2

−
 ≥ 1 + 2

1x

2
)1x(

−
−  = 1 + 2 2 . 

tõ ®ã, suy ra yMin = 1 + 2 2 , ®¹t ®îc khi: 

x − 1 = 
1x

2

−
 ⇔ x = 1 + 2 2 . 

b. ViÕt l¹i hµm sè díi d¹ng:  

y = 
1

3
x2 + 

1

3
x2 + 

1

3
x2 + 

3

1

x
 + 

3

1

x
 ≥ 5 2 2 25

3 3

1 1 1 1 1
x . x x . .

3 3 3 x x
 = 

5

5

27
 

tõ ®ã, suy ra yMin = 
5

5

27
, ®¹t ®îc khi: 

1

3
x2 = 

3

1

x
 ⇔ x5 = 3 ⇔ x = 5 3 . 

ThÝ dô 3. T×m gi¸ trÞ lín nhÊt vµ nhá nh¸t cña biÓu thøc: 
a. A = x 1 4 x− + −   b.   S = 3x + 4y, biÕt x2 + y2 = 1. 

 Gi¶i 
a. Víi 1 ≤ x ≤ 4, ta cã: 

A2 = ( x 1 4 x− + − )2 = 3 + 2 (x 1)(4 x)− −  

Ta cã: 
3 ≤ 3 + 2 (x 1)(4 1)− −   ≤ 3 + x − 1 + 4 − x = 6 ⇔ 3  ≤ A ≤ 6 . 

Tõ ®ã, suy ra: 
 AMax = 6 , ®¹t ®îc khi: 

x − 1 = 4 − x ⇔ 2x = 5 ⇔ x = 
5
2

. 
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 AMin = 3 , ®¹t ®îc khi: 

(x − 1)(4 − x) = 0 ⇔ x = 1 hoÆc x = 4. 
b. Ta cã:  

S2 = (3x + 4y) 2 ≤ (32 + 42)(x2 + y2) = 25 ⇔ 3x + 4y ≤ 5 ⇔ − 5 ≤ 3x + 4y ≤ 5. 
DÊu "=" x¶y ra khi: 

2 2

x 3
y 4
x y 1

 =

 + =

2 2

4x 3y
9x 9y 9

=
⇔ 

+ =
2 2

4x 3y
9x 16x 9

=
⇔ 

+ =
 

4x 3y
3x
5

=
⇔ 

= ±

3 4x , y
5 5

3 4x , y
5 5

 = =
⇔ 

 = − = −

. 

Tõ ®ã, suy ra: 

 SMax = 5, ®¹t ®îc khi 
3 4x , y
5 5

= = . 

 SMin = 5, ®¹t ®îc khi 
3 4x , y
5 5

= − = − . 

ThÝ dô 4. Hai sè d¬ng x, y tho¶ m·n 3x + 2y = 6xy. T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña 
tæng x + y. 

 Gi¶i 
NhËn xÐt r»ng: 

3x + 2y = 6xy ⇔ 
x

2
 + 

y

3
 = 6, 

2  + 3  = 
x

2
. x  + 

y

3
. y . 

Do vËy, theo bÊt ®¼ng thøc Bunhiac«pxki, suy ra: 

( 2  + 3 )2 ≤ (
x

2
 + 

y

3
)(x + y) = 6(x + y) ⇒ x + y ≥  

6

1
( 2  + 3 )2 = 

6

625 +
. 

VËy (x + y)Min =  
6

625 +
 ®¹t ®îc khi: 













=

=+

y
3
y

x
2
x

6
3

y

2

x

⇔ x = 
6

62 +
, y = 

6

63 +
. 
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D¹ng to¸n 6: Sö dông bÊt ®¼ng thøc gi¶i ph¬ng tr×nh, bÊt ph¬ng 
tr×nh vµ hÖ 

ThÝ dô 1. Gi¶i ph¬ng tr×nh 2x 2x 5− +  + x 1−  = 2. 

 Gi¶i 
NhËn xÐt r»ng: 

VT =  2x 2x 5− +  + x 1−  =  2(x 1) 4− +  + x 1−  ≥ 2. 

VËy, ph¬ng tr×nh cã nghiÖm khi vµ chØ khi: 
VT = 2 ⇔ x − 1 = 0 ⇔ x = 1. 

VËy, ph¬ng tr×nh cã nghiÖm x = 1. 

ThÝ dô 2. Gi¶i c¸c ph¬ng tr×nh sau: 
a.   4x − 1 + 22x − 1 = 1. 

b.   x 1 2 x 2− + −  − x 1 2 x 2− − −  = 2. 

 Gi¶i 
a. Ta cã thÓ tr×nh bµy theo c¸c c¸ch sau: 
C¸ch 1: Ta biÕn ®æi ph¬ng tr×nh vÒ d¹ng: 

4x − 1 + 2 − 4x = (4x − 1) + (2 – 4x). 

T nh ch t1Ý Ê←→  
4x 1 0
2 4x 0

− ≥
 − ≥

 ⇔ 
x 1/ 4
x 1/ 2

≥
 ≤

. 

VËy, nghiÖm cña ph¬ng tr×nh lµ 
1
4

 ≤ x ≤ 
1
2

. 

C¸ch 2: Ta biÕn ®æi ph¬ng tr×nh vÒ d¹ng: 
4x − 1 + 4x − 2 = (4x − 1) − (4x − 2). 

 →← 3chÊtTÝnh 4x 1 0
4x 2 0

− ≥
 − ≤

 ⇔ 
x 1/ 4
x 1/ 2

≥
 ≤

. 

VËy, nghiÖm cña ph¬ng tr×nh lµ 
1
4

 ≤ x ≤ 
1
2

. 

b. ViÕt l¹i ph¬ng tr×nh díi d¹ng: 
2( x 2 1)− +  − 2( x 2 1)− −  = 1  

⇔ | x 2−  + 1| − | x 2−  − 1| = |( x 2−  + 1) − ( x 2−  − 1)| 
TÝnh chÊt 4←→  ( x 2−  − 1).2 ≥ 0 ⇔ x 2−  ≥ 1 ⇔ x ≥ 3. 

VËy, ph¬ng tr×nh cã nghiÖm lµ x ≥ 3. 

ThÝ dô 3. Gi¶i ph¬ng tr×nh 2 3 27x 11x 25x 12− + −  = x2 + 6x − 1. 

 Gi¶i 
ViÕt l¹i ph¬ng tr×nh díi d¹ng: 

2 2(7x 4)(x x 3)− − +  = x2 + 6x − 1. 
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§iÒu kiÖn: 

7x − 4 ≥ 0 ⇔ x ≥ 
4

7
. 

¸p dông bÊt ®¼ng thøc C«si cho vÕ tr¸i, ta ®îc: 

2 2(7x 4)(x x 3)− − +  ≤ (7x − 4) + (x2 − x + 3) = x2 + 6x − 1 = VP. 

DÊu " = " x¶y ra khi vµ chØ khi: 

7x − 4 = x2 − x + 3 ⇔ x2 − 8x + 7 = 0 ⇔ 
x 1

x 7

=
 =

. 

VËy, ph¬ng tr×nh cã nghiÖm x = 1 hoÆc x = 7. 

ThÝ dô 4. Gi¶i c¸c ph¬ng tr×nh sau:  

a. 2x4 + (1 − 2x)4 = 
1
27

. 

b. x  + 1 x−  + 4 x  + 4 1 x−  = 2  + 4 8 . 

 Gi¶i 
a. BiÕn ®æi vÕ tr¸i cña ph¬ng tr×nh: 

2x4 + (1 − 2x)4  = 
1
3

.3.[ 2x4 + (1 − 2x)4] = 
1
3

(12 + 12 + 12)[ x4 + x4 + (1 − 2x)4] 

≥ 
1
3

[ x2 + x2 + (1 − 2x)2]2 = 
1
3

.
1
9

{3.[ x2 + x2 + (1 − 2x)2]}2 

= 
1
27

{(12 + 12 + 12) [ x2 + x2 + (1 − 2x)2]}2 

≥ 
1
27

[x + x + (1 − 2x)]4 = 
1
27

. 

VËy ph¬ng tr×nh cã nghiÖm khi dÊu ®¼ng thøc x¶y ra 

⇔ 
2 2 2x x (1 2x)

x x 1 2z
 = = −


= = −
 ⇔ x = 

1
3

. 

VËy ph¬ng tr×nh cã nghiÖm x = 
1
3

. 

b. §iÒu kiÖn 0 ≤ x ≤ 1. 
Sö dông bÊt ®¼ng thøc Bunhiac«pxki, ta cã: 

x  + 1 x−  = 1. x  + 1. 1 x−  ≤ (1 1)(x 1 x)+ + −  = 2  

4 x  + 4 1 x−  = 1. 4 x  + 1. 4 1 x−  ≤ (1 1)( x 1 x )+ + −  ≤ 2 2  = 4 8 . 

suy ra: 
x  + 1 x−  + 4 x  + 4 1 x−  ≤ 2  + 4 8 . 

VËy, bÊt ph¬ng tr×nh cã nghiÖm khi dÊu "=" x¶y ra, tøc lµ víi x = 
1
2

. 
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ThÝ dô 5. Gi¶i bÊt ph¬ng tr×nh 2x x 1− −  + 2x x 1+ −  ≤ 2. 

 Gi¶i 
NhËn xÐt r»ng: 

2x x 1− −  + 2x x 1+ −  ≥ 2 242 (x x 1)(x x 1)− − + −  = 2 

Do ®ã, nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh øng víi dÊu "=" cña bÊt ®¼ng thøc trªn, tøc lµ: 

2

2

x x 1 1

x x 1 1

 − − =

 + − =

 ⇔ 
2

2

x x 1 1

x x 1 1

 − − =


+ − =
 

+

⇔  x = 1. 

VËy, bÊt ph¬ng tr×nh cã nghiÖm x = 1. 

ThÝ dô 6. Gi¶i c¸c bÊt ph¬ng tr×nh sau: 
a. 3x + 1 ≤ 2x − 1 + x + 2. 
b. |2x + 3| ≥ |3x + 5| − |x + 2|. 
c. 2x2 − 3x + 1 − 2x2 − 5x < 2x + 1. 
d. |x + 2| ≤ |3x − 1| − |2x − 3|. 

 Gi¶i 
a. BiÕn ®æi bÊt ph¬ng tr×nh ban ®Çu vÒ d¹ng: 

(2x − 1) + (x + 2) ≤ 2x − 1 + x + 2 − lu«n ®óng. 
VËy, bÊt ph¬ng tr×nh nhËn mäi x lµm nghiÖm. 

b. BiÕn ®æi bÊt ph¬ng tr×nh ban ®Çu vÒ d¹ng: 

|(3x + 5) − (x + 2)| ≥ |3x + 5| − |x + 2| − lu«n ®óng. 
VËy, bÊt ph¬ng tr×nh nhËn mäi x lµm nghiÖm. 

c. BiÕn ®æi bÊt ph¬ng tr×nh ban ®Çu vÒ d¹ng: 

|2x2 − 3x + 1| − |2x2 − 5x| < |(2x2 − 3x + 1) − (2x2 − 5x)| 

⇔ (2x2 − 5x)(2x + 1) < 0 ⇔ 
x 1/ 2

0 x 5 / 2

< −
 < <

. 

VËy, tËp nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh lµ (−∞; − 1

2
)∪(

5

2
; +∞). 

d. BiÕn ®æi bÊt ph¬ng tr×nh ban ®Çu vÒ d¹ng: 

|(3x − 1) − (2x − 3)| ≤ |3x − 1| − |2x − 3| 
⇔ |(3x − 1) − (2x − 3)| = |3x − 1| − |2x − 3| 

⇔ (2x − 3)(x + 2) ≥ 0 ⇔ 
x 2

x 3 / 2

< −
 >

. 

VËy, tËp nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh lµ (−∞ ; −2)∪(
3

2
; +∞). 
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ThÝ dô 7. Gi¶i bÊt ph¬ng tr×nh 1x −  − 16x10x2 2 +−  ≥ 3 − x. 

 Gi¶i 
BiÕn ®æi bÊt ph¬ng tr×nh vÒ d¹ng: 

1x −  + x − 3 ≥ 16x10x2 2 +− . 
Sö dông bÊt ®¼ng thøc Bunhiac«pxki, ta cã: 

])3x()1x[(2 2−+−  ≤ 1x −  + x − 3. 
VËy bÊt ph¬ng tr×nh t¬ng ®¬ng víi dÊu "=" x¶y ra, tøc lµ  

1x −  = x − 3 ⇔ x2 − 7x + 10 = 0 ⇔ 



=
=

5x

2x
. 

VËy, bÊt ph¬ng tr×nh cã nghiÖm x = 2 vµ x = 5. 

ThÝ dô 8. Gi¶i hÖ ph¬ng tr×nh: 
| x y | | x y | 2 (1)
xy 1 (2)

− + + =
 =

. 

 Gi¶i 
BiÕn ®æi (1) vÒ d¹ng: 

4 = (x − y)2 + (x + y)2 + 2|x2 − y2|  
   = 2(x2 + y2)  + 2|x2 − y2| ≥ 2(x2 + y2) ≥ 4xy = 4 

VËy, hÖ t¬ng ®¬ng víi: 
2 22 | x y | 0

x y
xy 1

 − =
 =
 =

 ⇔ 
x y 1
x y 1

= =
 = = −

. 

VËy, hÖ cã 2 cÆp nghiÖm (1; 1) vµ (−1; −1). 

ThÝ dô 9. Gi¶i hÖ ph¬ng tr×nh: 
2 2

2 2

x y y x 2

x y x y 2

 − + − =


+ − − =
. 

 Gi¶i 
KÝ hiÖu hai ph¬ng tr×nh cña hÖ theo thø tù lµ (1) vµ (2). 
XÐt (1), sö dông bÊt ®¼ng thøc Bunhiac«pxki: 

2 = 2 2x y y x− + −
Bunhiac«pxki

≤ 2 2(1 1)(x y y x)+ − + −
(2)

= 2 

VËy (1) t¬ng ®¬ng víi: 
2x y−  = 2y x−  ⇔ x2 − y = y2 − x  

⇔ (x − y)(x + y + 1) = 0 ⇔ 
x y

y x 1

=
 = − −

. 
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 Víi x = y, hÖ cã d¹ng: 

2 2

x y

x x x x 2

=


+ − − =
 ⇔ 

2

x y

x x 1 0

=


− − =
 ⇔ x1, 2 = y1, 2 = 

1 5

2

±
. 

 Víi y = −x − 1, hÖ cã d¹ng: 

2 2

y x 1

x ( x 1) x ( x 1) 2

= − −


+ − − − − − − =
 ⇔ 3 3

4 4

x 0 vµ y 1

x 1 vµ y 0

= = −
 = − =

. 

VËy, hÖ ph¬ng tr×nh cã 4 cÆp nghiÖm. 

ThÝ dô 10. Gi¶i hÖ bÊt ph¬ng tr×nh: 

xy 1 x x

2 xy x x 1

 + − ≤


− + =
. 

 Gi¶i 

§iÒu kiÖn 0 ≤ x ≤ 1; y ≥ 1. 
Tõ bÊt ph¬ng tr×nh thø nhÊt cña hÖ, ta biÕn ®æi: 

1 x x xy− ≤ −  ⇔ 1 x x (1 y)− ≤ − .    (*) 

NhËn xÐt r»ng VT ≤ 0 vµ VT ≥ 0 do ®ã (*) t¬ng ®¬ng víi: 

VT = VP = 0 ⇔ x = y = 1 tho¶ m·n ph¬ng tr×nh thø hai cña hÖ. 
V©y, hÖ cã nghiÖm x = y = 1. 
 
 

§2. BÊt ph¬ng tr×nh 

D¹ng to¸n 1: C¸c bµi to¸n më ®Çu vÒ bÊt ph¬ng tr×nh 

ThÝ dô 1. Chøng minh c¸c bÊt ph¬ng tr×nh sau v« nghiÖm: 

a. x2 + 8x +  ≤ −3. 

b. 
2

3
xx45)3x(21 22 <+−+−+ . 

c. 1x7x1 22 >+−+ . 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

VT = x2 + 8x +  ≥ 0, ∀x ≥ −8; VP = −3 < 0, ∀x. 
Suy ra, tËp x¸c ®Þnh D = ∅. 
VËy, bÊt ph¬ng tr×nh v« nghiÖm. 
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b. Ta cã: 
2)3x(21 −+  ≥ 1 vµ 2xx45 +−  ≥ 1, ∀x. 

⇒ VT = 22 xx45)3x(21 +−+−+  ≥ 2, ∀x. 
L¹i cã: 

VP = 
2

3
 < 2, ∀x ⇒ VT > VP, ∀x. 

VËy, bÊt ph¬ng tr×nh v« nghiÖm. 
c. Ta cã: 

1 + x2 < 7 + x2 ⇒ 22 x7x1 +<+  ⇒ 0x7x1 22 <+−+ . 
VËy, bÊt ph¬ng tr×nh v« nghiÖm. 

D¹ng to¸n 2: Hai bÊt ph¬ng tr×nh t¬ng ®¬ng 

ThÝ dô 1. C¸c cÆp bÊt ph¬ng tr×nh sau cã t¬ng ®¬ng kh«ng ? V× sao ?  

a. x2 – 2 > x vµ x2 > x + 2. b.   1xvµ
x

1
1

x

1
x <+<+ . 

 Gi¶i 
a. Víi bÊt ph¬ng tr×nh: 

x2 – 2 > x 
céng 2 vµo hai vÕ cña bÊt ph¬ng tr×nh, ta ®îc: 

x2 – 2 + 2 > x + 2 ⇔ x2 > x + 2. 
VËy, hai bÊt ph¬ng tr×nh ®· cho t¬ng ®¬ng. 

b. NhËn xÐt r»ng, sè 0 lµ nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh thø hai nhng kh«ng lµ 
nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh ®Çu. 

VËy, hai bÊt ph¬ng tr×nh ®· cho kh«ng t¬ng ®¬ng. 

ThÝ dô 2. Gi¶i thÝch v× sao c¸c cÆp bÊt ph¬ng tr×nh sau t¬ng ®¬ng? 

a. 4x + 1 > 0 vµ 4x − 1 < 0. 

b. 1x −  ≥ x vµ (2x + 1) 1x −  ≥ x(2x + 1). 

 Gi¶i 

a. Ta cã: 

 −4x + 1 > 0 ⇔ x < 
4

1
. TËp nghiÖm: T1 = 






 ∞−

4

1
; . 

 4x − 1 < 0 ⇔ x < 
4

1
. TËp nghiÖm: T2 = 






 ∞−

4

1
; . 

Ta thÊy T1 = T2.  
VËy, hai bÊt ph¬ng tr×nh t¬ng ®¬ng. 
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b. Ta cã: 

 1x −  ≥ x cã tËp x¸c ®Þnh x ≥ 1      (1) 

 Víi x ≥ 1 ⇒ 2x + 1 > 0       (2) 
 Nh©n c¶ hai vÕ cña (1) víi (2), ta ®îc: 

(2x + 1) 1x −  ≥ x(2x + 1). 
VËy, hai bÊt ph¬ng tr×nh t¬ng ®¬ng. 
 

§3. BÊt ph¬ng tr×nh vµ hÖ bÊt ph¬ng 
tr×nh bËc nhÊt mét Èn 

D¹ng to¸n 1: BÊt ph¬ng tr×nh bËc nhÊt mét Èn 

ThÝ dô 1. Gi¶i vµ biÖn luËn bÊt ph¬ng tr×nh:  
(m2 + m + 1)x + 3m > (m2 + 2)x + 5m − 1. 

 Gi¶i 
ViÕt l¹i bÊt ph¬ng tr×nh díi d¹ng:  

(m − 1)x > 2m − 1. 
Khi ®ã: 
 Víi m = 1, ta ®îc: 

0 > −1, lu«n ®óng ⇒ BÊt ph¬ng tr×nh cã tËp nghiÖm lµ S =  . 
 Víi m > 1, ta ®îc: 

x > 
2m 1

m 1

−
−

 ⇒ BÊt ph¬ng tr×nh cã tËp nghiÖm lµ 
2m 1S ; .
m 1

− = + ∞ − 
 

 Víi m < 1, ta ®îc: 

x < 
2m 1

m 1

−
−

 ⇒ BÊt ph¬ng tr×nh cã tËp nghiÖm lµ 
2m 1S ; .
m 1

− = −∞ − 
 

ThÝ dô 2. T×m m ®Ó bÊt ph¬ng tr×nh sau v« nghiÖm:  
m2x + 1 ≥ m + (3m − 2)x 

 Gi¶i 
ViÕt l¹i bÊt ph¬ng tr×nh díi d¹ng:  

(m2 – 3m + 2)x ≥ m − 1.      (1) 
Khi ®ã, bÊt ph¬ng tr×nh v« nghiÖm  

⇔ 
2m 3m 2 0

m 1 0

 − + =


− <
⇔ 

m 1

m 2

m 1

 =
 =
 <

⇔ v« nghiÖm. 

VËy, kh«ng cã gi¸ trÞ nµo cña m tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 
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D¹ng to¸n 2: HÖ bÊt ph¬ng tr×nh bËc nhÊt mét Èn 
Ph¬ng ph¸p ¸p dông 

§Ó gi¶i vµ biÖn luËn hÖ bÊt ph¬ng tr×nh: 

1 1

2 2

a x b 0
a x b 0

+ ≤
 + ≤

.       (I) 

Ta thùc hiÖn theo c¸c bíc sau: 
Bíc 1: LËp b¶ng xÐt dÊu chung cho a1 vµ a2. 
Bíc 2: XÐt c¸c trêng hîp riªng biÖt nhËn ®îc tõ bíc 1. Th«ng thêng ta cã 

®îc c¸c trêng hîp sau: 
Trêng hîp 1: NÕu a1 > 0 vµ a2 > 0.  

 Khi ®ã hÖ (I) cã d¹ng: 

1

1

2

2

bx
a
bx
a

 ≤ −

 ≤ −


 ⇔ x ≤ Min[− 1

1

b
a

; − 2

2

b
a

] lµ nghiÖm cña hÖ. 

Trêng hîp 2: NÕu a1 < 0 vµ a2 < 0.  
 Khi ®ã hÖ (I) cã d¹ng: 

1

1

2

2

bx
a
bx
a

 ≥ −

 ≥ −


 ⇔ x ≤ Max[− 1

1

b
a

; − 2

2

b
a

] lµ nghiÖm cña hÖ. 

Trêng hîp 3: NÕu a1 > 0 vµ a2 < 0.  
 Khi ®ã hÖ (I) cã d¹ng: 

1

1

2

2

bx
a
bx
a

 ≤ −

 ≥ −


  

§Ó hÖ cã nghiÖm ®iÒu kiÖn lµ − 2

2

b
a

 ≤ − 1

1

b
a

. 

Khi ®ã, nghiÖm cña hÖ lµ − 2

2

b
a

 ≤ x ≤ − 1

1

b
a

. 

Trêng hîp 4: NÕu a1 = 0 ∨ a2 = 0. 
Khi ®ã, thay trùc tiÕp gi¸ trÞ cña tham sè vµo hÖ (I). 

ThÝ dô 1. Gi¶i c¸c hÖ bÊt ph¬ng tr×nh: 

a.   










+<
−

−≥
+

1x3
13

x56

x4
3

2x5

.  b.   






−−+<+

++>−

5x7x6x)2x(

xx35)x1(
233

22

. 
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 Gi¶i 
a. Ta cã biÕn ®æi: 

8x 10 x 5/ 4
47x 7 x 7 / 44

≥ ≥ 
⇔ > − > − 

 ⇔ x ≥ 
4

5
. 

VËy, hÖ ph¬ng tr×nh cã tËp nghiÖm 
5 ; .
4

 + ∞ 
. 

b. Ta cã biÕn ®æi: 







−−+<+++

++>+−

5x7x6x8x12x6x

xx35xx21
2323

22

⇔ 




−<
−<

13x19

4x5
 ⇔ 

x 4 / 5
x 13/19

< −
 < −

  

⇔ x < −
5

4
 . 

VËy, hÖ ph¬ng tr×nh cã tËp nghiÖm 
4; .
5

 −∞ − 
 

. 

ThÝ dô 2. Gi¶i vµ biÖn luËn hÖ bÊt ph¬ng tr×nh: 
mx 1 0

(3m 2)x m 0

− >
 − − >

. 

 Gi¶i 
Ta ®i gi¶i ®ång thêi hai bÊt ph¬ng tr×nh b»ng c¸ch lËp b¶ng xÐt dÊu cña m vµ 

3m − 2: 
m −∞  0  2/3  +∞ 
m  − 0 +  +  

3m − 2  −  −  0 +  
XÐt 5 trêng hîp: 

Trêng hîp 1. Víi m < 0 th× hÖ cã d¹ng: 
x 1/ m

m
x

3m 2

<



< −

⇒ x < Min{
1 m

,
m 3m 2−

} = 
1

m
 v× víi m < 0 th× 

m

3m 2−
 > 0.  

Trêng hîp 2. Víi m = 0, hÖ cã d¹ng: 
1 0

x 0

− >
− >

 v« nghiÖm. 

Trêng hîp 3. Víi 0 < m < 
2

3
, hÖ cã d¹ng: 

x 1/ m

m
x

3m 2

>



< −

v« nghiÖm do  
1

m
 > 0 vµ 

m

3m 2−
 < 0. 
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Trêng hîp 4. Víi m = 
2

3
, hÖ cã d¹ng: 

x 3 / 2

2 / 3 0

>
− >

 v« nghiÖm. 

Trêng hîp 5. Víi m > 
2

3
 th× hÖ cã d¹ng: 

x 1/ m

m
x

3m 2

>



> −

⇒ x > Max{
1 m

,
m 3m 2−

}.  

KÕt luËn:  

 Víi m < 0 hÖ cã nghiÖm lµ x < 
1

m
. 

 Víi 0 ≤ m ≤ 
2

3
 hÖ v« nghiÖm. 

 Víi m > 
2

3
 hÖ cã nghiÖm lµ x > Max{

1 m
,

m 3m 2−
}.  

 Chó ý: NÕu a1 hoÆc a2 lu«n kh¸c 0 (gi¶i sö a1 ≠ 0). Khi ®ã thùc chÊt bµi to¸n 
®îc chuyÓn vÒ viÖc gi¶i biÖn luËn bÊt ph¬ng tr×nh cßn l¹i  víi ®iÒu 
kiÖn K. 

ThÝ dô 3. Víi gi¸ trÞ nµo cña m th× hÖ bÊt ph¬ng tr×nh sau cã nghiÖm: 

a.   




<++
+−>−
02mx3

5x42x3
.  b.   





>+
≤−

1xm

02x
. 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 





<++
+−>−
02mx3

5x42x3
 ⇔ 







+
−<

>

3

2m
x

1x
. 

HÖ bÊt ph¬ng tr×nh cã nghiÖm khi vµ chØ khi: 

3

2m +
−  > 1 ⇔ m + 2 <  − 3 ⇔ m < −5. 

VËy, víi m < −5 tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 
b. Ta cã: 





>+
≤−

1xm

02x
 ⇔ 





−>
≤

m1x

2x
 

HÖ bÊt ph¬ng tr×nh cã nghiÖm khi vµ chØ khi: 
1 − m < 2 ⇔ m > −1. 

VËy, víi m > −1 tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 
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ThÝ dô 4. T×m c¸c gi¸ trÞ cña m ®Ó mçi hÖ bÊt ph¬ng tr×nh sau v« nghiÖm: 

a.   




≥++−
−<+

05mx2

1x87x2
.  b.   





≤−
++≥−

8x5m2

1x7x)3x( 22

. 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 





≥++−
−<+

05mx2

1x87x2
 ⇔ 

x 4 / 3
m 5x

2

>

 +

≤

 

HÖ bÊt ph¬ng tr×nh v« nghiÖm khi vµ chØ khi: 

3

4

2

5m
≤

+
 ⇔ 3m + 15 ≤ 8 ⇔ m ≤ −

3

7
. 

VËy, víi m ≤ −
3

7
 tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

b. Ta cã: 





≤−
++≥−

8x5m2

1x7x)3x( 22

 ⇔ 




≤−
++≥+−

8x5m2

1x7x9x6x 22

 ⇔ 
x 8/13

2m 8x
5

≤


−
≥

. 

HÖ bÊt ph¬ng tr×nh v« nghiÖm khi vµ chØ khi: 

3

8

5

8m2
>

−
 ⇔ 26m − 104 > 40 ⇔ m > 

13

72
. 

VËy, víi m > 
13

72
 tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

ThÝ dô 5. Víi gi¸ trÞ nµo cña m th× hÖ sau cã nghiÖm duy nhÊt: 
2x 1 m 0

mx 2m 1 0

+ − ≤
 + − ≤

. 

 Gi¶i 
KÝ hiÖu c¸c bÊt ph¬ng tr×nh cña hÖ theo thø tù lµ (1) vµ (2). 

 Gi¶i (1): Ta cã: 

(1)  ⇔ x ≤ 
m 1

2

−
. 

 Gi¶i (2), viÕt l¹i bÊt ph¬ng tr×nh (2) díi d¹ng:  

mx ≤ 1 − 2m.        (3) 
Trêng hîp 1: NÕu m = 0, ta cã: 

(3) ⇔ 0x ≤ 1 lu«n ®óng.  
VËy bÊt ph¬ng tr×nh nghiÖm ®óng víi ∀x. 

Khi ®ã nghiÖm cña hÖ lµ x ≤ − 1

2
, vµ nghiÖm lµ kh«ng duy nhÊt. 
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Trêng hîp 2: NÕu m > 0, ta cã: 

(3) ⇔ x ≤ 
1 2m

m

−
.  

Khi ®ã nghiÖm cña hÖ lµ x ≤ Min{
m 1

2

−
, 

1 2m

m

−
} vµ nghiÖm lµ kh«ng duy nhÊt. 

Trêng hîp 3: NÕu m < 0, ta cã: 

(3) ⇔ x ≥ 
1 2m

m

−
. 

Khi ®ã ®Ó hÖ cã nghiÖm duy nhÊt   

⇔ 
m 1

2

−
 = 

1 2m

m

− ⇔ m2 + 3m − 2 = 0 
m 0 3 17

m
2

< − −
⇔ = . 

VËy, hÖ bÊt ph¬ng tr×nh cã nghiÖm duy nhÊt khi 
3 17

m
2

− −
= . 

 Chó ý: NÕu hÖ cã d¹ng: 
 −a ≤ f(x) ≤ a.       (I) 

ta cã thÓ sö dông phÐp biÕn ®æi t¬ng ®¬ng sau: 

(I) ⇔ 




≤
≥

a|)x(f|

0a
 ⇔ 







≤

≥
22 a)x(f

0a
 ⇔ 





≤+−
≥

(*)0]a)x(f][a)x(f[

0a
 

vµ trong nhiÒu trêng hîp viÖc gi¶i biÖn luËn (*) ®¬n gi¶n h¬n so víi 
viÖc gi¶i biÖn luËn ®¬n lÎ tõ (I). Cô thÓ ta ®i xem xÐt vÝ dô sau: 

ThÝ dô 6. Gi¶i vµ biÖn luËn bÊt ph¬ng tr×nh kÐp:  

−1 ≤ 
x m
mx 1

+
+

 ≤ 1.      (1) 

 Gi¶i 
 Víi m = 0 th× (1) ⇔ −1 ≤ x ≤ 1. 

 Víi m ≠ 0 th× ®iÒu kiÖn x ≠ − 1
m

. 

ViÕt l¹i bÊt ph¬ng tr×nh díi d¹ng: 

x m
mx 1

+
+

≤ 1 ⇔ 
2x m

mx 1
+ 

 + 
≤ 1 ⇔ 

x m x m1 1
mx 1 mx 1

+ +  − +  + +  
≤ 0  

⇔ (1 − m2)(x2 − 1) ≤ 0.      (2) 
XÐt ba trêng hîp: 

Trêng hîp 1: NÕu 1 − m2 = 0 ⇔ m = ±1. 
 Víi m = 1. 

(2) ⇔ 0x ≤ 0 (lu«n ®óng).  

VËy (2) nghiÖm ®óng víi mäi x ≠ − 1. 
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 Víi m = −1. 

(2) ⇔ 0x ≤ 0 (lu«n ®óng).  

VËy (2) nghiÖm ®óng víi mäi x ≠ 1. 
Trêng hîp 2: NÕu 1 − m2 > 0 ⇔ |m| < 1. 

(2) ⇔ x2 − 1 ≤ 0 ⇔ |x| ≤ 1, (lu«n tho¶ m·n x ≠ − 1
m

).  

Trêng hîp 3: NÕu 1 − m2 < 0 ⇔ |m| > 1. 

(2) ⇔ x2 − 1 ≥ 0 ⇔ |x| ≥ 1, (lu«n tho¶ m·n x ≠ − 1
m

). 

KÕt luËn: 

 Víi m = 1, bÊt ph¬ng tr×nh nghiÖm ®óng víi mäi x ≠ −1. 

 Víi m =  − 1, bÊt ph¬ng tr×nh nghiÖm ®óng víi mäi x ≠ 1. 

 Víi |m| < 1, bÊt ph¬ng tr×nh cã nghiÖm lµ |x| ≤ 1. 

 Víi |m| > 1, bÊt ph¬ng tr×nh cã nghiÖm lµ |x| ≥ 1. 
 
 

§4. dÊu cña nhÞ thøc bËc nhÊt 

D¹ng to¸n 1: XÐt dÊu c¸c biÓu thøc 

ThÝ dô 1. LËp b¶ng xÐt dÊu c¸c biÓu thøc: 

a.   f(x) = x(x − 2)2(3 − x).  b.   f(x) = 
)x1)(5x(

)3x(x 3

−−
−

. 

 Gi¶i 
a. Ta cã b¶ng sau: 

x −∞   0  2  3  +∞ 
x   −  0 +   +    +   

(x − 2)2   +   +   0 +    +   

3 − x    +    +   +  0  −   
f(x)   −  0 +  0 +  0  −   

b. Ta cã b¶ng sau: 
x −∞  0  1  3  5  +∞ 
x   −  0 +   +    +    +   

(x − 3)2   +   +   +  0  +    +   
x − 5   −   −   −    −  0  +   

1 − x   +   +  0 −    −    −   
f(x)   +  0 −   +  0  +    −   
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D¹ng to¸n 2: Gi¶i bÊt ph¬ng tr×nh tÝch hoÆc chøa Èn ë mÉu 
Ph¬ng ph¸p ¸p dông 
1. §Ó gi¶i c¸c bÊt ph¬ng tr×nh d¹ng: 

P(x) > 0, P(x) < 0, P(x) ≥ 0, P(x) ≤ 0,  
trong ®ã P(x) = (a1x + b1)…(anx + bn), ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 

Bíc 1: T×m c¸c nghiÖm x1, …, xn cña c¸c nhÞ thøc a1x + b, …, anx + b.  
Bíc 2: S¾p xÕp c¸c nghiÖm t×m ®îc theo thø tù t¨ng dÇn (gi¶ sö xk < … < xl), 

tõ ®ã lËp b¶ng xÐt dÊu d¹ng: 
x −∞  xk … xl  +∞ 

a1x + b1        
…        

anx + bn        
P(x)        

Bíc 3: Dùa vµo kÕt qu¶ b¶ng xÐt dÊu suy ra nghiÖm cho bÊt ph¬ng tr×nh. 
2. §Ó gi¶i c¸c bÊt ph¬ng tr×nh d¹ng: 

)x(Q

)x(P
 > 0, 

)x(Q

)x(P
 < 0, 

)x(Q

)x(P
 ≥ 0, 

)x(Q

)x(P
 ≤ 0,  

trong ®ã P(x) vµ Q(x) lµ tÝch nh÷ng nhÞ thøc bËc nhÊt ®îc thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: T×m c¸c nghiÖm x1, …, xn cña c¸c ph¬ng tr×nh P(x) = 0 vµ Q(x) = 0.  
Bíc 2: S¾p xÕp c¸c nghiÖm t×m ®îc theo thø tù t¨ng dÇn (gi¶ sö xk < … < xl), 

tõ ®ã lËp b¶ng xÐt dÊu cho ph©n thøc 
)x(Q

)x(P
. 

Víi lu ý r»ng trªn hµng cuèi t¹i nh÷ng ®iÓm Q(x) = 0 ta sö dông kÝ hiÖu || 
®Ó chØ ra r»ng t¹i ®ã bÊt ph¬ng tr×nh kh«ng x¸c ®Þnh. 

Bíc 3: Dùa vµo kÕt qu¶ b¶ng xÐt dÊu suy ra nghiÖm cho bÊt ph¬ng tr×nh. 

ThÝ dô 1. Gi¶i c¸c bÊt ph¬ng tr×nh: 

a.   
x1

3

−
 ≥ 

1x2

5

+
.   

2

(2x 1)(2 x)
b. 0.

x 4x 3

− −
<

− +
 

 Gi¶i 
a. Ta cã biÕn ®æi: 

x1

3

−
 ≥ 

1x2

5

+
 ⇔ 

)1x2)(x1(

)x1(5)1x2(3

+−
−−+

 ≥ 0 ⇔ 
)1x2)(x1(

2x11

+−
−

 ≥ 0. 

LËp b¶ng xÐt dÊu, ta ®îc tËp nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh lµ: 

S = 
1;
2

 −∞ − 
 

 ∪ 
2 ; 1

11
 

 
. 

b. ViÕt l¹i bÊt ph¬ng tr×nh díi d¹ng: 
(2x 1)(2 x)

0.
(x 1)(x 3)

− −
<

− −
       (1) 
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Ta cã: 

2x − 1 = 0 ⇔ x = 
1

2
;   2 − x = 0 ⇔ x = 2;  

x − 1 = 0 ⇔ x = 1;       x − 3 = 0 ⇔ x = 3. 
LËp b¶ng xÐt dÊu cña (1):  

x − ∞  1/2  1  2  3  +∞ 
2x − 1     0  +    +    +    +   
3 − x  +    +    +  0 −   −  

x − 1  −   − 0  +    +    +   

x − 4  −  −   −   − 0  +   
VT  − 0  +  || − 0  +  || −  

VËy, bÊt ph¬ng tr×nh cã tËp hîp nghiÖm lµ: (−∞; 
1

2
)∪(1; 2)∪(3; +∞). 

 Chó ý: Cã thÓ gi¶i bÊt ph¬ng tr×nh trªn b»ng ph¬ng ph¸p sau ®©y gäi lµ 
ph¬ng ph¸p chia kho¶ng. Chia trôc Ox thµnh c¸c kho¶ng: 

 
 

ThÝ dô 2. X¸c ®Þnh m sao cho c¸c bÊt ph¬ng tr×nh sau t¬ng ®¬ng: 
(m + 1)x − m − 3 > 0 vµ (m − 1)x − m − 2 > 0 . 

 Gi¶i 
ViÕt l¹i c¸c bÊt ph¬ng tr×nh díi d¹ng:  

(m + 1)x > m + 3       (1) 
(m – 1)x > m + 2       (2) 

Trêng hîp 1: NÕu m = – 1.  
(1) ⇔ 0.x > − 2 ⇔ ∀x ∈  . 

(2) ⇔ x > − 1

2
. 

VËy, (1) vµ (2) kh«ng t¬ng ®¬ng. 
Trêng hîp 2: NÕu m = 1.  

(1) ⇔ x > 2. 
(2) ⇔ 0.x > 3 ⇔ v« nghiÖm. 

VËy, (1) vµ (2) kh«ng t¬ng ®¬ng. 
Trêng hîp 3: NÕu m ≠ ±1 th× ®Ó (1) vµ (2) t¬ng ®¬ng ®iÒu kiÖn lµ: 

(m 1)(m 1) 0

m 3 m 2

m 1 m 1

− + >

 + +

= + −

⇔ m = −5. 

VËy, víi m = −5, hai bÊt ph¬ng tr×nh t¬ng ®¬ng víi nhau. 

3 1/2 1 2 
x. 

 + ∞  − ∞  −  
 +   +  

 −   −  
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D¹ng to¸n 3: DÊu nhÞ thøc trªn mét miÒn 
Ph¬ng ph¸p ¸p dông 

Víi f(x) = ax + b ta lu ý c¸c kÕt qu¶ quan träng sau: 

1. f(x) ≥ 0, ∀x ⇔ 
a 0
b 0

=
 ≥

               vµ f(x) ≤ 0, ∀x ⇔ 
a 0
b 0

=
 ≤

. 

2. f(x) ≥ 0, ∀x ≥ α ⇔ 
a 0
f ( ) 0

≥
 α ≥

        vµ f(x) ≤ 0, ∀x ≥ α ⇔ 
a 0
f ( ) 0

≤
 α ≤

. 

3. f(x) ≥ 0, ∀x ≤ α ⇔ 
a 0
f ( ) 0

≤
 α ≥

        vµ f(x) ≤ 0, ∀x ≤ α ⇔ 
a 0
f ( ) 0

≥
 α ≤

. 

4. f(x) ≥ 0, ∀x∈(α; β) ⇔ 
f ( ) 0
f ( ) 0

α ≥
 β ≥

   vµ f(x) ≤ 0, ∀x∈(α; β) ⇔ 
f ( ) 0
f ( ) 0

α ≤
 β ≤

 

ThÝ dô 1. Cho bÊt ph¬ng tr×nh (m + 1)x − m + 2 > 0. 
T×m m ®Ó bÊt ph¬ng tr×nh: 
a. NghiÖm ®óng víi mäi x.     b.   NghiÖm ®óng víi mäi x ≥ 2. 
c.   NghiÖm ®óng víi mäi x < 1.     d.   NghiÖm ®óng víi mäi x∈[1; 3]. 

 Gi¶i 
ViÕt l¹i bÊt ph¬ng tr×nh díi d¹ng:  

 f(x) = (m + 1)x − m + 2 > 0.      (1) 
a. §Ó (1) cã nghiÖm ®óng víi mäi x: 

 
m 1 0

m 2 0

+ =
− + >

 ⇔ m = –1. 

VËy, víi m = –1 bÊt ph¬ng tr×nh cã nghiÖm ®óng víi mäi x. 

b. §Ó (1) cã nghiÖm ®óng víi mäi x ≥ 2: 

 
m 1 0

f(2) 0

+ ≥
 >

 ⇔ 
m 1 0

m 4 0

+ ≥
 + >

 ⇔ m ≥ –1. 

VËy, víi m ≥ –1 bÊt ph¬ng tr×nh cã nghiÖm ®óng víi mäi x ≥ 2. 

c. §Ó (1) cã nghiÖm ®óng víi mäi x < 1: 

 
m 1 0

f(1) 0

+ ≤
 ≥

 ⇔ 
m 1 0

3 0

+ ≤
 ≥

 ⇔ m ≤ −1. 

VËy, víi m ≥ –1 bÊt ph¬ng tr×nh cã nghiÖm ®óng víi mäi x < 1. 

d. §Ó (1) cã nghiÖm ®óng víi mäi x∈[1; 3]: 

 
f(1) 0

f(3) 0

>
 >

 ⇔ 
3 0

2m 5 0

>
 + >

 ⇔ m > –
5

3
. 

VËy, víi m > –
5

3
 bÊt ph¬ng tr×nh cã nghiÖm ®óng víi mäi x∈[1; 3]. 
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D¹ng to¸n 4: Gi¶i ph¬ng tr×nh, bÊt ph¬ng tr×nh chøa dÊu gi¸ trÞ 
tuyÖt ®èi 

Ph¬ng ph¸p ¸p dông 
ViÖc sö dông dÊu nhÞ thøc bËc nhÊt ®Ó gi¶i ph¬ng tr×nh, bÊt ph¬ng tr×nh chøa 

dÊu gi¸ trÞ tuyÖt ®èi ®îc gäi lµ ph¬ng ph¸p chia kho¶ng. Víi c¸c ph¬ng tr×nh, bÊt 
ph¬ng tr×nh d¹ng: 

P(x) = 0, P(x) > 0, P(x) < 0, P(x) ≥ 0, P(x) ≤ 0,  

trong ®ã P(x) = k1|A1| +  k2|A2| + .. . +  kn|An| vµ dÊu cña c¸c Ai, i = n,1  ®îc x¸c ®Þnh 
th«ng qua dÊu cña nh÷ng nhÞ thøc bËc nhÊt, ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 

Bíc 1: §Æt ®iÒu kiÖn cã nghÜa cho c¸c biÓu thøc trong ph¬ng tr×nh, bÊt 
ph¬ng tr×nh. 

Bíc 2: LËp b¶ng xÐt dÊu c¸c biÓu thøc chøa dÊu gi¸ trÞ tuyÖt ®èi Ai, i = n,1  tõ 
®ã chia trôc sè thµnh nh÷ng kho¶ng sao cho trong mçi kho¶ng ®ã c¸c 
biÓu thøc díi dÊu trÞ tuyÖt ®èi chØ nhËn mét dÊu x¸c ®Þnh. 

Bíc 3: Gi¶i ( hoÆc biÖn luËn) ph¬ng tr×nh, bÊt ph¬ng tr×nh trªn mçi kho¶ng 
®· chia. 

Bíc 4: KÕt luËn. 

ThÝ dô 1. Gi¶i c¸c bÊt ph¬ng tr×nh: 
a.   |2x − 5| ≤ x + 1.   b.   |2x − 4| ≥ x + 1. 

 Gi¶i 
a. ViÕt l¹i bÊt ph¬ng tr×nh díi d¹ng: 

x 1 0

(x 1) 2x 5 x 1

+ ≥
− + ≤ − ≤ +

⇔ 
x 1

4
x 6

3

≥ −



≤ ≤

⇔ 
4

3
 ≤ x ≤ 6. 

VËy, bÊt ph¬ng tr×nh cã nghiÖm 
4

3
 ≤ x ≤ 6. 

b. ViÕt l¹i bÊt ph¬ng tr×nh díi d¹ng: 
2x 4 x 1

2x 4 x 1

− ≥ +
 − ≤ − −

 ⇔ 
x 5

x 1

≥
 ≤

. 

VËy, bÊt ph¬ng tr×nh cã nghiÖm thuéc (−∞; 1]∪[5; +∞). 

 NhËn xÐt:  Nh vËy: 
D¹ng 1: Víi bÊt ph¬ng tr×nh: 

|f(x)| > g(x) ⇔ 
f (x) g(x)
f (x) g(x)

>
 < −

 

hoÆc  
2 2

g(x) 0
g(x) 0
f (x) g (x)

<
 ≥ >

(chia kho¶ng). 
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D¹ng 2: Víi bÊt ph¬ng tr×nh: 

|f(x)| < g(x) ⇔
2 2

g(x) 0
f (x) g (x)

>


<
 ⇔ 

g(x) 0
g(x) f (x) g(x)

>
− < <

 

hoÆc  

f (x) 0
f (x) g(x)

f (x) 0
f (x) g(x)

 ≥
 <

 <− <

(chia kho¶ng). 

ThÝ dô 2. Gi¶i ph¬ng tr×nh:  

a.   2

| x 2 |
x 5x 6

−
− +

 ≥ 3.   b.   
3

| x 4 | 1− −
 = |x + 3|. 

 Gi¶i 
a. BiÕn ®æi t¬ng ®¬ng bÊt ph¬ng tr×nh vÒ d¹ng: 

x 2 0
1 3

x 3
x 2 0

1 3
3 x

 − >
 ≥ −

 − <
≥ −

 ⇔ 

x 2
10 3x 0

x 3
x 2
3x 8 0
3 x

 >
 − ≥ −

 < −
≥ −

 ⇔  3 < x ≤ 
10
3

. 

VËy, nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh lµ 3 < x ≤ 
10
3

. 

b. §iÒu kiÖn: 

|x − 4| − 1 ≠ 0 ⇔ |x − 4| ≠ 1 ⇔ 
x 4 1
x 4 1

− ≠
 − ≠ −

 ⇔ 
x 5
x 3

≠
 ≠

. 

LËp b¶ng xÐt dÊu hai biÓu thøc x + 3 vµ x − 4: 

x −∞  − 3  4  +∞ 
x + 3   −  0  +  |  +   

x − 4   −  |  −  0  +   
Trêng hîp 1: Víi x ≤ − 3, ph¬ng tr×nh cã d¹ng: 

3
x 4 1− + −

 =  − x − 3 ⇔ 
3

3 x−
 =  − x − 3 ⇔ x2 = 12 ⇔ 

x 2 3 (l)

x 2 3

 =


= −
. 

Trêng hîp 2: Víi −3 < x < 4, ph¬ng tr×nh cã d¹ng: 

3
x 4 1− + −

 = x + 3 ⇔ 
3

3 x−
 = x + 3 ⇔ x2 = 6 ⇔ 

x 6

x 6

 =


= −
. 
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Trêng hîp 3: Víi x ≥ 4, ph¬ng tr×nh cã d¹ng: 

3
x 4 1− −

 = x + 3 ⇔ x2 − 2x − 18 = 0 ⇔ 
x 1 19 (l)

x 1 19

 = −


= +
. 

VËy, ph¬ng tr×nh cã 4 nghiÖm lµ x =  − 2 3 , x = ± 6  vµ x = 1 + 19 . 

 Chó ý:  NhiÒu bµi to¸n dùa trªn ®iÒu kiÖn cã nghÜa cña ph¬ng tr×nh ta khö 
®îc dÊu trÞ tuyÖt ®èi. XÐt vÝ dô sau: 

ThÝ dô 3. Gi¶i bÊt ph¬ng tr×nh:  
2x | x |−  < x.      (1) 

 Gi¶i 
BiÕn ®æi t¬ng ®¬ng bÊt ph¬ng tr×nh vÒ d¹ng: 

2 2

x 0
x | x | x

>


− <
 ⇔ x > 0. 

VËy, nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh lµ x > 0. 

ThÝ dô 4. Gi¶i vµ biÖn luËn bÊt ph¬ng tr×nh |2x − 1| ≥ x + m. 

 Gi¶i 
ViÕt l¹i bÊt ph¬ng tr×nh díi d¹ng:  

2x 1 x m

2x 1 (x m)

− ≥ +
 − ≤ − +

 ⇔ 
x m 1

1 m
x

3

≥ +
 − ≤


. 

Trêng hîp 1: NÕu m + 1 ≤ 
1 m

3

−
 ⇔ m ≤ –

1

2
. 

 BÊt ph¬ng tr×nh cã nghiÖm lµ S =  . 

Trêng hîp 2: NÕu m + 1 > 
1 m

3

−
 ⇔ m > –

1

2
 

 BÊt ph¬ng tr×nh cã nghiÖm lµ (−∞; 
1 m

3

−
)∪(m + 1; +∞). 

 

§5. BÊt ph¬ng tr×nh vµ hÖ bÊt ph¬ng 
tr×nh bËc nhÊt hai Èn 

D¹ng to¸n 1: BÊt ph¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn 
ThÝ dô 1. BiÓu diÔn h×nh häc tËp nghiÖm cña c¸c bÊt ph¬ng tr×nh bËc nhÊt hai 

Èn sau: 
a. −x + 2 + 2(y − 2) < 2(1 − x).    b.   3(x − 1) + 4(y − 2) < 5x − 3. 
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 Gi¶i − B¹n ®äc tù vÏ h×nh 
a. Ta cã: 

−x + 2 + 2(y − 2) < 2(1 − x) ⇔ x + 2y − 4 < 0     (1) 
Ta thùc hiÖn theo c¸c bíc sau: 
 VÏ ®êng th¼ng ∆: x + 2y − 4 = 0. 
 Thay O(0; 0) vµo (1), ta cã: nöa mÆt ph¼ng bê ∆ chøa O lµ tËp nghiÖm cña bÊt 

®¼ng thøc ban ®Çu. 
b. Ta cã: 

3(x − 1) + 4(y − 2) < 5x − 3 ⇔ x − 2y + 4 > 0     (2) 
Ta thùc hiÖn theo c¸c bíc sau: 
 VÏ ®êng th¼ng ∆: x − 2y + 4 = 0. 
 Thay O(0; 0) vµo (2), ta cã: nöa mÆt ph¼ng bê ∆ chøa O lµ tËp nghiÖm cña bÊt 

®¼ng thøc ban ®Çu. 

D¹ng to¸n 2: HÖ bÊt ph¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn 

ThÝ dô 1. BiÓu diÔn h×nh häc tËp nghiÖm cña c¸c hÖ bÊt ph¬ng tr×nh bËc nhÊt 
hai Èn sau: 

a.   








<−
−>+

<−

3xy

2y3x

0y2x

.   b.   

2x 3y 6 0
x 0
2x 3y 1 0

+ − <
 ≥
 − − ≤

. 

 Gi¶i − B¹n ®äc tù vÏ h×nh 
a. KÝ hiÖu c¸c bÊt ph¬ng tr×nh cña hÖ theo thø tù lµ (1), (2) vµ (3), ta thùc hiÖn theo 
c¸c bíc sau: 
 VÏ chung  trªn cïng mét hÖ trôc to¹ ®é Oxy c¸c ®êng th¼ng (∆1): x − 2y = 0; 

(∆2): x + 2y + 2 = 0 vµ (∆1): y − x = 0. 
 MiÒn nghiÖm cña (1) lµ nöa mÆt ph¼ng bê (∆1) chøa A(0; 1). 
 MiÒn nghiÖm cña (2) lµ nöa mÆt ph¼ng bê (∆2) chøa O(0; 0). 
 MiÒn nghiÖm cña (3) lµ nöa mÆt ph¼ng bê (∆3) chøa O(0; 0). 
Tãm l¹i, miÒn nghiÖm cña hÖ lµ miÒn kh«ng g¹ch chÐo. 

b. KÝ hiÖu c¸c bÊt ph¬ng tr×nh cña hÖ theo thø tù lµ (1), (2) vµ (3), ta thùc hiÖn theo 
c¸c bíc sau: 

 VÏ chung  trªn cïng mét hÖ trôc to¹ ®é Oxy c¸c ®êng th¼ng (∆1): 2x + 3y − 6 = 0; 
(∆2): x = 0 vµ (∆3): 2x − 3y − 1 = 0. 

 MiÒn nghiÖm cña (1) lµ nöa mÆt ph¼ng bê (∆1) chøa O(0; 0). 
 MiÒn nghiÖm cña (2) lµ nöa mÆt ph¼ng bê Oy kh«ng chøa A(−1; 0). 
 MiÒn nghiÖm cña (3) lµ nöa mÆt ph¼ng bê (∆3) chøa O(0; 0). 
Tãm l¹i, miÒn nghiÖm cña hÖ lµ miÒn kh«ng g¹ch chÐo, kÓ c¶ ®o¹n nèi hai ®iÓm 

(0; −
3

1
) vµ (0; 2). 
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D¹ng to¸n 3: Bµi to¸n t×m ph¬ng ¸n tèi u 
Ph¬ng ph¸p ¸p dông 

Ta thùc hiÖn theo c¸c bíc sau: 
Bíc 1: Sö dông hai Èn phô x, y ®Ó: 

 ThiÕt lËp c¸c ®iÒu kiÖn cho bµi to¸n, tõ ®ã nhËn ®îc mét hÖ bÊt 
ph¬ng tr×nh bËc nhÊt hai Èn (gäi lµ (I)). 

 Hµm tèi u F = f(x, y). 
Bíc 2: X¸c ®Þnh miÒn ®a gi¸c A1A2...An tho¶ m·n hÖ (I). 
Bíc 3: TÝnh c¸c gi¸ trÞ F1, F2, ..., Fn cña hµm F t¹i c¸c ®Ønh A1, A2, ..., An. 
Bíc 4: Khi ®ã: 

 Fmax= max{ F1, F2, ..., Fn }.  Fmin  = min{ F1, F2, ..., Fn }. 

ThÝ dô 1. Mét xëng s¶n xuÊt hai lo¹i hµng. Mçi s¶n phÈm lo¹i I cÇn 2l nguyªn 
liÖu vµ 30h, ®em l¹i lîi nhuËn lµ 4000® cho mçi ®¬n vÞ. Mçi s¶n phÈm 
lo¹i II cÇn 4l nguyªn liÖu vµ 15h, ®em l¹i lîi nhuËn lµ 3000® cho mçi 
®¬n vÞ. Xëng cã 200l nguyªn liÖu vµ 1200h lµm viÖc. Hái s¶n xuÊt mçi 
lo¹i hµng bao nhiªu ®Ó møc lîi nhuËn cao nhÊt. 

 Gi¶i 
Víi hai Èn x, y ®îc thiÕt lËp nh sau: 
 x lµ sè hµng lo¹i I ph¶i s¶n xuÊt. 
 y lµ sè hµng lo¹i II ph¶i s¶n xuÊt. 
Ta cã c¸c ®iÒu kiÖn sau: 











≥
≥

≤+
≤+

nªnguyy,0y

nªnguyx,0x

1200y15x30

200y4x2

 ⇔ 











≥
≥

≤+
≤+

)4(nªnguyy,0y

)3(nªnguyx,0x

)2(80yx2

)1(100y2x

   (I) 

Vµ khi ®ã, møc lîi nhuËn thu ®îc lµ F = 4000x + 3000y. 
§Ó gi¶i (I) ta lÇn lît vÏ c¸c ®êng th¼ng: 
 (d1): x + 2y − 100 = 0 vµ nhËn thÊy miÒn nghiÖm cña (1) lµ phÇn mÆt ph¼ng 

(kÓ c¶ bê (d1)) ë phÝa díi ®êng th¼ng (d1). 
 (d2): 2x + y − 80 = 0 vµ nhËn thÊy miÒn nghiÖm cña (2) lµ phÇn mÆt ph¼ng (kÓ 

c¶ bê (d2)) ë phÝa díi ®êng th¼ng (d2). 
 MiÒn nghiÖm cña (3) lµ phÇn mÆt ë phÝa bªn ph¶i trôc Oy. 
 MiÒn nghiÖm cña (4) lµ phÇn mÆt ë phÝa trªn trôc Ox. 
VËy, nghiÖm cña hÖ (I) lµ phÇn mÆt ph¼ng trong tø gi¸c OABC (kÓ c¸c c¸c c¹nh). 
Ta cã:  

A(40; 0) ⇒ FA = 160000 ;  B(20, 40) ⇒ FB = 200000; 
C(0; 50) ⇒ FC = 150000;  O(0, 0) ⇒ FO = 0. 

Khi ®ã:  
FMax = max{ FA, FB, FC, FO} = 200000,  

®¹t ®îc khi x = 20 vµ y = 40. 
VËy, ®Ó møc lîi nhuËn cao nhÊt cÇn s¶n xuÊt 20 hµng lo¹i I vµ 40 hµng lo¹i II. 

y 

O x A 

B C 

     (d1)      (d2) 
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ThÝ dô 2. Cã ba nhãm m¸y A, B, C dïng ®Ó s¶n xuÊt ra hai lo¹i s¶n phÈm I vµ II. 
§Ó s¶n xuÊt mét ®¬n vÞ c¸c s¶n phÈm mçi lo¹i ph¶i lÇn lît dïng c¸c 
m¸y thuéc c¸c nhãm kh¸c nhau. Sè m¸y trong mét nhãm vµ sè m¸y cña 
tõng nhãm cÇn thiÕt ®Ó s¶n xuÊt ra mét ®¬n vÞ s¶n phÈm thuéc mçi lo¹i 
®îc cho trong b¶ng sau: 

 
Nhãm Sè m¸y trong 

mçi nhãm 

Sè m¸y trong tõng nhãm ®Ó s¶n 
xuÊt ra mét ®¬n vÞ s¶n phÈm 

Lo¹i I Lo¹i II 

A 
B 
C 

10 
4 

12 

2 
0 
2 

2 
2 
4 

Mét ®¬n vÞ s¶n phÈm lo¹i I l·i 3000 ®ång, mét ®¬n vÞ s¶n phÈm lo¹i II 
l·i 5000 ®ång. H·y lËp kÕ ho¹ch s¶n xuÊt ®Ó cho tæng tiÒn l·i cao nhÊt. 

 Gi¶i − B¹n ®äc tù vÏ h×nh 
Gäi x, y lµ sè ®¬n vÞ s¶n phÈm thuéc lo¹i I vµ lo¹i II (x, y nguyªn d¬ng). 
Theo ®Ò bµi, ta cã: 

2x + 2y ≤ 10 ⇔ x + y ≤ 5      (1) 
2y ≤ 4 ⇔ y ≤ 2       (2) 
2x + 4y ≤ 12 ⇔ x + 2y ≤ 6     (3) 
x ≥ 0        (4) 
y ≥ 0        (5) 

Gi¶i hÖ 5 bÊt ph¬ng tr×nh trªn, ta ®îc miÒn nghiÖm cña hÖ lµ h×nh tø gi¸c 
OABCD cã ®Ønh O(0; 0), A(0; 2), B(2; 2), C(3; 0), D(5; 0). 

Suy ra, 3x + 5y cã gi¸ trÞ: 

 10 t¹i ®Ønh A(0; 2). 

 16 t¹i ®Ønh B(2; −2). 

 17 t¹i ®Ønh C(4; 1). 

 15 t¹i ®Ønh D(5; 0). 
Do ®ã, ta ®îc 3x + 5y lín nhÊt khi x = 4 vµ y = 1. 
VËy, tæng sè tiÒn l·i cao nhÊt lµ 17000 ®ång. 
 

§6. dÊu cña tam thøc bËc hai 

D¹ng to¸n 1: XÐt dÊu c¸c biÓu thøc 

ThÝ dô 1. XÐt dÊu c¸c biÓu thøc: 
a. f(x) = (3x2 − 10x + 3)(4x − 5).       b.   f(x) = (3x2 − 4x)(2x2  − x − 1). 
c.   f(x) = (4x2 − 1)(−8x2 + x − 3)(2x + 9). 
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 Gi¶i 
a. Ta cã b¶ng xÐt dÊu: 

x −∞   1/3  5/4  3  +∞ 
3x2 − 10x + 3   +  0 −   −  0  +   

4x − 5   −   −  0 +    +   
f(x)   −  0 +  0 −  0  +   

VËy, ta ®îc: 

 f(x) > 0 ⇔  
3

1
 < x < 

4

5
 hoÆc x > 3. 

 f(x) = 0 ⇔  x = 
3

1
 hoÆc x = 

4

5
 hoÆc x = 3. 

 f(x) < 0 ⇔  x < 
3

1
 hoÆc 

4

5
 < x < 3. 

b. Ta cã f(x) = (3x2 − 4x)(2x2  − x − 1) = x(3x − 4)(2x2  − x − 1). 
B¶ng xÐt dÊu: 

x −∞   -1/2  0  1  4/3  +∞ 
x   −   −  0 +    +    +   

3x − 4   −   −   −    −  0  +   

2x2 − x − 1   +  0 −   −  0  +    +   
f(x)   +  0 −  0 +  0  −  0  +   

VËy, ta ®îc: 

 f(x) > 0 ⇔  x < −
2

1
 hoÆc 0 < x < 1 hoÆc x > 

3

4
. 

 f(x) = 0 ⇔  x = −
2

1
 hoÆc x = 0 hoÆc x = 1 hoÆc x = 

3

4
. 

 f(x) < 0 ⇔  −
2

1
 <  x < 0 hoÆc 1 < x < 

3

4
. 

c. Ta cã b¶ng xÐt dÊu: 
x −∞   −9/2  −1/2  1/2  +∞ 

4x2 − 1   +   +  0 −  0  +   

8x2 + x − 3   −   −   −    −   
2x + 9   −  0 +   +    +   

f(x)   +  0 −  0 +  0  −   
VËy, ta ®îc: 

 f(x) > 0 ⇔  x < −
2

9
 hoÆc −

2

1
 < x < 

2

1
. 

 f(x) = 0 ⇔  x = −
2

9
 hoÆc x = ±

2

1
 

 f(x) < 0 ⇔  −
2

9
 < x < −

2

1
 hoÆc  x > 

2

1
. 
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ThÝ dô 2. XÐt dÊu biÓu thøc f(x) = mx2 − 2(m − 2)x + m − 3. 

 Gi¶i 
a. Ta xÐt ba kh¶ n¨ng cña m 
Kh¶ n¨ng 1: Víi m = 0, suy ra: 

f(x) = 0 ⇔ 4x – 3 = 0 ⇔ x = 
3

4
. 

Khi ®ã, ta cã b¶ng xÐt dÊu 
x −∞   3/4  +∞ 
f(x)  − 0  +   

Kh¶ n¨ng 2:  Víi m > 0 ta cã: 

∆' = (m – 2)2 – m(m – 3) = 4 – m. 
Khi ®ã, ta xÐt ba trêng hîp: 

Trêng hîp 1: NÕu ∆' = 0 ⇔ m = 4, suy ra: 

f(x) > 0, ∀x ∈  \{
1

2
}  vµ  f(x) = 0 ⇔ x = 

1

2
. 

Trêng hîp 2: NÕu ∆' > 0 ⇔ 0 < m < 4, suy ra: 

 f(x) = 0 ⇔ x1 = 
m 2 4 m

m

− − −
 vµ x2 = 

m 2 4 m

m

− + −
.  

 Khi ®ã, ta cã b¶ng xÐt dÊu: 
x −∞  x1  x2  +∞ 
f(x)   +  0  −  0  +   

Trêng hîp 3: NÕu ∆' < 0 ⇔ m > 4, suy ra  f(x) > 0, ∀x ∈  . 
Kh¶ n¨ng 3: Víi m < 0 th× ∆' > 4. 

Khi ®ã, ta cã b¶ng xÐt dÊu 
x −∞  x2  x1  +∞ 
f(x)  − 0  +  0 −  

D¹ng to¸n 1: Gi¶i bÊt ph¬ng tr×nh bËc hai 

ThÝ dô 1. Gi¶i c¸c bÊt ph¬ng tr×nh sau: 
a.   3x2 − x − 2 ≤ 0.   b.   x2 − 9x + 14 > 0. 

 Gi¶i 
a Ta cã ngay: 

3x2 − x − 2 ≤ 0 
nghiÖm2cã02xx3

3

2
xvµ1x

2

21

=−−

−==

⇔  −
3

2
 ≤ x ≤ 1. 

VËy, tËp nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh lµ T = [−
3

2
; 1]. 
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b Ta cã ngay: 

x2 − 9x + 14 > 0 ⇔ 



<
>

2x

7x
. 

VËy, tËp nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh lµ T = (−∞; 2) ∪ (7; +∞). 

ThÝ dô 2. Gi¶i c¸c bÊt ph¬ng tr×nh sau: 
a.   −2x2 + x + 1 ≤ 0.  b.   −x2 + 6x − 14 > 0. 
c.   4x2 − 12x + 10 < 0.   d.   x2 + 2x + 1 ≤ 0. 

 Gi¶i 
a Ta biÕn ®æi bÊt ph¬ng tr×nh vÒ d¹ng: 

2x2 − x − 1 ≥ 0 ⇔ 
x 1

.
x 1/ 2

>
 < −

. 

VËy, tËp nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh lµ T = (−∞; − 1
2

) ∪ (1; +∞). 

 Lu ý: Nh vËy, ®Ó tr¸nh nhÇm lÉn ta lu«n chuyÓn bÊt ph¬ng tr×nh vÒ d¹ng 
cã hÖ sè a d¬ng. 

b Ta biÕn ®æi bÊt ph¬ng tr×nh vÒ d¹ng: 

x2 − 6x + 14 > 0 
' 5 0∆ =− <

⇔  ∀x ∈   
VËy, tËp nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh lµ T =  . 

c Ta cã: 

∆’ = 36 − 40 = −4 < 0 ⇒ BÊt ph¬ng tr×nh v« nghiÖm. 

VËy, tËp nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh lµ T = ∅. 
d Ta cã biÕn ®æi: 

(x + 1)2 ≤ 0 ⇔ x + 1 = 0 ⇔ x = −1. 

VËy, tËp nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh lµ T = {−1}. 

 Chó ý: Víi bµi to¸n "Gi¶i vµ biÖn luËn bÊt ph¬ng tr×nh bËc hai" ta thùc hiÖn 
nh sau: 
XÐt hai trêng hîp: 
Trêng hîp 1: NÕu a = 0 (nÕu cã). 
Trêng hîp 2: NÕu a ≠ 0, thùc hiÖn theo c¸c bíc: 

Bíc 1: TÝnh ∆ (hoÆc ∆') råi lËp b¶ng xÐt dÊu chung 
cho a vµ ∆ (hoÆc ∆'). 

Bíc 2: Dùa vµo b¶ng ta xÐt c¸c trêng hîp x¶y ra. 
Bíc 3: KÕt luËn. 

ThÝ dô 3. Gi¶i vµ biÖn luËn c¸c bÊt ph¬ng tr×nh: 
a. x2 + 2x + 6m > 0.  b.   12x2 + 2(m + 3)x + m ≤ 0. 
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 Gi¶i 
a. Ta cã thÓ tr×nh bµy theo c¸c c¸ch sau: 
C¸ch 1: Ta cã ∆' = 1 − 6m. XÐt ba trêng hîp: 

Trêng hîp 1: NÕu ∆' < 0 ⇔ m > 
1

6
. 

 ⇒ f(x) > 0, ∀x ∈   ⇒ nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh lµ ∀x ∈  . 

Trêng hîp 2: NÕu ∆' = 0 ⇔ m = 
1

6
. 

⇒ f(x) > 0, ∀x ∈  \{
1

2
− } ⇒ nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh lµ ∀x ∈   \{−1}. 

Trêng hîp 3: NÕu ∆' > 0 ⇔ m < 
1

6
. 

Khi ®ã f(x) = 0 cã hai nghiÖm ph©n biÖt   
x1 = −1 – 1 6m−  vµ x2 = −1 + 1 6m− .  

DÔ thÊy, x1 < x2 do ®ã ta cã b¶ng xÐt dÊu: 
x −∞  x1  x2  +∞ 

f(x)  + 0  
–  

0 +  

⇒ nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh lµ x < x1 hoÆc x > x2. 
KÕt luËn: 

 Víi m > 
1

6
, nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh lµ ∀x ∈  . 

 Víi m = 
1

6
, nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh lµ ∀x ∈  \{−1}. 

 Víi m < 
1

6
, nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh lµ x < x1 hoÆc x > x2. 

C¸ch 2: BiÕn ®æi bÊt ph¬ng tr×nh vÒ d¹ng: 
(x + 1)2 > 1 − 6m. 

Khi ®ã: 

 Víi 1 − 6m < 0 ⇔ m > 
1

6
, nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh lµ ∀x ∈  . 

 Víi 1 − 6m = 0 ⇔ m = 
1

6
, bÊt ph¬ng tr×nh cã d¹ng: 

(x + 1)2 > 0 ⇔ x + 1 ≠ 0 ⇔ x ≠ −1.  
VËy, nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh lµ tËp  \{−1}. 

 Víi 1 − 6m > 0 ⇔ m < 
1

6
, bÊt ph¬ng tr×nh cã d¹ng: 

x 1 1 6m+ > −  ⇔ 
x 1 1 6m

x 1 1 6m

 + > −


+ < − −

x 1 1 6m
.

x 1 1 6m

 > − + −
⇔ 

< − − −
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VËy, nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh lµ tËp ( ) ( ); 1 1 6m 1 1 6m; .−∞ − − − ∪ − + − + ∞  

b. Víi f(x) = 12x2 + 2(m + 3)x + m, ta cã a = 12 vµ ∆' = (m − 3)2 ≥ 0. 
Khi ®ã, ta xÐt hai trêng hîp: 

Trêng hîp 1: NÕu ∆' = 0 ⇔ m = 3, suy ra f(x) ≥ 0, ∀x ∈  . 

Do ®ã, nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh lµ x = −
a

b
 = −

2

1
. 

Trêng hîp 2: NÕu ∆' > 0 ⇔ m ≠ 3, suy ra: 

f(x) = 0 ⇔ x1 = −
2

1
 vµ x2 = −

6

m
.  

XÐt hai kh¶ n¨ng sau: 

Kh¶ n¨ng 1: NÕu x1 < x2 ⇔  m < 3. 
Khi ®ã, ta cã b¶ng xÐt dÊu: 

x −∞   −1/2   −m/6  +∞ 
f(x)   +  0  −  0  +   

Dùa vµo b¶ng xÐt dÊu, suy ra tËp nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh lµ T = (−
2

1
; −

6

m
). 

Kh¶ n¨ng 2: NÕu x1 > x2 ⇔ m > 3.  
Khi ®ã, ta cã b¶ng xÐt dÊu: 

x −∞   −m/6   −1/2  +∞ 
f(x)   +  0  −  0  +   

Dùa vµo b¶ng xÐt dÊu, suy ra tËp nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh lµ T = (−
6

m
; −

2

1
). 

KÕt luËn: 

 Víi m = 3, bÊt ph¬ng tr×nh cã tËp nghiÖm T = {−
2

1
}. 

 Víi m < 3, bÊt ph¬ng tr×nh cã tËp nghiÖm T = (−
2

1
; −

6

m
). 

 Víi m > 3, bÊt ph¬ng tr×nh cã tËp nghiÖm T = (−
6

m
; −

2

1
). 

ThÝ dô 4. Gi¶i vµ biÖn luËn bÊt ph¬ng tr×nh: 
(m − 1)x2 − 2(m + 1)x + 3(m − 2) > 0.  (1) 

 Gi¶i 
XÐt hai trêng hîp: 

Trêng hîp 1: NÕu m – 1 = 0 ⇔ m = 1, khi ®ã:  

(1) ⇔ – 4x − 3 > 0 ⇔ x < –
3

4
. 

Trêng hîp 2: NÕu m – 1 ≠ 0 ⇔ m ≠ 1. 
Ta cã:  
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a = m – 1,  ∆’ = (m + 1)2 − 3(m – 2)(m – 1) = −2m2 + 11m – 5. 
B¶ng xÐt dÊu: 

m −∞  1/2  1  5  +∞ 
a  −  − 0  +   +   
∆’  − 0 +  +  0 −  

 Víi m < 1/2, ta cã: 
a 0

' 0

<
∆ <

⇒ f(x) < 0, ∀x ∈   ⇒ (1) v« nghiÖm. 

 Víi m = 1/2, ta cã: 
a 0

' 0

<
∆ =

⇒ f(x) ≤ 0, ∀x ∈   ⇒ (1) v« nghiÖm. 

 Víi 1/2 < m < 1, ta cã a < 0 vµ ∆’ > 0. 

Khi ®ã f(x) = 0 cã hai nghiÖm ph©n biÖt 1 2

m 1 ' m 1 '
x & x

m 1 m 1

+ − ∆ + + ∆
= =

− −
.  

Trêng hîp nµy a < 0 nªn x2 < x1 do ®ã: 
x −∞  x2  x1  +∞ 

f(x)  −  0  +  0 −   

⇒ nghiÖm cña (1) lµ x2 ≤ x ≤ x1. 
 Víi 1 < m < 5, ta cã a > 0 vµ ∆’ > 0. 

a 0

' 0

>
∆ >

⇒ f(x) = 0 cã hai nghiÖm ph©n biÖt  x1, x2 

Trêng hîp nµy a > 0 nªn x2 > x1 do ®ã: 
x −∞  x1  x2  +∞ 

f(x)  +  0 − 0 +  

⇒ nghiÖm cña (1) lµ x < x1 hoÆc x > x2. 
 Víi m = 5, ta cã: 

a 0

' 0

>
∆ =

⇒ 
f(x) 0, x 3 / 2

f(x) 0 khi x 3 / 2

> ∀ ≠
 = =

⇒ nghiÖm cña (1) lµ ∀x ≠ 
3

2
. 

 Víi m > 5, ta cã: 
a 0

' 0

>
∆ <

⇒ f(x) > 0, ∀x ∈   ⇒ (1) ®óng víi ∀x ∈  . 

KÕt luËn: 
- Víi m ≤ 1/2, th× (1) v« nghiÖm. 
- Víi 1/2 < m < 1, nghiÖm cña (1) lµ x2 ≤ x ≤ x1. 
- Víi 1 < m < 5, nghiÖm cña (1) lµ x < x1 hoÆc x > x2. 

- Víi m = 5, nghiÖm cña (1) lµ ∀x ≠ 
3

2
. 

- Víi m > 5, th× (1) ®óng víi ∀x ∈  . 
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ThÝ dô 5. Cho ph¬ng tr×nh: 
(m − 2)x2 + 2(2m − 3)x + 5m − 6 = 0.   (1) 

T×m c¸c gi¸ trÞ cña tham sè m ®Ó ph¬ng tr×nh: 
a. V« nghiÖm.   b.   Cã nghiÖm. 
c,   Cã ®óng mét nghiÖm.  d.   Cã hai nghiÖm ph©n biÖt. 

 Gi¶i 
Ta xÐt hai trêng hîp sau: 

Trêng hîp 1: NÕu m − 2 = 0 ⇔ m = 2. 
(1) ⇔ 0.x2 + 2x + 4 = 0 ⇔ x = −2. 

Trêng hîp 2: NÕu m − 2 ≠ 0 ⇔ m ≠ 2. Khi ®ã: 
a. §Ó (1) v« nghiÖm ®iÒu kiÖn lµ: 

' 0∆ <  ⇔ −m2 + 4m − 3 < 0 ⇔ m2 − 4m + 3 > 0 ⇔ 



>
<

3m

1m
. 

VËy, bÊt ph¬ng tr×nh v« nghiÖm khi m < 1 hoÆc m > 3. 
b. §Ó (1) cã nghiÖm ®iÒu kiÖn lµ: 

∆’ ≥ 0 ⇔ −m2 + 4m − 3 ≥ 0 ⇔ m2 − 4m + 3 ≤ 0 ⇔ 1 ≤ m ≤ 3. 
VËy, bÊt ph¬ng tr×nh cã nghiÖm khi 1 ≤ m ≤ 3. 

c. §Ó (1) cã ®óng mét nghiÖm ®iÒu kiÖn lµ: 

∆’ = 0 ⇔ −m2 + 4m − 3 = 0 ⇔ m = 1 hoÆc m = 3. 

VËy, bÊt ph¬ng tr×nh cã ®óng mét nghiÖm khi m ∈{1, 2, 3}. 
d. §Ó (1) cã hai nghiÖm ph©n biÖt ®iÒu kiÖn lµ: 

∆’ > 0 ⇔ −m2 + 4m − 3 > 0 ⇔ 1 < m < 3. 

VËy, bÊt ph¬ng tr×nh cã hai nghiÖm ph©n biÖt khi m ∈(1; 3)\{2}. 

ThÝ dô 6. Cho ph¬ng tr×nh: 
x2 + 2(m − 1)x + m − 1 = 0.     (1) 

T×m c¸c gi¸ trÞ cña tham sè m ®Ó ph¬ng tr×nh: 
1.   V« nghiÖm. 
2.   Cã hai nghiÖm ph©n biÖt x1, x2 tho¶ m·n: 

a.   x1, x2 tr¸i dÊu.  b.   x1, x2 cïng dÊu. 
c.   x1, x2 d¬ng.   d.   x1, x2 kh«ng d¬ng. 

 Gi¶i 
1. §Ó (1) v« nghiÖm ®iÒu kiÖn lµ: 

' 0∆ <  ⇔ (m − 1)2 − m + 1 < 0 ⇔ m2 − 3m < 0 ⇔ 0 < m < 3. 
VËy, bÊt ph¬ng tr×nh v« nghiÖm khi 0 < m < 3. 

2. Ta lÇn lît: 
a. §Ó (1) cã hai nghiÖm tr¸i dÊu ®iÒu kiÖn lµ: 

a.f(0) < 0 ⇔ m − 1 < 0 ⇔ m < 1. 
VËy, víi m < 1 tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 
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b. §Ó (1) cã hai nghiÖm cïng dÊu ®iÒu kiÖn lµ: 

' 0
P 0
∆ >

 >
 

2m 3m 0
m 1 0

 − >
⇔ 

− >

m 3
m 0

m 1

 >
⇔ <
 >

 ⇔ m > 3. 

VËy, víi m > 3 tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 
c. §Ó (1) cã hai nghiÖm ph©n biÖt d¬ng (0 < x1 < x2) ®iÒu kiÖn lµ: 

' 0
P 0
S 0

∆ >
 >
 >

 

2m 3m 0
m 1 0
1 m 0

 − >
⇔ − >
 − >

, v« nghiÖm. 

VËy, kh«ng tån t¹i m tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

 Lu ý: NÕu biÕt nhËn xÐt r»ng S vµ P tr¸i dÊu th× kh¼ng ®Þnh ngay v« nghiÖm. 

d. §Ó (1) cã hai nghiÖm ph©n biÖt kh«ng d¬ng (x1 < x2 ≤ 0) ®iÒu kiÖn lµ: 

' 0
P 0
S 0

∆ >
 ≥
 <

 

2m 3m 0
m 1 0
1 m 0

 − >
⇔ − ≥
 − <

m 3 ho m 0
m 1
m 1

Æc> <
⇔ ≥
 >

 ⇔ m > 3. 

VËy, víi m > 3 tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

D¹ng to¸n 2: Gi¶i bÊt ph¬ng tr×nh tÝch hoÆc chøa Èn ë mÉu 

ThÝ dô 1. Gi¶i c¸c bÊt ph¬ng tr×nh sau: 

a.   
1x

8x6x2

−
+−

 < 0.     b.   3 2

2 x
x x

−
+

 > 3 2

1 2x
x 3x

−
−

.   c.   
x2

x9x3

−
−

 > 0. 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

x2 − 6x + 8 = 0 ⇔ x = 2 hoÆc x = 4,  x − 1 = 0 ⇔ x = 1. 
Tõ ®ã ta cã b¶ng xÐt dÊu: 

x −∞  1  2  4  +∞ 
x2 − 6x+8  +   +  0  −  0  +   

x − 1   −  0  +    +    +   
VT   −  ||  +  0  −  0  +   

VËy, nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh lµ x ∈ (−∞; 1) ∪ (2; 4). 

b. BiÕn ®æi biÓu thøc vÒ d¹ng: 

B = 
x2

)9x(x 2

−
−

. 

Ta cã: 
x2 − 9 = 0 ⇔ x = ±3,    2 − x = 0 ⇔ x = 2. 
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Tõ ®ã ta cã b¶ng xÐt dÊu: 
x −∞  −3  0  2  3  +∞ 
x   −    −  0 +  +  +  

x2 − 9   +  0  −    −    −  0  +   

2 − x   +    +    +  0  −    −   
VT   −  0  +  0  −  ||  +  0  −   

VËy, nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh lµ x ∈ (−3; 0) ∪ (2; 3). 

 Chó ý: Víi c¸c yªu cÇu trªn, kÓ tõ c¸c thÝ dô sau chóng ta bá qua b¶ng xÐt 
dÊu (häc sinh lµm ra nh¸p). 

ThÝ dô 2. Gi¶i c¸c bÊt ph¬ng tr×nh sau: 

a.   2x3 + x2 − 5x + 2 > 0.  b.   3 2

2 x
x x

−
+

 > 3 2

1 2x
x 3x

−
−

. 

 Gi¶i 
a. §Æt f(x) = 2x3 + x2 − 5x + 2 vµ nhËn thÊy x = −2 lµ mét nghiÖm cña ph¬ng tr×nh 
f(x) = 0, do ®ã biÕn ®æi bÊt ph¬ng tr×nh vÒ d¹ng: 

(x + 2)(x2 − x + 1) > 0 ⇔ x + 2 > 0 ⇔ x > −2. 
b. BiÕn ®æi bÊt ph¬ng tr×nh vÒ d¹ng: 

2

2 x
x (x 1)

−
+

 > 2

1 2x
x (x 3)

−
−

 
x 0≠

⇔  
2 x
x 1

−
+

 > 
1 2x
x 3
−
−

 ⇔ 
(x 7)(x 1)
(x 1)(x 3)

+ −
+ −

 > 0. 

B¶ng xÐt dÊu: 
x −∞  −7  −1  0  1  3  +∞ 

VT   +  0  −   +    +  0 −    +   

VËy, nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh lµ: 

x ∈ (−∞; −7) ∪ (−1; 0) ∪ (0; 1) ∪ (3; +∞). 

D¹ng to¸n 3: DÊu tam thøc trªn mét miÒn 
Ph¬ng ph¸p ¸p dông 

Cho tam thøc: 
f(x) = ax2 + bx + c, víi a ≠ 0 

chóng ta cã c¸c kÕt qu¶ sau: 

1. f(x) > 0, víi x∀ ∈  ⇔ 




<∆
>

0

0a
;  f(x) < 0, víi x∀ ∈  ⇔ 

a 0
0

<
∆ <

. 

2. Trong trêng hîp ∆ > 0 (tøc ph¬ng tr×nh f(x) = 0 cã hai nghiÖm ph©n biÖt    
x1 < x2) th×: 

a.f(α) < 0 ⇔ α ∈ (x1; x2). 

a.f(α) > 0 ⇔ 1

2

x
x

α <
α >

, tøc lµ 1 2

1 2

x x
x x
α < <

 < < α
. 
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ThÝ dô 1. Cho tam thøc:  
f(x) = x2 − (m + 2)x + 8m + 1. 

X¸c ®Þnh m ®Ó: 
a. f(x) > 0 víi x∀ ∈ . 

b. f(x) ≤ 0 trªn mét ®o¹n cã ®é dµi b»ng 3 . 
c. f(x) < 0 trªn kho¶ng (0; 2). 

 Gi¶i 

a. §Ó f(x) ≥ 0 víi x∀ ∈  ®iÒu kiÖn lµ: 





<∆
>

0

0a
2

1 0
(m 2) 8m 1 0

>
⇔ 

+ − − <
⇔ m2 − 4m + 3 < 0 ⇔ 1 < m < 3. 

VËy, víi 1 < m < 3 tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

b. §Ó f(x) ≤ 0 trªn mét ®o¹n cã ®é dµi b»ng 3  ®iÒu kiÖn lµ ph¬ng tr×nh f(x) = 0 

cã hai nghiÖm x1, x2 tho¶ m·n x1 − x2 = 3 , tøc lµ: 

0

3
a

∆ >


∆ =


0

3

∆ >⇔ 
∆ =

 ⇔ ∆ = 3 ⇔ m2 − 4m + 3 = 3 ⇔ m = 0 hoÆc m = 4. 

VËy, víi m = 0 hoÆc m = 4 tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

c. §Ó f(x) < 0 trªn kho¶ng (0; 2) ®iÒu kiÖn lµ ph¬ng tr×nh f(x) = 0 cã hai nghiÖm x1, 
x2 tho¶ m·n 1 2x 0 2 x< < < , tøc lµ: 

( )
a.f (0) 0
a.f 2 0

<
 <

8m 1 0
6m 1 0

+ <
⇔  + <

1m .
8

⇔ > −  

VËy, víi 
1m
8

> −  tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

 NhËn xÐt:  Víi c¸c yªu cÇu trong thÝ dô trªn, ta cã ph¸t biÓu kh¸c nh sau: 
a. C©u a) ®îc chuyÓn thµnh: 
 "T×m m ®Ó bÊt ph¬ng tr×nh x2 − (m + 2)x + 8m + 1 > 0 

nghiÖm ®óng víi mäi x". 
 "T×m m ®Ó bÊt ph¬ng tr×nh x2 − (m + 2)x + 8m + 1 ≤ 0 v« 

nghiÖm". 

b. C©u b) ®îc chuyÓn thµnh: 
 "T×m m ®Ó bÊt ph¬ng tr×nh x2 − (m + 2)x + 8m + 1 ≤ 0 cã 

tËp nghiÖm T cã ®é dµi b»ng 3 ". 

c. C©u c) ®îc chuyÓn thµnh "T×m c¸c gi¸ trÞ cña m ®Ó bÊt ph¬ng 
tr×nh x2 − (m + 2)x + 8m + 1 < 0 nghiÖm ®óng víi mäi x∈(0; 2)". 
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ThÝ dô 2. Cho tam thøc:  
f(x) = −x2 + 4(m + 1)x + 1 − m2. 

X¸c ®Þnh m ®Ó: 
a. f(x) ≤ 0 víi x∀ ∈ . 
b. f(x) > 0 trªn mét ®o¹n cã ®é dµi b»ng 4. 
c. f(x) > 0 trªn kho¶ng (0; 1). 

 Gi¶i 
a. §Ó f(x) ≤ 0 víi x∀ ∈  ®iÒu kiÖn lµ: 

a 0
' 0
<

∆ ≤
2 2

1 0
4(m 1) 1 m 0
− <

⇔ 
+ − + <

⇔ 5m2 + 8m + 3 < 0 
31 m .
5

⇔ − ≤ ≤ −  

VËy, víi 
31 m
5

− ≤ ≤ −  tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

b. §Ó f(x) > 0 trªn mét ®o¹n cã ®é dµi b»ng 4 ®iÒu kiÖn lµ ph¬ng tr×nh f(x) = 0 cã 
hai nghiÖm x1, x2 tho¶ m·n x1 − x2 = 4, tøc lµ: 

' 0

4
a

∆ >


∆ =


0

4

∆ >⇔ 
∆ =

 ⇔ ∆ = 3 ⇔ 5m2 + 8m + 3 = 16 ⇔ m = 1 hoÆc m = −13
5

. 

VËy, víi m = 1 hoÆc m = −13
5

 tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

c. §Ó f(x) > 0 trªn kho¶ng (0; 1) ®iÒu kiÖn lµ ph¬ng tr×nh f(x) = 0 cã hai nghiÖm x1, 
x2 tho¶ m·n 1 2x 0 1 x< < < , tøc lµ: 

( )
a.f (0) 0
a.f 1 0

<
 <

( )
( )

2

2

1 1 m 0

1 1 4m 4 1 m 0

− − <⇔ 
− − + + + − <

2

2

m 1 0
m 4m 4 0

 − <⇔ 
− − <

 

2 2 2 m 1.⇔ − < <  

VËy, víi 2 2 2 m 1− < <  tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

ThÝ dô 3. T×m m ®Ó bÊt ph¬ng tr×nh sau cã nghiÖm:  
(m + 2)x2 − 2mx − m + 2 < 0.    (1) 

 Gi¶i 
Ta cã thÓ tr×nh bµy theo c¸c c¸ch sau: 

C¸ch 1: XÐt ba trêng hîp: 
Trêng hîp 1: Víi m + 2 = 0 ⇔ m = −2, ta ®îc: 

(1) ⇔ 4x + 4 < 0 ⇔ x <  − 1. 
BÊt ph¬ng tr×nh cã nghiÖm. 

Trêng hîp 2: Víi m + 2 < 0 ⇔ m < −2. 
BÊt ph¬ng tr×nh ®· cho còng cã nghiÖm (v× lóc ®ã tam thøc ë vÕ tr¸i lu«n ©m 

hoÆc chØ d¬ng trªn mét kho¶ng h÷u h¹n). 
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Trêng hîp 3: Víi m + 2 > 0 ⇔ m > −2.     (*) 
Khi ®ã, ®Ó bÊt ph¬ng tr×nh ®· cho cã nghiÖm th× tam thøc ë vÕ tr¸i ph¶i cã hai 

nghiÖm ph©n biÖt  

⇔ ∆' > 0 ⇔ m2 − 2 > 0 ⇔ |m| > 2
(*)

⇔  
m 2

2 m 2

 >

− < < −

.  

VËy, víi m > 2  th× bÊt ph¬ng tr×nh cã nghiÖm. 

C¸ch 2: Ta ®i xÐt bµi to¸n ngîc lµ "T×m ®iÒu kiÖn ®Ó bÊt ph¬ng tr×nh v« nghiÖm", 
tøc lµ t×m ®iÒu kiÖn ®Ó:  

(m + 2)x2 − 2mx − m + 2 ≥ 0 víi mäi x.     (2) 
XÐt hai trêng hîp: 

Trêng hîp 1: Víi m + 2 = 0 ⇔ m = −2, ta ®îc: 

(2) ⇔ 4x + 4 ≥ 0 ⇔ x ≥ −1 ⇒ kh«ng tho¶ m·n. 

Trêng hîp 2: Víi m + 2 ≠ 0 ⇔ m ≠ −2. 
Khi ®ã, ®Ó (2) nghiÖm ®óng víi mäi x ®iÒu kiÖn lµ: 

a 0
' 0
>

∆ ≤
2

m 2 0
m (m 2)(m 2) 0

+ >
⇔ 

+ − + ≤
2

m 2 0
m 2 0

+ >
⇔ 

− ≤
m 2.⇔ ≤  

VËy, víi m 2≤  tho¶ m·n (2), tõ ®ã suy ra víi m > 2  tho¶ m·n ®iÒu kiÖn 

®Çu bµi. 

 Chó ý: ThÝ dô tiÕp theo sÏ minh ho¹ viÖc sö dông néi dung (2) ®· ®îc tr×nh 
bµy trong néi dung cña d¹ng to¸n nµy. 

ThÝ dô 4. Cho ph¬ng tr×nh: 
x2 − 2mx + 4m − 3 = 0.     (1) 

X¸c ®Þnh c¸c gi¸ trÞ cña m ®Ó ph¬ng tr×nh cã: 
a. Hai nghiÖm ph©n biÖt x1, x2 tho¶ m·n x1 < 0 < 2 < x2. 
b. §óng mét nghiÖm thuéc kho¶ng (0; 2). 
c. Hai nghiÖm ph©n biÖt thuéc kho¶ng (0; 2). 

 Gi¶i 
a. Ph¬ng tr×nh cã hai nghiÖm ph©n biÖt x1, x2 tho¶ m·n x1 < 0 < 2 < x2 ®iÒu kiÖn lµ: 

a.f(0) 0

a.f(2) 0

<
 <

 ⇔ 
4m 3 0

1 0

− <
 <

, v« nghiÖm. 

VËy, kh«ng tån t¹i m tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 
b. Ph¬ng tr×nh cã ®óng m«t nghiÖm thuéc kho¶ng (0; 2) ®iÒu kiÖn lµ (1) cã: 

2

2

Nghi
0 x 2

2 x
1

1

Öm kÐp thuéc (0; 2)

x

0<x


 ≤ < <
 < ≤

. 
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Ta lÇn lît: 
 §Ó (1) cã nghiÖm kÐp thuéc (0; 2) ®iÒu kiÖn lµ: 

' 0

b
(0; 2)

2a

∆ =



− ∈

2m 4m 3 0

0 m 2

 − + >
⇔ 

< <

m 3

m 1

0 m 2

 >
⇔ <
 < <

 ⇔ 0 < m < 1. (*) 

 §Ó (1) cã nghiÖm tho¶ m·n x1 ≤ 0 < x2 < 2 hoÆc 0 < x1 < 2 ≤ x2, suy ra: 

f(0).f(2) ≤ 0 (4m − 3).1 ≤ 0 ⇔ m ≤ 
3

4
.    (**) 

Thö l¹i: víi m = 
3

4
, ph¬ng tr×nh (1) cã d¹ng: 

2x2 − 3x = 0 ⇔ x = 0 hoÆc x = 
3
2

 − tho¶ m·n ®iÒu kiÖn. 

KÕt hîp (*) vµ (**) suy ra víi m < 1 tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

c. Ph¬ng tr×nh cã hai nghiÖm ph©n biÖt thuéc kho¶ng (0; 2) ®iÒu kiÖn lµ: 

0 < x1 < x2 < 2 ⇔ 

' 0

af(0) 0

af(2) 0

S
0 2

2

∆ >
 >
 >

 < <


 ⇔ 

2m 4m 3 0

4m 3 0

1 0

0 m 2

 − + >


− >


>
 < <

⇔ 
3

4
 < m < 1. 

VËy, víi 
3

4
 < m < 1 tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

D¹ng to¸n 4: Gi¶i hÖ bÊt ph¬ng tr×nh bËc hai mét Èn 
Ph¬ng ph¸p ¸p dông 

Gi¶i tõng bÊt ph¬ng tr×nh cña hÖ råi lÊy giao cña c¸c tËp nghiÖm thu ®îc. 

ThÝ dô 1. Gi¶i hÖ bÊt ph¬ng tr×nh: 





≤++

>+

03x5x2

03x4
2

. 

 Gi¶i 
HÖ bÊt ph¬ng tr×nh t¬ng ®¬ng víi: 










−≤≤−

−>

1x
2

3
3

4
x

⇔ −
3

4
 < x ≤ −1. 

VËy, tËp nghiÖm cña hÖ bÊt ph¬ng tr×nh lµ T = (−
3

4
; −1]. 
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ThÝ dô 2. X¸c ®Þnh m sao cho víi mäi x ta ®Òu cã: 

9 < 
1xx

6mxx3
2

2

++
−−

 < 6.     (*) 

 Gi¶i 
V× x2 + x + 1 > 0, ∀x, nªn ta biÕn ®æi t¬ng ®¬ng vÒ d¹ng: 







>+++

>+−−

)2(012x)6m(x3

)1(03x)9m(x12
2

2

. 

Khi ®ã, ®Ó (*) ®óng víi mäi x ®iÒu kiÖn lµ: 







<∆

<∆

0

0

)2(

)1(
 ⇔ 







<−+

<−−

012.3.4)6m(

012.3.4)9m(
2

2

 ⇔ 




<<−
<<−

6m18

21m3
 ⇔ −3 < m < 6. 

VËy, víi −3 < m < 6 tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

ThÝ dô 3. T×m m ®Ó hÖ sau cã nghiÖm duy nhÊt:  
2 2

2

x (4m 1)x 3m m 0 (1)
x 3x 2 0 (2)

 − − + − =


− + <
. 

 Gi¶i 
Gi¶i (2) ta ®îc 1 < x < 2. 
§Æt f(x) = x2 − 2(m + 2)x + 5m + 6. 
HÖ cã ®óng mét nghiÖm ⇔ (1) cã ®óng 1 nghiÖm thuéc (1; 2), ta xÐt: 
• (1) cã nghiÖm kÐp thuéc (1; 2) 

⇔ 
0

S (1,2)
2

∆ =



∈

⇔ 

24m 4m 1 0
4m 11 2

2

 − + =

 −

< <

⇔ 
1m
2

3 4m 5

 =

 < <

, v« nghiÖm. 

• (1) cã nghiÖm tho¶ m·n x1 = 1 < x2 < 2 

⇔ 
f (1) 0
S 1 (1,2)

=
 − ∈

⇔ 
23m 5m 2 0

1 4m 1 1 2
 − + =


< − − <
, v« nghiÖm. 

• (1) cã nghiÖm tho¶ m·n 1 < x1 < 2 = x2 

⇔ 
f (2) 0
S 2 (1,2)

=
 − ∈

 ⇔ 
23m 9m 6 0

1 4m 1 2 2
 − + =


< − − <
, v« nghiÖm. 

• (1) cã ®óng mét nghiÖm thuéc (1, 2) 

⇔ f(1).f(2) < 0 ⇔ (3m2 − 5m + 2)(3m2 − 9m + 6) ⇔ 
m 1
2 m 2
3

≠



< <

. 

VËy, víi m∈(
2
3

; 2)\{1} tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 
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 Chó ý: Tõ viÖc nhËn thÊy ∆(1) lµ mét sè chÝnh ph¬ng nªn cã thÓ thùc hiÖn vÝ 
dô theo c¸ch: 
BiÕn ®æi hÖ vÒ d¹ng: 

x m
x 3m 1

1 x 2

 =
 = −
 < <

.      (I) 

Tõ ®ã, hÖ ban ®Çu cã nghiÖm duy nhÊt: 

⇔ (I) cã nghiÖm duy nhÊt ⇔ 

1 m 2
f (3m 1) 0
3m 1 m

1 3m 1 2
f (m) 0
m 3m 1

 < <
 − ≥

 − =
 < − <
 ≥

 = −

⇔ 
m 1
2 m 2
3

≠



< <

. 

ThÝ dô 4. Cho hÖ bÊt ph¬ng tr×nh: 
3 2

2

x 3x 10x 24 0 (1)

x 2(m 1)x 2m 1 0 (2)

 − − + >


+ − − + =
. 

a. T×m m ®Ó hÖ cã hai nghiÖm ©m. 
b. T×m m ®Ó hÖ cã nghiÖm duy nhÊt. 

 Gi¶i 
Tríc tiªn: 
 BiÕn ®æi (1) vÒ d¹ng: 

(x − 2)(x2 − x − 12) < 0 ⇔ (x − 2)(x − 4)(x + 3) < 0  
⇔ x ∈ T = (−3; 2) ∪ (4; +∞). 

 BiÕn ®æi (2) vÒ d¹ng: 

(x − 1)(x + 2m − 1) = 0 ⇔ x1 = 1 vµ x2 = 1 − 2m. 
a. Ta thÊy ngay hÖ kh«ng thÓ cã hai nghiÖm ©m. 
b. §Ó hÖ cã nghiÖm duy nhÊt ®iÒu kiÖn lµ: 

x2 ∉ T ⇔ 
1 2m 3

2 1 2m 4

− ≤ −
 ≤ − ≤

 ⇔ 
m 2

3 1
m

2 2

≥

− ≤ ≤ −


. 

ThÝ dô 5. T×m m ®Ó hÖ bÊt ph¬ng tr×nh sau cã nghiÖm: 
2x 3x 10 0

mx m 2 0

 − − ≤


+ − >
. 

 Gi¶i 
KÝ hiÖu c¸c bÊt ph¬ng tr×nh trong hÖ theo thø tù lµ (1) vµ (2). 
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Gi¶i (1) ta ®îc −5 ≤ x ≤ 2. 
XÐt c¸c trêng hîp: 

Trêng hîp 1: NÕu m < 0 th× nghiÖm cña (2) lµ x < 
2 m

m

−
. 

Khi ®ã, ®iÒu kiÖn ®Ó hÖ cã nghiÖm lµ: 

−5 ≤ 
2 m

m

−
 

m 0<

⇔  −5m ≥ 2 − m ⇔ m ≤ − 1

2
.  

Trêng hîp 2: NÕu m = 0 th× (2) cã d¹ng −2 > 0, m©u thuÉn. 

Trêng hîp 3: NÕu m > 0 th× nghiÖm cña (2) lµ x > 
2 m

m

−
. 

Khi ®ã, ®iÒu kiÖn ®Ó hÖ cã nghiÖm lµ: 
2 m

m

−
 ≤ 2 

m 0<

⇔  2 − m ≤ 2m ⇔ m ≥ 
2

3
.  

VËy, víi m ≤ − 1

2
 hoÆc m ≥ 

2

3
 hÖ cã nghiÖm. 

D¹ng to¸n 5: Sö dông dÊu tam thøc bËc hai chøng minh bÊt ®¼ng thøc  
ThÝ dô 1. Cho b > c > d. Chøng minh r»ng víi mäi a ta lu«n cã:  

(a + b + c + d)2 > 8(ac + bd).    (1) 

 Gi¶i 
Ta cã: 

(1) ⇔ (a + b + c + d)2 − 8(ac + bd) > 0 
ViÕt l¹i vÕ tr¸i cña bÊt ®¼ng thøc  trªn díi d¹ng mét tam thøc bËc hai theo biÕn 

sè a: 
f(a) = a2 + 2(b − 3c + d)a + (b + c + d)2 − 8bd. 

Ta cã:  
  ∆' = (b − 3c + d)2 − [(b + c + d)2 − 8bd] = 8(b − c)(d − c). 
V× b > c > d ⇒ ∆' < 0 ⇒ f(a) > 0 víi mäi a. 

ThÝ dô 2. Cho ABC lµ mét tam gi¸c bÊt kú. Chøng minh r»ng víi mäi sè x ta ®Òu 

cã 1 + 
1

2
x2  ≥ cosA + x(cosB + cosC). 

 Gi¶i 
ViÕt l¹i biÓu thøc díi d¹ng:  

x2 − 2(cosB + cosC)x + 2 − 2cosA ≥ 0.     (1) 
§Æt f(x) =  x2 − 2(cosB + cosC)x + 2 − 2cosA, ta cã: 

∆’  = (cosB + cosC)2 − (2 − 2cosA) = 4cos2

2

CB + .cos2

2

CB −  − 4sin2

2

A  

     = 4sin2

2

A [ cos2

2

CB −  − 1] ≤ 0. 

VËy, ta ®îc f(x) ≥ 0, ∀x, do ®ã (1) lu«n ®óng. 
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§7. Mét sè ph¬ng tr×nh, bÊt ph¬ng tr×nh 
quy vÒ bËc hai 

D¹ng to¸n 1: Gi¶i ph¬ng tr×nh, bÊt ph¬ng tr×nh chøa dÊu gi¸ trÞ 
tuyÖt ®èi 

ThÝ dô 1. Gi¶i ph¬ng tr×nh |x2 − x| + |2x − 4| = 3.    (1) 

 Gi¶i 
LËp b¶ng xÐt dÊu hai biÓu thøc x2 − x vµ 2x − 4: 

x −∞  0  1  2  +∞ 
x2 − x   +  0  −  |  +  |  +   

2x − 4   −  |  −  |  −  0  +   

Trêng hîp 1: Víi x ≤ 0 hoÆc 1 ≤ x ≤ 2, ph¬ng tr×nh cã d¹ng: 

x2 − x − (2x − 4) = 3 ⇔ x2 − 3x + 1 = 0 ⇔ x = 
1
2

(3 ± 5 ) (lo¹i). 

Trêng hîp 2: Víi 0 < x < 1, ph¬ng tr×nh cã d¹ng: 

− (x2 − x) − (2x − 4) = 3 ⇔ x2 + x − 1 = 0  
0 x 1< <

⇔  x = 
1 5

2
− +

 

Trêng hîp 3: Víi x ≥ 2, ph¬ng tr×nh cã d¹ng: 

x2 − x + 2x − 4 = 3 ⇔ x2 + x − 7 = 0 
x 2≥

⇔  x = 
1 29

2
− +

 

VËy, ph¬ng tr×nh cã 2 nghiÖm lµ x = 
5 1
2
−

 vµ x = 
29 1

2
−

. 

ThÝ dô 2. Gi¶i bÊt ph¬ng tr×nh 
2

2

| x 4x | 3
x | x 5 |

− +
+ −

 ≥ 1.    (1) 

 Gi¶i 
LËp b¶ng xÐt dÊu hai biÓu thøc x2 − 4x vµ x − 5: 

x −∞  0  4  5  +∞ 
x2 − 4x   +  0  −  0  +  |  +   

x − 5   −  |  −  |  −  0  +   

Trêng hîp 1: Víi x ≤ 0 hoÆc 4 ≤ x ≤ 5  

(1) ⇔ 
2

2

x 4x 3
x x 5

− +
− +

 ≥ 1 ⇔ 3x + 2 ≤ 0 ⇔ x ≤ − 2
3

. 

Trêng hîp 2: Víi 0 < x < 4 

(1) ⇔ 
2

2

x 4x 3
x x 5

− + +
− +

 ≥ 1 ⇔ 2x2 − 5x + 2 ≤ 0 ⇔ 
1
2

 ≤ x ≤ 2. 
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Trêng hîp 3: Víi x > 5 

(1) ⇔ 
2

2

x 4x 3
x x 5

− +
+ −

 ≥ 1 ⇔ 5x − 8 ≤ 0 ⇔ x ≤ 
8
5

 lo¹i. 

VËy, tËp nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh lµ (−∞ ; − 2
3

) ∪ [
1
2

; 2] 

ThÝ dô 3. Gi¶i bÊt ph¬ng tr×nh |x − 5| − x2 + 7x − 9 ≥ 0.   (1) 

 Gi¶i 
BiÕn ®æi t¬ng ®¬ng bÊt ph¬ng tr×nh vÒ d¹ng: 

(1) ⇔  
2

2

x 5 0
x 8x 14 0

x 5 0
x 6x 4 0

 − ≥


− + ≤
 − < − + ≤

 ⇔ 
5 x 4 2

3 5 x 5

 ≤ ≤ +


− ≤ <
 ⇔ 3 − 5  ≤ x ≤ 4 + 2 . 

VËy, nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh lµ 3 − 5  ≤ x ≤ 4 + 2 . 

 Chó ý: Bµi to¸n trªn cã thÓ gi¶i b»ng ®Þnh nghÜa, nh sau: 

(1) ⇔ |x − 5|≥ x2 − 7x + 9  

⇔ 
2

2

x 5 x 7x 9
x 5 x 7x 9

 − ≥ − +


− ≤ − + −
 ⇔ 

2

2

x 8x 14 0
x 6x 4 0

 − + ≤


− + ≤
 ⇔

4 2 x 4 2

3 5 x 3 5

 − ≤ ≤ +


− ≤ ≤ +
  

⇔ 3 − 5  ≤ x ≤ 4 + 2 . 

ThÝ dô 4. Gi¶i bÊt ph¬ng tr×nh: 

|x2 − 4x + 2| − 
2|2x4x|

3
2 −+−

 ≤ 0. 

 Gi¶i 
§Æt t = |x2 − 4x + 2|, ®iÒu kiÖn t ≥ 0. 
Khi ®ã, bÊt ph¬ng tr×nh cã d¹ng: 

t − 
2t

3

−
 ≤ 0 ⇔ 

2t

3t2t2

−
−−  ≤ 0 

0t≥
⇔  2 < t ≤ 3 ⇔ 







≤+−

>+−

3|2x4x|

2|2x4x|
2

2

 

⇔ 










≤+−≤−







−<+−

>+−

32x4x3

22x4x

22x4x

2

2

2

⇔ 










≤−−

≥+−

>−

01x4x

05x4x

0x4x

2

2

2

 ⇔ 4 < x ≤ 2 + 5 . 

VËy, bÊt ph¬ng tr×nh cã nghiÖm lµ (4, 2 + 5 ]. 

ThÝ dô 5. Gi¶i bÊt ph¬ng tr×nh:  

|2x2 − 3x + 1| − |2x2 − 5x| < 2x + 1.   (1) 
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 Gi¶i 
BiÕn ®æi bÊt ph¬ng tr×nh ban ®Çu vÒ d¹ng: 

|2x2 − 3x + 1| − |2x2 − 5x| < |(2x2 − 3x + 1) − (2x2 − 5x)| 

⇔ (2x2 − 5x)(2x + 1) < 0 ⇔ 
x 1/ 2
0 x 5/ 2

< −
 < <

. 

VËy, tËp nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh lµ: ( − ∞, − 1
2

)∪(
5
2

,  + ∞). 

ThÝ dô 6. Cho bÊt ph¬ng tr×nh:  

(2x − 1)2 − 3|2x − 1| + m ≤ 0.    (1) 
a. Gi¶i bÊt ph¬ng tr×nh víi m = 2. 
b. T×m m ®Ó nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh chøa ®o¹n [1; 2]. 

 Gi¶i 

§Æt t = |2x − 1|, ®iÒu kiÖn t ≥ 0. 
Khi ®ã, bÊt ph¬ng tr×nh cã d¹ng: 

f(t) = t2 − 3t + m ≤ 0.       (2) 
a. Víi m = 2, ta ®îc: 

t2 − 3t + 2 ≤ 0 ⇔ 1 ≤ t ≤ 2 ⇔ 1 ≤ |2x − 1| ≤ 2  

⇔ 

2 2x 1 2
2x 1 1
2x 1 1

− ≤ − ≤
 − ≥

 − ≤ −

 ⇔ 

1 3x
2 2

x 1
x 0

− ≤ ≤
 ≥ ≤

 ⇔ 

1 x 0
2

31 x
2

− ≤ ≤

 ≤ ≤

. 

VËy, víi m = 2 bÊt ph¬ng tr×nh cã tËp nghiÖm lµ [− 1
2

; 0] ∪ [1; 
3
2

]. 

b. Víi 1 ≤ x ≤ 2, ta ®îc: 

1 ≤ 2x − 1 ≤ 3 ⇒ 1 ≤ |2x − 1| ≤ 3 ⇔ 1 ≤ t ≤ 3. 
VËy ®Ó nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh chøa ®o¹n [1; 2] ®iÒu kiÖn lµ ph¬ng tr×nh 

f(t) = 0 cã hai nghiÖm t1, t2 tho¶ m·n t1 ≤ 1 < 3 ≤ t2 

⇔ 




≤
≤

0)3(af

0)1(af
 ⇔ 





≤
≤+−

0m

0m2
 ⇔ m ≤ 0. 

VËy, víi m ≤ 0 tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

ThÝ dô 7. Cho bÊt ph¬ng tr×nh:  

2|x| + |1 − x2| ≤ m(x2 + 1).    (1) 

a. Gi¶i bÊt ph¬ng tr×nh víi m = 2. 

b. T×m m ®Ó bÊt ph¬ng tr×nh v« nghiÖm. 
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 Gi¶i 
Chia hai vÕ cña bÊt ph¬ng tr×nh cho x2 + 1 ≠ 0, ta ®îc: 

2

2 | x |
x 1+

 + 
2

2

|1 x |
x 1
−

+
 ≤ m ⇔ 2

2x
x 1+

 + 
2

2

1 x
x 1
−

+
 ≤ m. 

§Æt x = tan
t
2

, víi t ∈ [−
2
π ; 

2
π

] \ {0}. 

Khi ®ã bÊt ph¬ng tr×nh ®îc biÕn ®æi tiÕp vÒ d¹ng: 
|sint| + |cost| ≤ m.       (2) 

a. Víi m = 2, ta cã nhËn xÐt ngay (2) lu«n ®óng. 
VËy, víi m = 2 bÊt ph¬ng tr×nh nghiÖm ®óng víi mäi x. 

b. §Ó bÊt ph¬ng tr×nh v« nghiÖm: 
m < Min(|sint| + |cost|) = 1. 

VËy, víi m < 1 bÊt ph¬ng tr×nh v« nghiÖm. 

D¹ng to¸n 2: Ph¬ng tr×nh, bÊt ph¬ng tr×nh chøa c¨n 

ThÝ dô 1. Gi¶i bÊt ph¬ng tr×nh 
x

x411 2−−
 < 3.    (1) 

 Gi¶i 
§iÒu kiÖn: 





≠
≥−

0x

0x41 2

 ⇔ 










≤<

<≤−

2

1
x0

0x
2

1

. 

C¸ch 1:  Thùc hiÖn phÐp nh©n liªn hîp, ta biÕn ®æi: 

(1) ⇔ 
x

)x411)(x411( 22 −+−−
 < 3(1 + 2x41 − ) 

⇔ 4x < 3 + 3 2x41 −  ⇔ 3 2x41 −  > 4x − 3  

⇔ 















−>−

≥−




≥−

<−

22

2

)3x4()x41(9

03x4

0x41

03x4

⇔ 

2 2

x 3/ 4
| x | 1/ 2

x 3/ 4
9(1 4x ) (4x 3)

 <
 <

 ≥
 − > −

 

 →← ≠0x  x ∈ [−
2

1
, 0) ∪ (0. 

2

1
]. 

VËy, tËp nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh lµ T = [−
2

1
; 0) ∪ (0; 

2

1
]. 



 192 

C¸ch 2: XÐt hai trêng hîp dùa trªn ®iÒu kiÖn. 

• Víi  − 
2

1
 ≤ x < 0 th×: 

(1) ⇔ 2x41 − < 1 − 3x ⇔




−<−

>−
22 )x31(x41

0x31
⇔ 







>−

<

0x6x13

3

1
x

2

 ⇔ x < 0. 

KÕt hîp víi ®iÒu kiÖn ®ang xÐt ®îc nghiÖm lµ  −
2

1
 ≤ x < 0. 

• Víi 0 < x ≤ 
2

1
 th×: 

(1) ⇔ 2x41 −  > 1 − 3x  

⇔















−>−

≥−




≥−

<−

22

2

)x31(x41

0x31

0x41

0x31

⇔ 

2

x 1/ 3
1 1x
2 2

x 1/ 3
13x 6x 0

 >
 − ≤ ≤

 ≤ − <

⇔ 










≤<

≤<

3

1
x0

2

1
x

3

1

 ⇔ 0 < x ≤ 
2

1
. 

KÕt hîp víi ®iÒu kiÖn ®ang xÐt ®îc nghiÖm lµ  0 < x ≤ 
2

1
. 

VËy, tËp nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh lµ T = [−
2

1
; 0) ∪ (0; 

2

1
]. 

ThÝ dô 2. Gi¶i bÊt ph¬ng tr×nh (x − 1) 2x 1−  ≤ 3(x − 1). 

 Gi¶i 
§iÒu kiÖn: 

2x − 1 ≥ 0 ⇔ x ≥ 
1
2

.       (*) 

§Æt t = 2x 1− , t ≥ 0 ⇒ x = 
1
2

(t2 + 1). 

Khi  ®ã, bÊt ph¬ng tr×nh cã d¹ng: 

[
1
2

(t2 + 1) − 1]t ≤ 3[
1
2

(t2 + 1) − 1] ⇔ t3 − 3t2 − t + 3 ≤ 0 ⇔ (t + 1)(t − 1)(t − 3) ≤ 0  

⇔ 1 ≤ t ≤ 3 ⇔ 1 ≤ 2x 1−  ≤ 3 ⇔ 1 ≤ x ≤ 5 tho¶ m·n (*).  
VËy, nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh lµ 1 ≤ x ≤ 5. 

 Chó ý: Ta kh«ng thÓ b×nh ph¬ng hai vÕ cña bÊt ph¬ng tr×nh ban ®Çu v× 
cha kh¼ng ®Þnh ®îc dÊu cña hai vÕ. 
Hoµn toµn cã thÓ sö dông phÐp biÕn ®æi t¬ng ®¬ng ®Ó thùc hiÖn thÝ 
dô trªn, cô thÓ: 

(x − 1)( 2x 1−  − 3) ≤ 0  
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⇔

x 1 0

2x 1 3 0

x 1 0

2x 1 3 0

 − ≥


− − ≤
 − < − − ≥

⇔

x 1

2x 1 3

x 1

2x 1 3

 ≥


− ≤
 < − ≥

 ⇔ 

x 1
0 2x 1 9

x 1
2x 1 9

 ≥
 ≤ − ≤

 < − ≥

⇔ 1 ≤ x ≤ 5. 

VËy, nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh lµ 1 ≤ x ≤ 5. 

ThÝ dô 3. Gi¶i bÊt ph¬ng tr×nh x + 
2

2x
x 4−

 > 3 5 .    (1) 

 Gi¶i 
§iÒu kiÖn: 

x2 − 4 > 0 ⇔ |x| > 2.       (*) 
Trêng hîp 1: Víi x < −2 th× bÊt ph¬ng tr×nh v« nghiÖm (do vÕ tr¸i ©m). 
Trêng hîp 2: Víi x > 2 th× b×nh ph¬ng 2 vÕ ph¬ng tr×nh (1) ta ®îc: 

x2 + 
2

2

4x
x 4−

 + 
2

2

4x
x 4−

 > 45 ⇔ 
4

2

x
x 4−

 + 4.
2

2

x
x 4−

 > 45 .  (2) 

§Æt t = 
2

2

x
x 4−

, t > 0. 

Khi ®ã, bÊt ph¬ng tr×nh (2) cã d¹ng: 

t2 + 4t − 45 > 0 
t 5
t 9

>
⇔  < −

 ⇒ t > 5 ⇔ 
2

2

x
x 4−

 > 5 ⇔ x4 − 25x2 + 100 > 0  

⇔ 
2

2

x 20
x 5

 >


<
⇔ 

| x | 20

| x | 5

 >


<
. 

KÕt hîp víi trêng hîp ®ang xÐt, ta ®îc tËp nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh lµ: 
(−∞; − 20 ) ∪ (− 5 ; 5 ) ∪ ( 20 ; +∞). 

 Chó ý: NhiÒu bÊt ph¬ng tr×nh ë d¹ng ban ®Çu kh«ng thÊy cã dÊu hiÖu cho phÐp 
lùa chän ph¬ng ph¸p ®Æt Èn phô khi ®ã th«ng thêng b»ng mét vµi phÐp 
biÕn ®æi t¬ng ®¬ng ta sÏ thÊy sù xuÊt hiÖn cña Èn phô. 

ThÝ dô 4. Gi¶i bÊt ph¬ng tr×nh x  >  1 + 3 x 1− .    (1) 

 Gi¶i 

§iÒu kiÖn x ≥ 0.        (*) 
Ta cã: 

(1) 
3x 0 1 x 1 0> → + − >←→  x > (1 + 3 x 1− )2  

⇔ x > 1 + 2 3 x 1−  + ( 3 x 1− )2 ⇔ x − 1 − ( 3 x 1− )2 − 2 3 x 1−  > 0. (2) 

§Æt t = 3 x 1−  x 0>→  t > −1. 



 194 

Khi ®ã, bÊt ph¬ng tr×nh (2) cã d¹ng:  

t3 − t2 − 2t > 0 ⇔ t(t2 − t − 2) > 0 ⇔ t(t + 1)(t − 2) > 0 t 1 0+ >←→  t(t − 2) > 0  

⇔ 
t 2
t 0

>
 <

 ⇔ 
3

3

x 1 2

x 1 0

 − >


− <
 ⇔ 

x 1 8
x 1 0

− >
 − <

  x 0>←→  
x 9
0 x 1

>
 < <

 

VËy, bÊt ph¬ng tr×nh cã nghiÖm x > 9 hoÆc 0 < x < 1. 
 

C.  C¸c bµi to¸n chän läc 
 

VÝ dô 1: H·y so s¸nh 4a2a +++  vµ 6aa ++ , víi a ≥ 0. 

 Gi¶i 
Gi¶ sö: 

4a2a +++  ≤ 6aa ++   

⇔ ( 4a2a +++ )2 ≤ ( 6aa ++ )2 

⇔ a + 2 + a + 4 + 2 4a.2a ++  ≤ a + a + 6 + 2 6a.a +  

⇔ 4a.2a ++  ≤ 6a.a +  
⇔ (a + 2)(a + 4) ≤ a(a + 6) ⇔ a2 + 6a + 8 ≤ a2 + 6a ⇔ 8 ≤ 0 (v« lý) 

VËy, ta ®îc 4a2a +++ ≥ 6aa ++  (a ≥ 0). 

VÝ dô 2: Cho a, b, c ≥ 0. Chøng minh r»ng a4 + b4 + c4 ≥ abc(a + b + c). 

 Gi¶i 
Sö dông bÊt ®¼ng thøc C«si ta nhËn xÐt r»ng: 

a4 + b4 + c4 = 
1

2
(a4 + b4) + 

1

2
(b4 + c4) + 

1

2
(c4 + a4) ≥ a2b2 + b2c2 + c2a2  

= 
1

2
a2(b2 + c2) + 

1

2
b2(c2 + a2) + 

1

2
c2(a2 + b2) 

 ≥ a2bc + b2ca + c2ab = abc(a + b + c). 

DÊu "=" x¶y ra khi a = b = c. 

VÝ dô 3: Cho a, b, c∈(0; 1), chøng minh r»ng Ýt nhÊt mét trong c¸c bÊt ®¼ng 
thøc sau lµ sai: 

a(1 − b) > 
4

1 , b(1 − c) > 
4

1 , c(1 − a) > 
4

1 . 

 Gi¶i 
Gi¶ sö tr¸i l¹i c¶ ba bÊt ®¼ng thøc ®Òu ®óng, khi ®ã nh©n theo vÕ ba bÊt ®¼ng thøc 

ta ®îc: 

a(1 − b).b(1 − c).c(1 − a) > 
64

1  ⇔ a(1 − a).b(1 − b).c(1 − c) > 
64

1 .  (*) 
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Ta cã nhËn xÐt: 

a(1 − a) = a − a2 = 
4

1  − (a + 
2

1 )2 ≤ 
4

1 , 

t¬ng tù b(1 − b) ≤ 
4

1  vµ c(1 − c) ≤ 
4

1 , do ®ã: 

a(1 − a).b(1 − b).c(1 − c) ≤ 
64

1 , tøc lµ (*) sai. 

VÝ dô 4: Gi¶ sö a, b, c lµ ba sè d¬ng sao cho:  
ax + b(1 − x) > cx(1 − x)  

víi mäi  gi¸ trÞ cña x. Chøng minh r»ng khi ®ã, víi mäi gi¸ trÞ cña x ta 
còng cã:  

ax + c(1 − x) > bx(1 − x) vµ bx + c(1 − x) > ax(1 − x). 

 Gi¶i 
§Æt: 

f(x) =  ax + b(1 − x) − cx(1 − x) = cx2 + (a − b − c)x + b, 
g(x) =  ax + c(1 − x) − bx(1 − x) = bx2 + (a − b − c)x + c, 
hx) =  bx + c(1 − x) − ax(1 − x) = ax2 + (b − a − c)x + c. 

NhËn xÐt r»ng f(x), g(x), h(x) cã cïng biÖt sè ∆ = (b − a − c)2 − 4ac. 
V× f(x) > 0, ∀x, nªn ∆ < 0, tõ ®ã suy ra g(x) > 0 vµ h(x) > 0 víi ∀x. 

VÝ dô 5: Cho c¸c sè thùc x, y, z > 0. Chøng minh bÊt ®¼ng thøc: 
4 4 4316xyz(x y z) 3 (x y) (y z) (z x)+ + ≤ + + + . 

 Gi¶i 
Ta cã: 

(x + y)(y + z)(z + x) = (x + y + z)xy + yz (x + y + z) + xz2 + zx2  
V× x, y, z > 0 nªn ¸p dông bÊt ®¼ng thøc C«si cho 8 sè d¬ng:  

3 sè 
1

xy(x y z)
3

+ + , 3 sè 
1

yz(x y z)
3

+ + , xz2 vµ zx2,  

ta ®îc: 

(x + y)(y + z)(z + x) 
2 6

8
6

(xyz) (x y z)
8

3

+ +
≥

3 3

4
(xyz) (x y z)

8
27

+ +
=  

4 4 433 (x y) (y z) (z x)⇔ + + + ≥ 16xyz(x + y + z), ®pcm. 

DÊu "=" x¶y ra khi vµ chØ khi: 
1

xy(x y z)
3

+ + = 2 21
yz(x y z) xz zx x y z.

3
+ + = = ⇔ = =  

VÝ dô 6: Cho c¸c sè d¬ng a, b, c tháa m·n abc = 1. Chøng minh r»ng: 
3a

(1 b)(1 c)+ +
 + 

3b

(1 a)(1 c)+ +
 + 

3c

(1 a)(1 b)+ +
 ≥ 

3

4
. 
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 Gi¶i 
¸p dông bÊt ®¼ng thøc C«si, ta ®îc: 

3a
(1 b)(1 c)+ +

 + 
1 b

8
+

 + 
1 c

8
+

 ≥ 3
3

3
a (1 b)(1 c)
(1 b)(1 c)64

+ +
+ +

 = 
3a
4

 

T¬ng tù: 
3b

(1 a)(1 c)+ +
 + 

1 a
8
+

 + 
1 c

8
+

 ≥ 
3b
4

; 

3c
(1 a)(1 b)+ +

 + 
1 a

8
+

 + 
1 b

8
+

 ≥ 
3c
4

. 

Céng theo tõng vÕ ba bÊt ®¼ng thøc trªn, ta cã: 
3a

(1 b)(1 c)+ +
 + 

3b
(1 a)(1 c)+ +

 + 
3c

(1 a)(1 b)+ +
 + 

3
4

 ≥ 
a b c

2
+ +

. 

V× a + b + c ≥ 3 3 abc  = 3, do ®ã: 
3a

(1 b)(1 c)+ +
 + 

3b
(1 a)(1 c)+ +

 + 
3c

(1 a)(1 b)+ +
 ≥ 

3
4

. 

§¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi a = b = c. 

VÝ dô 7: Chøng minh r»ng: 

3 3 3

1 1 1 729
1 1 1

512a b c
   + + + ≥   
   

 

trong ®ã a, b, c lµ c¸c sè thùc d¬ng tháa m·n a + b + c = 6. 

 Gi¶i 

§Æt A = 
3 3 3

1 1 1
1 1 1

a b c
   + + +   
   

, ta cã: 

A = 1 + 
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

1 1 1 1 1 1 1

a b c a b b c a c a b c
   + + + + + +   
   

. 

¸p dông bÊt ®¼ng thøc C«si, ta cã: 

3 3 3

1 1 1

a b c
+ +  ≥ 

3

abc
; 

3 3 3 3 3 3

1 1 1

a b b c a c
+ +  ≥ 

2 2 2

3

a b c
. 

Thay vµo A, ta ®îc: 

A ≥ 1 + 
2 2 2 3 3 3

3 3 1

abc a b c a b c
+ +   = 

3
1

1
abc

 + 
 

. 

L¹i ¸p dông bÊt ®¼ng thøc c« – si, ta cã: 

abc ≤ 
3

a b c

3

+ + 
 
 

 = 
3

6

3
 
 
 

 = 8, hay 
1 1

abc 8
≥ . 
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Suy ra: 

A ≥ 
3

1
1

8
 + 
 

 = 
729

512
. 

§¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi a = b = c = 2. 

VÝ dô 8: Cho a, b, c lµ ®é dµi ba c¹nh cña mét tam gi¸c, p lµ mét nöa chu vi. 
Chøng minh r»ng: 

p  < p a−  + p b−  + p c−  ≤ 3p . 

 Gi¶i 
Ta cã: 

( p a−  + p b−  + p c− )2 = (1. p a−  + 1. p b−  + 1. p c− )2 

≤ (12 + 12 + 12)(p − a + p − b + p − c) = 3p 
⇔ p a−  + p b−  + p c−  ≤ 3p .     (1) 

DÊu ®¼ng thøc x¶y ra khi 

p a
1
−

 = 
p b
1
−

 = 
p c
1
−

 ⇔ a = b = c. 

Ta ®i chøng minh p  < p a−  + p b−  + p c−  b»ng phÐp biÕn ®æi t¬ng 

®¬ng, cô thÓ: 

p  < p a−  + p b−  + p c−  

⇔ p < p − a + p − b + p − c + 2 (p a)(p b)− −  + 2 (p c)(p a)− −  + 2 (p b)(p c)− −  

⇔ 0 < 2 (p a)(p b)− −  + 2 (p c)(p a)− −  + 2 (p b)(p c)− − , lu«n ®óng. 

VÝ dô 9: Cho a, b, c, p, q lµ 5 sè d¬ng tuú ý. Chøng minh r»ng: 
a

pb qc+
 + 

b

pc qa+
 + 

c

pa qb+
 ≥ 

3

p q+
.  (1) 

 Gi¶i 
§Ó ý r»ng:  

a = 
a

pb qc+
. a(pb qc)+ ,  b = 

b

pc qa+
. b(pc qa)+ , 

 c = 
c

pa qb+
. c(pa qb)+ . 

Gäi S lµ vÕ tr¸i cña bÊt ®¼ng thøc (1). Ta cã:  

(a + b + c) 2 = (
a

pb qc+
. a(pb qc)+   +  

+ 
b

pc qa+
. b(pc qa)+  + 

c

pa qb+
. c(pa qb)+ )2 
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≤ S.[a(pb + qc) + b(pc + qa) +  c(pa + qb)]  
= S(p + q)(ab + bc + ca).     (2) 

MÆt kh¸c ab + bc + ca ≤ 
1

3
(a + b + c) 2, bëi: 

3(ab + bc + ca) = ( ab + bc + ca) + 2(ab + bc + ca) 
≤ a 2 + b 2 + c 2 + 2(ab + bc + ca) =  (a + b + c) 2. 

Víi kÕt qu¶ ®ã tõ (2) ta suy ra: 

(a + b + c)2 ≤ S(p + q).
2(a b c)

3

+ +
 ⇒ S ≥ 

3

p q+
,  

v×  a + b + c > 0, p + q > 0. 

VÝ dô 10: Cho a, b, c lµ ba sè kh¸c 0. Chøng minh r»ng: 
2

2

a

b
 + 

2

2

b

c
 + 

2

2

c

a
 ≥ 

a

b
 + 

b

c
 + 

c

a
. 

 Gi¶i 

¸p dông bÊt ®¼ng thøc Bunhiac«pxki ta cã: 

(
2

2

a

b
 + 

2

2

b

c
 + 

2

2

c

a
)(12 + 12 + 12) ≥ (|

a

b
| + |

b

c
| + |

c

a
|)2. 

Suy ra: 
2

2

a

b
 + 

2

2

b

c
 + 

2

2

c

a
 ≥ (|

a

b
| + |

b

c
| + |

c

a
|).

1

3
.(|

a

b
| + |

b

c
| + |

c

a
|).  (*) 

NhËn xÐt r»ng: 

1

3
.(|

a

b
| + |

b

c
| + |

c

a
|) ≥ 3

abc

abc
 = 1, 

|
a

b
| + |

b

c
| + |

c

a
| ≥ 

a

b
 + 

b

c
 + 

c

a
, 

suy ra: 

(|
a

b
| + |

b

c
| + |

c

a
|).

1

3
.(|

a

b
| + |

b

c
| + |

c

a
|) ≥ 

a

b
 + 

b

c
 + 

c

a
 

tõ ®ã (*) ®îc biÕn ®æi: 
2

2

a

b
 + 

2

2

b

c
 + 

2

2

c

a
 ≥ 

a

b
 + 

b

c
 + 

c

a
. 

DÊu "=" x¶y ra khi a = b = c (§Ò nghÞ b¹n ®äc tù chøng minh). 

VÝ dô 11: T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc: 

P = 
1 13
a b

 + + 
 

1 13
b c

 + + 
 

1 13
c a

 + + 
 

 

trong ®ã, c¸c sè d¬ng a, b, c tháa m·n ®iÒu kiÖn a + b + c ≤ 
3
2

. 
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 Gi¶i 
§Æt: 

1
a

 + 
1
b

 = x;  
1
b

 + 
1
c

 = y;  
1
c

+
1
a

 = z víi x, y, z d¬ng. 

Ta cã: 
P = (3 + x)(3 + y)(3 + z) = 27 + 9(x + y + z) + 3(xy + yz + zx) + xyz. 

¸p dông bÊt ®¼ng thøc C«si cho ba hoÆc hai sè d¬ng, ta cã: 
x + y + z ≥ 3 3 xyz , 

xy + yz + zx ≥ 3 23 (xyz) , 

xyz = 
1 1
a b

 + 
 

1 1
b c

 + 
 

1 1
c a

 + 
 

 ≥ 
2 2 2. .
ab bc ca

 = 
8

abc
.  (1) 

3
2

 ≥ a + b + c ≥ 3 3 abc  ⇒ abc ≤ 
1
8

      (2) 

Tõ (1) vµ (2) suy ra xyz ≥ 64 
Tõ ®ã, ta cã: 

P ≥ 27 + 27 3 xyz  + 9 23 (xyz)  + xyz = (3 + 3 xyz )2 ≥ (3 + 3 64 )3 = 343. 

VËy, minP = 343 ®¹t ®îc khi: 
a b c 3/ 2
a b c
abc 1/8

+ + =
 = =
 =

 ⇔ a = b = c = 
1
2

. 

VÝ dô 12:  T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc: 

T = 
2

2 2

a

a (b c)+ +
 + 

2

2 2

b

b (c a)+ +
 + 

2

2 2

c

c (a b)+ +
 

trong ®ã a, b, c lµ c¸c sè thùc kh¸c 0. 

 Gi¶i 
¸p dông bÊt ®¼ng thøc Bunhiac«pxki ta cã: 

(b + c)2 ≤ 2(b2 + c2),  (a + b)2 ≤ 2(a2 + b2),   (c + a)2 ≤ 2(c2 + a2). 
Ta cã: 

T ≥ 
2

2 2

a

a 2(b c)+ +
 + 

2

2 2

b

b 2(c a)+ +
 + 

2

2 2

c

c 2(a b)+ +
 

⇔ T + 3 ≥ 
2

2 2

a
1

a 2(b c)

 
+ + + 

 + 
2

2 2

b
1

b 2(c a)

 
+ + + 

 + 
2

2 2

c
1

c 2(a b)

 
+ + + 

 

 = 
2

5
.5(a2 + b2 + c2)× 

×
2 2 2

2 2 2 2 2 2

a b c

a 2(b c) b 2(a c) c 2(a b)

 
+ + + + + + + + 
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¸p dông bÊt ®¼ng thøc C«si cho c¸c bé ba sè d¬ng m, n, p vµ 
1

m
, 

1

n
, 

1

p
 ta ®îc: 

(m + n + p)
1 1 1

m n p

 
+ + 

 
 ≥ 3 3 mnp .3 3

1

mnp
 = 9. 

⇒ T + 3 ≥ 
2

5
.9 ⇔ T ≥ 

3

5
.  

VËy TMin  = 
3

5
 ®¹t ®îc khi a = b = c. 

VÝ dô 13: T×m c¸c gi¸ trÞ cña tham sè m ®Ó ph¬ng tr×nh sau v« nghiÖm: 
(3 − m)x2 − 2(m + 3)x + m + 2 = 0.   (1) 

 Gi¶i 
Ta xÐt hai trêng hîp sau: 

Trêng hîp 1: NÕu 3 − m = 0 ⇔ m = 3. 

(1) ⇔ 0.x2 − 12x + 5 = 0 ⇔ x = 
12

5
. 

Trêng hîp 2: NÕu 3 − m ≠ 0 ⇔ m ≠ 3.  
Khi ®ã, ®Ó (1) v« nghiÖm ®iÒu kiÖn lµ: 





<∆
≠

0'

0a
 ⇔ 





<++

≠

03m5m2

3m
2

⇔ −
2

3
 < m < −1. 

VËy, bÊt ph¬ng tr×nh (2) v« nghiÖm khi −
2

3
 < m < −1. 

VÝ dô 14:  T×m m ®Ó ph¬ng tr×nh sau cã nghiÖm: 

x2 + (x + 1)2 = 
2

m

x x 1+ +
. 

 Gi¶i 
ViÕt l¹i ph¬ng tr×nh díi d¹ng:  

2(x2 + x + 
1
4

) + 
1
2

 = 
2

m

x x 1+ +
.      (1) 

§Æt t = x2 + x + 
1
4

, ®iÒu kiÖn t ≥ 0, khi ®ã: 

(1) ⇔ 
1 m

2t
32 t
4

+ =
+

1 3
2t t m

2 4
  ⇔ + + =  
  

( )( )4t 1 4t 3 8m⇔ + + =  

⇔ f(t) = 16t2 + 16t + 3 − 8m = 0.     (2) 
Ph¬ng tr×nh ®· cho cã nghiÖm   
 ⇔ ph¬ng tr×nh (2) cã nghiÖm t ≥ 0 
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  ⇔ 
(2)cãmét nghiÖm lín h¬n b»ng0

(2)cã hai nghiÖm lín h¬n b»ng0





 ⇔ 

P 0

0

P 0

S 0

≤
 ∆ ≥ ≥ ≥

 ⇔ m ≥ 
3

4
. 

VËy, víi m ≥ 
3

4
 ph¬ng tr×nh ®· cho cã nghiÖm. 

VÝ dô 15:  Cho bÊt ph¬ng tr×nh: 
x2 + 4x + 3 + m ≤ 0.  

Víi gi¸ trÞ nµo cña m th×: 
a. BÊt ph¬ng tr×nh v« nghiÖm. 
b. BÊt ph¬ng tr×nh cã ®óng mét nghiÖm. 
c. BÊt ph¬ng tr×nh cã nghiÖm lµ mét ®o¹n cã ®é dµi b»ng 2. 

 Gi¶i 
a. BÊt ph¬ng tr×nh v« nghiÖm  

⇔ ∆' < 0 ⇔ 1 − m < 0 ⇔ m > 1. 
VËy, víi m > 1 tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

b. BÊt ph¬ng tr×nh cã ®óng mét nghiÖm  
⇔ ∆' = 0 ⇔ 1 − m = 0 ⇔ m = 1. 

VËy, víi m = 1 tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 
c. §Ó bÊt ph¬ng tr×nh cã nghiÖm lµ mét ®o¹n trªn trôc sè cã ®é dµi b»ng 2 th× tam 
thøc ë vÕ tr¸i cña bÊt ph¬ng tr×nh  ph¶i cã hai nghiÖm ph©n biÖt x1 vµ x2 tho¶ m·n 
|x1 − x2| = 2 

⇔ 

' 0

2
a

∆ >


∆ =


⇔ 
1 m 0

1 m 2

− >


− =
⇔ m = −3. 

VËy, víi m = −3 tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

VÝ dô 16: T×m m ®Ó bÊt ph¬ng tr×nh: 
x2 − 2(m + 1)x + m2 + 2m ≤ 0    (1) 

víi ∀x∈[0; 1]. 

 Gi¶i 
§Æt f(x) = x2 − 2(m + 1)x + m2 + 2m. 
VËy (1) nghiÖm ®óng víi ∀x∈[0; 1]  

⇔ ph¬ng tr×nh f(x) = 0 cã hai nghiÖm x1, x2 tho¶ m·n x1 ≤ 1 < 2 ≤ x2  

⇔ 
af (0) 0
af (1) 0

≤
 ≤

 ⇔ 
2

2

m 2m 0
m 1 0

 + ≤


− ≤
⇔  −1 ≤ m ≤ 0. 

VËy, víi −1 ≤ m ≤ 0 tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 
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 Chó ý: Bµi to¸n trªn cã thÓ ®îc gi¶i b»ng phÐp biÕn ®æi t¬ng ®¬ng sau: 

x2 − 2(m + 1)x + m2 + 2m ≤ 0 ⇔ (x − m − 1)2  ≤ 1  

⇔ (x − m − 2)(x − m) ≤ 0 ⇔ m ≤ x ≤ m + 2. 

VËy (1) nghiÖm ®óng víi ∀x∈[0; 1]  

⇔ m ≤ 0 < 1 ≤ m + 2 ⇔ −1 ≤ m ≤ 0. 

VÝ dô 17: Víi gi¸ trÞ nµo cña m th× bÊt ph¬ng tr×nh sau cã nghiÖm:  

(m − 2)x2 − 2mx − m − 2 < 0     (1) 

 Gi¶i 
XÐt ba trêng hîp: 

Trêng hîp 1: Víi m − 2 = 0 ⇔ m = 2, ta ®îc: 

(1) ⇔ −4x − 4 < 0 ⇔ x > −1. 
BÊt ph¬ng tr×nh cã nghiÖm. 

Trêng hîp 2: Víi m − 2 < 0 ⇔ m < 2  
BÊt ph¬ng tr×nh ®· cho còng cã nghiÖm (v× lóc ®ã tam thøc ë vÕ tr¸i lu«n ©m 

hoÆc chØ d¬ng trªn mét kho¶ng h÷u h¹n). 

Trêng hîp 3: Víi m − 2 > 0 ⇔ m > 2.     (*) 
Khi ®ã ®Ó bÊt ph¬ng tr×nh ®· cho cã nghiÖm th× tam thøc ë vÕ tr¸i ph¶i cã hai 

nghiÖm ph©n biÖt, tøc lµ: 

∆' > 0 ⇔ m2 + (m + 2)(m − 2) > 0 ⇔ m2 − 2 > 0 lu«n ®óng do (*) 
VËy, víi mäi m bÊt ph¬ng tr×nh lu«n cã nghiÖm. 

Chó ý: 
1. Ta cã thÓ gi¶i bµi to¸n b»ng c¸ch t×m ®iÒu kiÖn ®Ó bÊt ph¬ng tr×nh v« nghiÖm. 

Tøc lµ t×m ®iÒu kiÖn ®Ó:  

(m − 2)x2 − 2mx − m − 2 ≥ 0 víi mäi x.  
2. Nh÷ng gi¸ trÞ m cßn l¹i sÏ lµm cho bÊt ph¬ng tr×nh cã  nghiÖm. 

VÝ dô 18: Gi¶i vµ biÖn luËn ph¬ng tr×nh sau theo a, b: 

2 2 2 22(x x x a ) a− − −  + 2 2 2 22(x x x a ) a+ − −  = |x + b| + |x − b|. 
Tõ ®ã tr¶ lêi c©u hái khi nµo ph¬ng tr×nh nhËn mäi x lµm nghiÖm. 

 Gi¶i 
Ta biÕn ®æi: 

2 2 2 22(x x x a ) a− − −  + 2 2 2 22(x x x a ) a+ − −  =  

 = 2 2 2(x x a )− −  + 2 2 2(x x a )+ −  

 = |x − 2 2x a− | + |x + 2 2x a− |. 
§iÒu kiÖn x2 ≥ a2.  
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NhËn xÐt r»ng:  

(x − 2 2x a− ).(x + 2 2x a− ) = a2 ≥ 0,  
nªn sö dông tÝnh chÊt (2) cho VT, ta biÕn ®æi ®îc ph¬ng tr×nh vÒ d¹ng: 

|x − 2 2x a−  + x + 2 2x a− | = |x + b| + |x − b| 
⇔ |2x| = |x + b| + |x − b| ⇔ |(x + b) + (x − b)| = |x + b| + |x − b| 

TÝnh chÊt 2←→  (x + b)(x − b) ≥ 0 ⇔ x2 ≥ b2. 
VËy, ph¬ng tr×nh t¬ng ®¬ng víi hÖ: 

2 2

2 2

x a

x b

 ≥


≥
⇔ 

2

2 2

2 2

2 2

2 2

a b 0

x 0

a b

x a

a b

x b

 = =


≥

 ≥
 ≥

 ≤
 ≥

. 

KÕt luËn: 
 Khi a = b = 0, ph¬ng tr×nh cã nghiÖm víi mäi x. 

 Khi |a| ≥ |b|, ph¬ng tr×nh cã nghiÖm |x| ≥ |a|. 
 Khi |a| ≤ |b|, ph¬ng tr×nh cã nghiÖm |x| ≥ |b|. 

VÝ dô 19: Gi¶i ph¬ng tr×nh: 
21 x+  + 21 x−  + 3 31 x+  + 3 31 x−  + 4 41 x+  + 4 41 x−  = 6. 

 Gi¶i 

§iÒu kiÖn |x| ≤ 1. 
Sö dông bÊt ®¼ng thøc C«si, ta cã: 

21 x+  = 21.(1 x )+  ≤ 
1

2
(1 + 1 + x2) = 

22 x

2

+
, 

21 x−  ≤ 
22 x

2

−
, 3 31 x+  ≤ 

33 x

3

+
, 3 31 x−  ≤ 

33 x

3

−
, 

4 41 x+  ≤ 
44 x

4

+
, 4 41 x−  ≤ 

44 x

4

−
. 

suy ra: 
21 x+  + 21 x−  + 3 31 x+  + 3 31 x−  + 4 41 x+  + 4 41 x− ≤ 6 

VËy bÊt ph¬ng tr×nh cã nghiÖm khi dÊu " = " x¶y ra, tøc lµ víi x = 0. 

VÝ dô 20: Gi¶i ph¬ng tr×nh sau:  

2
2

1 1
2 x 2 4 x

xx
 − + − = − + 
 

. 
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 Gi¶i 
BiÕn ®æi ph¬ng tr×nh vÒ d¹ng: 

2
2

1 1
x 2 x 2 4

x x
+ − + + − =  

Sö dông bÊt ®¼ng thøc Bunhiac«pski, ta ®îc: 

( )2 2 2 2 2 2

2 2
2 2 2 2

x 2 x 1.x 1. 2 x 1 1 x 2 x 2

1 1 1 1 1
2 1.x 1. 2 1 1 2 2

x x x x x

   + − = + − ≤ + + − =   +     + − = + − ≤ + + − =      

 

⇒ 2
2

1 1
x 2 x 2 4

x x
+ − + + − ≤ . 

DÊu ®¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi: 
2

2

x 2 x

1 1
2

x x

 = −



= −


 ⇔ x = 1. 

VËy, ph¬ng tr×nh cã nghiÖm lµ x = 1. 

VÝ dô 21: Gi¶i bÊt ph¬ng tr×nh  2  − 3 x + 1 < 2  + 3  

 Gi¶i 
Ta cã: 

 2  − 3 x + 1 < 2  + 3  ⇔ 
23

1

−
( 3  − 2 )x − 1 ≤ 

23

23

−

+
 

⇔ 
23

1
x

−
−  ≤ 5 + 2 6  ⇔ x − ( 2  + 3 ) ≤ 5 + 2 6  

⇔ − (5 + 2 6 ) ≤ x − ( 2  + 3 ) ≤ 5 + 2 6  

⇔ −5 − 2 6  + 2  + 3  ≤ x ≤ 5 + 2 6  + 2  + 3 . 
VËy, nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh: 

S = [−5 − 2 6  + 2  + 3 ; 5 + 2 6  + 2  + 3 ]. 

VÝ dô 22: Gi¶i bÊt ph¬ng tr×nh |2x2 − 3x + 1| − |2x2 − 5x| < 2x + 1. 

 Gi¶i 
BiÕn ®æi bÊt ph¬ng tr×nh ban ®Çu vÒ d¹ng: 

|2x2 − 3x + 1| − |2x2 − 5x| < |(2x2 − 3x + 1) − (2x2 − 5x)| 

⇔ (2x2 − 5x)(2x + 1) < 0 ⇔ 
x 1/ 2
0 x 5/ 2

< −
 < <

. 

VËy, bÊt ph¬ng tr×nh cã nghiÖm lµ (−∞ ; − 1
2

)∪(
5
2

; +∞). 
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VÝ dô 23: Gi¶i vµ biÖn luËn bÊt ph¬ng tr×nh |ax + b| ≤ a. 

 Gi¶i 
ViÕt l¹i bÊt ph¬ng tr×nh díi d¹ng:  

a 0

a ax b a

≥
− ≤ + ≤

⇔ 
a 0

a b ax a b (*)

≥
− − ≤ ≤ −

. 

Trêng hîp 1: NÕu a = 0 th× bÊt ph¬ng tr×nh nhËn mäi x lµm nghiÖm. 
Trêng hîp 2: NÕu a > 0 th× bÊt ph¬ng tr×nh (*) cã nghiÖm lµ: 

a b

a

− −  ≤ x ≤ 
a b

a

−
. 

KÕt luËn: 
 Víi a = 0, bÊt ph¬ng tr×nh nhËn mäi x lµm nghiÖm. 

 Víi a > 0, bÊt ph¬ng tr×nh cã nghiÖm (
a b

a

− −
; a b

a

−
). 

 Víi a < 0, bÊt ph¬ng tr×nh v« nghiÖm. 

VÝ dô 24: Gi¶i vµ biÖn luËn theo tham sè m bÊt ph¬ng tr×nh: 
|x2 − x| < |x2 − m|.     (1) 

 Gi¶i 
Ta cã: 

(1) ⇔ |(x2 − x) − (m − x)| >  |x2 − x| − |m − x|  
⇔ (m − x)(x2 − m) < 0 ⇔ (x − m)(x2 − m) > 0.   (2) 

 Víi m < 0 th×: 
(2) ⇔ x > m. 

 Víi m = 0 th×: 
(2) ⇔ x > 0. 

 Víi m > 0 th×: 

(2) ⇔ 
x m

m x m

>

− < <

  

KÕt luËn.  
 Khi m < 0, bÊt ph¬ng tr×nh cã nghiÖm x > m. 
 Khi m = 0, bÊt ph¬ng tr×nh cã nghiÖm x > 0. 
 Khi m > 0, bÊt ph¬ng tr×nh cã nghiÖm (− m ; m )∪(m; +∞). 

 Chó ý: Bµi to¸n trªn cã thÓ gi¶i nh sau: 
(1) ⇔ |(x2 − m) + (m − x)| < |x2 − m| + |m − x|  
⇔ (m − x)(x2 − m) < 0 ⇔ (x − m)(x2 − m) > 0 

VÝ dô 25: H·y x¸c ®Þnh tÊt c¶ c¸c gi¸ trÞ cña a, b sao cho mäi nghiÖm cña bÊt 
ph¬ng tr×nh |2x − a + 1| ≤ b + 1 còng lµ nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh 
|x − b − 1| ≤ 3b − 2.  
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 Gi¶i 
§iÒu kiÖn: 

b 1 0

3b 2 0

+ ≥
 − ≥

⇔ b ≥ 
2

3
. 

ViÕt l¹i c¸c bÊt ph¬ng tr×nh díi d¹ng:  
a b 2

2

− −
 ≤ x ≤ 

a b

2

+
;       (1) 

 3 – 2b ≤ x ≤ 4b − 1.       (2) 
Trêng hîp 1: §Ó (1) vµ (2) cïng v« nghiÖm 

 ⇔ 
a b 2 a b

2 2
4b 1 3 2b

− − + >

 − > −

  ⇔ 
b 1

2
b

3

< −



>

, v« nghiÖm. 

Trêng hîp 4: §Ó (1) vµ (2) cã cïng tËp nghiÖm 

 ⇔ 

a b 2
3 2b

2
a b

4b 1
2

− − = −
 + = −


 ⇔ 
a 3b 8

a 7b 2

+ =
 − = −

 ⇔ 
a 5

b 1

=
 =

. 

VËy, víi a = 5 vµ b = 1 th× hai bÊt ph¬ng tr×nh t¬ng ®¬ng. 

VÝ dô 26: X¸c ®Þnh m sao cho hai bÊt ph¬ng tr×nh sau t¬ng ®¬ng: 
(m − 1)x – m + 3 > 0 vµ  (m + 1)x – m + 2 > 0. 

 Gi¶i 
ViÕt l¹i c¸c bÊt ph¬ng tr×nh díi d¹ng:  

(m − 1)x > m − 3,       (1) 
(m + 1)x > m – 2.       (2) 

Ta ®i xÐt c¸c trêng hîp: 
Trêng hîp 1: NÕu m = 1 th×: 

(1) ⇔ 0x > −2, lu«n ®óng;  (2) ⇔ x > −
2

1
. 

VËy, (1) vµ (2) kh«ng t¬ng ®¬ng. 
Trêng hîp 2: NÕu m = −1 th×: 

(1) ⇔ x < 2;    (2) ⇔ 0x > −3, lu«n ®óng. 
VËy, (1) vµ (2) kh«ng t¬ng ®¬ng. 

Trêng hîp 3: NÕu m ≠ ± 1 th×: 
Khi ®ã, ®Ó (1) vµ (2) t¬ng ®¬ng ®iÒu kiÖn lµ: 







+
−

=
−
−

>+−

1m

2m

1m

3m

0)1m)(1m(
 ⇔ 





+−=−−

>+−

2m3m3m2m

0)1m)(1m(
22

 ⇔ m = 5. 

VËy, víi m = 5, hai bÊt ph¬ng tr×nh t¬ng ®¬ng víi nhau. 
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VÝ dô 27: Gi¶i ph¬ng tr×nh:  
2x − 6 + x − 1 = 3x − 7.    (1) 

 Gi¶i 
Theo ®Þnh nghÜa gi¸ trÞ tuyÖt ®èi, ta cã: 

2x − 6= 




<+−
≥−

3xkhi6x2

3xkhi6x2
. 

x – 1 = 




<+−
≥−

1xkhi1x

1xkhi1x
. 

Nh vËy, ta ph¶i xÐt ph¬ng tr×nh trªn ba tËp (−∞, 1); [1, 3]; (3, +∞) vµ lËp b¶ng 
sau: 

x −∞  1  3  +∞ 
2x − 6  6 − 2x  6 − 2x 0 2x − 6  

x − 1  1 − x 0 x − 1  x − 1  
VT  7 − 3x  5 − x  3x − 7  

Tõ ®ã, ta xÐt c¸c trêng hîp: 
Trêng hîp 1: NÕu x ∈ (−∞, 1) th×: 

(1) ⇔ 7 − 3x = 3x − 7  ⇔ 6x = 14 ⇔ x = 
3

7
 lo¹i. 

Trêng hîp 2: NÕu x ∈ [1, 3] th×: 
(1) ⇔ 5 − x = 3x − 7  ⇔ 4x = 12 ⇔ x = 3 tho¶ m·n. 

Trêng hîp 3: NÕu x ∈ (3, +∞) th×: 
(1) ⇔ 3x − 7 = 3x − 7 lu«n ®óng. 

Do ®ã, mäi x thuéc kho¶ng (3, +∞) ®Òu lµ nghiÖm cña (1). 
VËy, tËp nghiÖm cña ph¬ng tr×nh lµ T = {3} ∪ (3, +∞) = [3, +∞). 

VÝ dô 28: Cho hµm sè: 

y = 
(m 1)x m

mx 2 1

− +
+ −

 víi 0 < m ≠ 1. 

a. T×m miÒn x¸c ®Þnh cña hµm sè khi m = 2. 
b. T×m tÊt c¶ c¸c gi¸ trÞ cña tham sè m ®Ó hµm sè x¸c ®Þnh víi ∀x ≥ 1. 

 Gi¶i 
§iÒu kiÖn ®Ó hµm sè cã nghÜa: 

(m 1)x m 0

mx 2 0

mx 2 1 0

 − + ≥


+ ≥
 + − ≠

 ⇔ 

(m 1)x m 0 (1)

mx 2 0 (2)

mx 1 (3)

− + ≥
 + ≥
 ≠ −

.    (I) 

a. §¸p sè D = [–1; +∞)\{–
1

2
}. 

b. Hµm sè x¸c ®Þnh víi mäi x ≥ 1 khi (1), (2) vµ (3) ®ång thêi tho¶ m·n víi mäi x ≥ 1.  
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Ta cã: 

 g(x) = (m − 1)x + m ≥ 0 ∀x ≥ 1 ⇔ 
m 1 0

g(1) 0

− ≥
 ≥

⇔ 
m 1

2m 1 0

≥
 − ≥

⇔ m ≥ 1. 

 h(x) = mx + 2 ≥ 0 ∀x ≥ 1 ⇔ 
m 0

h(1) 0

≥
 ≥

⇔ 
m 0

m 2 0

≥
 + ≥

⇔ m ≥ 0. 

 Do ®ã (1), (2) ®ång thêi tho¶ m·n víi ∀x ≥ 1 khi m ≥ 1, khi ®ã  
q(x) = mx ≥ 1 ⇒ (3) ®óng. 

VËy, víi m ≥ 1 hµm sè x¸c ®Þnh víi mäi x ≥ 1. 

VÝ dô 29: T×m ®iÒu kiÖn cña m ®Ó mäi nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh: 
x2 + (m − 1)x − m ≤ 0     (1) 

®Òu lµ nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh x2 − 2mx + 3 ≤ 0.  (2) 

 Gi¶i 
Tríc tiªn, ®Ó (2) cã nghiÖm ®iÒu kiÖn lµ: 

∆'(2) ≥ 0 ⇔ m2 − 3 ≥ 0 ⇔ m ≥ 3  

khi ®ã (2) cã nghiÖm lµ m − 2m 3−  ≤ x ≤ m + 2m 3− . 
MÆt kh¸c: 

x2 + (m − 1)x − m = 0 ⇔ 
x 1

x m

=
 = −

. 

Do ®ã, ®Ó mäi nghiÖm cña (1) ®Òu lµ nghiÖm cña (2) ®iÒu kiÖn lµ: 
2 2

2 2

m m 3 1 m m 3

m m 3 m m m 3

 − − ≤ ≤ + −


− − ≤ − ≤ + −
  ⇔ 

2

2

| 1 m | m 3

| 2m | m 3

 − ≤ −


− ≤ −
 v« nghiÖm. 

VËy, kh«ng tån t¹i m tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

VÝ dô 30: T×m m ®Ó bÊt ph¬ng tr×nh: 
x2 − 2x + 1 − m2 ≤ 0     (1) 

nghiÖm ®óng víi ∀x∈[1, 2]. 

 Híng dÉn 
C¸ch 1: §Æt f(x) = x2 − 2x + 1 − m2. 

VËy (1) nghiÖm ®óng víi ∀x ∈ [1, 2] ®iÒu kiÖn lµ: 

ph¬ng tr×nh f(x) = 0 cã hai nghiÖm x1, x2 tho¶ m·n x1 ≤ 1 < 2≤ x2  

⇔ 
af(1) 0

af(2) 0

≤
 ≤

. 

C¸ch 2: BiÕn ®æi: 

x2 − 2x + 1 − m2 ≤ 0 ⇔ (x − 1)2 ≤ m2 ⇔ 1 − m ≤ x ≤  1 + m. 

VËy (1) nghiÖm ®óng víi ∀x ∈ [1, 2] ®iÒu kiÖn lµ: 

1 − m ≤ 1 < 2 ≤ 1 + m. 
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VÝ dô 31: T×m m ®Ó bÊt ph¬ng tr×nh cã nghiÖm: 
x2 + 2|x − m| + m2 + m ≤ 1.    (1) 

 Gi¶i 
§Æt t = x − m. 
BÊt ph¬ng tr×nh cã d¹ng: 

t2 + 2(|t| + mt) + 2m2 + m − 1 ≤ 0.      (2) 
a. Víi t ≥ 0, ta ®îc: 

(2) ⇔ f(t) =  t2 + 2(m + 1)t + 2m2 + m − 1 ≤ 0     (3) 
VËy (2) cã nghiÖm ⇔ (3) cã Ýt nhÊt mét nghiÖm t≥0 

⇔ f(t) = 0 cã Ýt nhÊt mét nghiÖm t ≥ 0 (0 ≤ t1 ≤ t2 hoÆc t1 ≤ 0 ≤ t2) 

⇔ 

' 0
P 0
S 0

P 0

 ∆ ≥
 ≥
 ≥

≤

 ⇔ 

2 2

2

2

(m 1) 2m m 1 0
2m m 1 0

m 1 0

2m m 1 0

 + − − + ≥


+ − ≥
− − ≥
 + − ≤

⇔ 

1 m 2
m 1/ 2
m 1

m 1
1 m 1/ 2

 − ≤ ≤
 ≥ ≤ − ≤ −
− ≤ ≤

 

⇔  − 1 ≤ m ≤ 
1
2

. 

b. Víi t ≤ 0, ta ®îc: 
(2) ⇔ g(t) =  t2 + 2(m − 1)t + 2m2 + m − 1 ≤ 0     (3) 

VËy (2) cã nghiÖm ⇔ (3) cã Ýt nhÊt mét nghiÖm t ≤ 0 
⇔ g(t) = 0 cã Ýt nhÊt mét nghiÖm t ≤ 0 (t1 ≤ t2 ≤ 0 hoÆc t1 ≤ 0 ≤ t2) 

⇔

' 0
P 0
S 0

P 0

 ∆ ≥
 ≥
 ≤

≤

 ⇔ 

2 2

2

2

(m 1) 2m m 1 0
2m m 1 0

m 1 0

2m m 1 0

 − − − + ≥


+ − ≥
− + ≤
 + − ≤

 ⇔ −1 ≤ m ≤ 
1
2

. 

VËy, bÊt ph¬ng tr×nh cã nghiÖm khi −1 ≤ m ≤ 
1
2

. 

VÝ dô 32: Gi¶i vµ biÖn luËn bÊt ph¬ng tr×nh sau theo m:  
2|x − m| < −x2 + 2mx  − 2.    (1) 

 Gi¶i 
§Æt t = |x − m|, ®iÒu kiÖn t ≥ 0.  
Khi ®ã bÊt ph¬ng tr×nh cã d¹ng: 

2t < m2 − t2 − 2 ⇔ t2 + 2t − m2 + 2 < 0.     (2) 
Ta cã ∆' = a2 − 1 nªn xÐt c¸c trêng hîp 

Trêng hîp 1: NÕu ∆' ≤ 0 ⇔ m2 − 1 ≤ 0 ⇔ |m| ≤ 1. 

Khi ®ã (2) v« nghiÖm ⇒ (1) v« nghiÖm. 
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Trêng hîp 2: NÕu ∆' > 0 ⇔ m2 − 1 > 0 ⇔ |m| > 1. 

Khi ®ã (2) cã nghiÖm  − 1 − 2m 1−  < t < −1 + 2m 1− . 
Do vËy, ®Ó (2) cã nghiÖm víi t ≥ 0 th× ®iÒu kiÖn lµ:  

−1 + 2m 1−  > 0 ⇔ m2 > 2 ⇔ |m| > 2 . 
Khi ®ã nghiÖm cña (2) lµ: 

0 ≤ t < −1 + 2m 1−  ⇔ |x − m| < −1 + 2m 1−   

⇔ m + 1 − 2m 1−  < x < m − 1 + 2m 1− . 
KÕt luËn: 
- Víi |m| ≤ 2 , bÊt ph¬ng tr×nh v« nghiÖm. 

- Víi |m| > 2 , bÊt ph¬ng tr×nh cã nghiÖm (m + 1 − 2m 1− ; m − 1 + 2m 1− ). 

VÝ dô 33: Cho bÊt ph¬ng tr×nh:  

(x + 1)(x + 3) ≤ m 2x 4x 5+ + .    (1) 

a. Gi¶i bÊt ph¬ng tr×nh víi m = −1. 
b. T×m m ®Ó bÊt ph¬ng tr×nh nghiÖm ®óng víi mäi x ∈ [−2;  − 2 + 3 ]. 

 Gi¶i 
ViÕt l¹i bÊt ph¬ng tr×nh díi d¹ng:  

(x2 + 4x + 3) − m 2x 4x 5+ +  ≤ 0 ⇔ (x2 + 4x + 5) − m 2x 4x 5+ +  − 2 ≤ 0 

§Æt t = 2x 4x 5+ + , ®iÒu kiÖn t ≥ 1. 
Khi ®ã, bÊt ph¬ng tr×nh cã d¹ng:  

f(t) = t2 − mt − 2 < 0.       (2) 
a.  Víi m =  − 1, bÊt ph¬ng tr×nh cã d¹ng:  

t2 + t − 2 ≤ 0 ⇔ − 3 ≤ t ≤ 1 ⇒ 0 ≤ t ≤ 1 ⇔ 2x 4x 5+ +  ≤ 1  
⇔ x2 + 4x + 4 ≤ 0 ⇔ x =  − 2. 

VËy, víi m = − 1 bÊt ph¬ng tr×nh cã nghiÖm x = − 2. 
b.   Ta cã: 

x2 + 4x + 5 = (x + 2)2 + 1 
suy ra víi x ∈ [−2; −2 + 3 ], ta ®îc: 

( − 2 + 2)2 + 1 ≤ x2 + 4x + 5 ≤ ( − 2 + 3  + 2)2 + 1  

⇔ 1 ≤ x2 + 4x + 5 ≤ 4 ⇔ 1 ≤ 2x 4x 5+ +  ≤ 2 ⇔ 1 ≤ t ≤ 2. 

VËy, bÊt ph¬ng tr×nh (1) nghiÖm ®óng víi mäi x ∈ [−2; −2 + 3 ] 
⇔ (2) nghiÖm ®óng víi mäi t ∈ [1; 2]  
⇔ f(t) = 0 cã nghiÖm tho¶ m·n t1 ≤ 1 < 2 ≤ t2 

⇔ 
a.f (1) 0
a.f (2) 0

≤
 ≤

 ⇔ 
m 1 0

2 2m 0
− − ≤

 − ≤
 ⇔ m ≥ 1. 

VËy, víi m ≥ 1 bÊt ph¬ng tr×nh nghiÖm ®óng víi mäi x ∈ [−2; −2 + 3 ]. 
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VÝ dô 34: T×m m ®Ó bÊt ph¬ng tr×nh sau nghiÖm ®óng víi mäi x∈ [−2; 4]: 
(2 x)(4 x)+ −  ≤ x2 − 2x + m. 

 Gi¶i 
Sö dông ph¬ng ph¸p ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ. 

§iÒu kiÖn cÇn: Gi¶ sö (1) cã nghiÖm ∀x ∈ [−2; 4] ⇒ x = 1 lµ nghiÖm cña bÊt ph¬ng 
tr×nh (1), khi ®ã: 

3 ≤ m − 1 ⇔ m ≥ 4. 
§ã lµ ®iÒu kiÖn cÇn ®Ó bÊt ph¬ng tr×nh nghiÖm ®óng víi mäi x ∈ [−2; 4]. 

§iÒu kiÖn ®ñ: Gi¶ sö m ≥ 4, khi ®ã: 

 ¸p dông bÊt ®¼ng thøc C«si cho vÕ tr¸i, ta ®îc: 

VT = (2 x)(4 x)+ −  ≤ 
(2 x) (4 x)

2

+ + −
 = 3. 

 BiÕn ®æi vÕ ph¶i vÒ d¹ng: 
VP = x2 − 2x + m = (x − 1)2 + m − 1 ≥ 3. 

Suy ra:  
(2 x)(4 x)+ −  ≤ x2 − 2x + m. 

VËy, víi m ≥ 4 bÊt ph¬ng tr×nh nghiÖm ®óng víi mäi x ∈ [−2; 4]. 

VÝ dô 35: Gi¶i bÊt ph¬ng tr×nh x2 + 4x ≥ (x + 4) 2x 2x 4− + . 

 Gi¶i 

§Æt t = 2x 2x 4− + , ®iÒu kiÖn t ≥ 0. BÊt ph¬ng tr×nh cã d¹ng: 
f(x) = x2 − (t − 4)x − 4t ≥ 0.      (1) 

Coi vÕ tr¸i lµ mét tam thøc bËc 2 theo x, ta cã: 
∆ = (t − 4)2 + 16t = (t + 4)2  

khi ®ã f(x) = 0 cã c¸c nghiÖm: 
x 4
x t

= −
 =

 

tøc lµ (1) ®îc biÕn ®æi vÒ d¹ng: 

(x + 4)(x − t) ≥ 0 ⇔ (x + 4)(x − 2x 2x 4− + ) ≥ 0  

⇔ 
2

2

x 4 0

x x 2x 4 0

x 4 0

x x 2x 4 0

 + ≥


− − + ≥


+ ≤
 − − + ≤

 ⇔ 
2

2

x 4

x 2x 4 x

x 4

x x 2x 4 0

 ≥ −


− + ≤


≤ −
 − − + ≤

⇔ 
2 2

x 4
x 0
0 x 2x 4 x

x 4

 ≥ −
 ≥
 ≤ − + ≤

 ≤ −

  

⇔ 
x 2
x 4

≥
 ≤ −

. 

VËy, bÊt ph¬ng tr×nh cã nghiÖm x ∈ (−∞; −4] ∪ [2; +∞). 
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VÝ dô 36: Gi¶i bÊt ph¬ng tr×nh x2 − 1 ≤ 2x 2x 2x+ . 

 Gi¶i 

§Æt t = 2x 2x+ , ®iÒu kiÖn t ≥ 0. 
BÊt ph¬ng tr×nh cã d¹ng: 

f(x) = x2 − 2tx − 1 ≤ 0.       (1) 
Coi vÕ tr¸i lµ mét tam thøc bËc 2 theo x, ta cã: 

∆’  = t2 + 1 = x2 + 2x + 1 = (x + 1)2  
khi ®ã f(x) = 0 cã c¸c nghiÖm: 

x t x 1
x t x 1

= − −
 = + +

 

tøc lµ (1) ®îc biÕn ®æi vÒ d¹ng: 

(x − t − x − 1)(x − t + x + 1) ≤ 0 ⇔ ( 2x 2x+  + 1)( 2x 2x+  − 2x − 1) ≤ 0  

⇔ 2x 2x+  − 2x − 1 ≤ 0 ⇔ 2x 2x+  ≤ 2x + 1  

⇔ 
2 2

2x 1 0
0 x 2x (2x 1)

+ ≥


≤ + ≤ +
⇔ 2

2

2x 1 0
x 2x 0
3x 2x 1 0

+ ≥
 + ≥
 + + ≥

⇔ 

1x
2

x 0
x 2

 ≥ −
 ≥ ≤ −

 ⇔ x ≥ 0. 

VËy, bÊt ph¬ng tr×nh cã nghiÖm x ≥ 0. 

VÝ dô 37: Víi gi¸ trÞ nµo cña m th× hÖ bÊt ph¬ng tr×nh sau cã nghiÖm: 
mx 2 x 1

3x m 2 0

− > +
 + + <

. 

 Gi¶i 
ChuyÓn hÖ vÒ d¹ng: 

(m 1)x 3

m 2
x

3

− >

 +

< −

.        (I) 

XÐt 3 trêng hîp: 
Trêng hîp 1: NÕu m − 1 < 0 ⇔ m < 1 

(I) ⇔ 

3
x

m 1
m 2

x
3

 < −
 + < −


 ⇒ x < Min{
3

m 1−
, 

m 2

3

+
− }, tøc lµ, hÖ cã nghiÖm. 

Trêng hîp 2: NÕu m = 1 th×: 

(I) ⇔ 
0.x 3

x 1

>
 < −

⇒ v« nghiÖm.  
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Trêng hîp 3: NÕu m > 1 th×: 

(I) ⇔ 

3
x

m 1
m 2

x
3

 > −
 + < −


 v« nghiÖm do 
m 2 3

0
3 m 1

+
− < <

−
.  

VËy, víi m < 1 hÖ bÊt ph¬ng tr×nh cã nghiÖm. 

VÝ dô 38: T×m m ®Ó hÖ sau cã nghiÖm 1 nghiÖm ©m vµ 1 nghiÖm d¬ng: 
3 2

2 2

x 2x 5x 6 0 (1)

x (m 1)x 3m 1 0 (2)

 − − + <


− − + − =
. 

 Híng dÉn: BiÕn ®æi (1) vÒ d¹ng: 

(x − 1)(x2 − x − 6) < 0 ⇔ (x − 1)(x − 3)(x + 2) < 0 ⇔ x ∈ (−∞; −2) ∪ (1; 3) 
Tõ ®ã, ®Ó hÖ sau cã nghiÖm 1 nghiÖm ©m vµ 1 nghiÖm d¬ng ®iÒu kiÖn lµ: 

(2) cã hai nghiÖm tho¶ m·n x1 < −2 < 1 < x2 < 3 ⇔ 

af( 2) 0

af(1) 0

af(3) 0

− <
 <
 >

. 

VÝ dô 39:  T×m m ®Ó hÖ cã nghiÖm duy nhÊt: 
2 2

4 2

x (2m 1)x m m 2 0 (1)

x 5x 4 0 (2)

 + + + + − =


− + <
. 

 Gi¶i 
Gi¶i (2) b»ng c¸ch ®Æt t = x2, ®iÒu kiÖn t ≥ 0. Khi ®ã, (2) cã d¹ng: 

t2 − 5t + 4 < 0 ⇔ 1 < t < 4 ⇔ 1 < x2 < 4 ⇔ x ∈ (−2; −1) ∪ (1; 2). 
HÖ cã nghiÖm duy nhÊt  

⇔  (1) (ký hiÖu VT = f(x)) cã ®óng mét nghiÖm thuéc X2 = (−2; −1) ∪ (1; 2) 

⇔ 

f( 2)f( 1) 0

f(1)f(2) 0

f( 2)f( 1) 0

f(1)f(2) 0

 − − <
 ≥

 − − ≥ <

 ⇔ 
2 m 3

4 m 3

< <
− < < −

. 

VËy, víi m ∈ (−4; −3) ∪ (2; 3) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

 Chó ý: NÕu nhËn xÐt r»ng ph¬ng tr×nh (1) lu«n cã hai nghiÖm ph©n biÖt         
x1 = −m − 2 vµ x2 = −m + 1 (kho¶ng c¸ch gi÷a hai nghiÖm b»ng 3) 
th× yªu cÇu bµi to¸n lµ: 

1

2

x m 2 (1; 2)

x m 1 ( 2; 1)

= − − ∈
 = − + ∈ − −

⇔ 
4 m 3

2 m 3

− < < −
 < <

. 
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VÝ dô 40:  T×m m ®Ó hÖ cã nghiÖm duy nhÊt: 
2 2

2

x 2mx 2m m 2 0

x 2mx 2m 0

 − + + − =


− + >
. 

 Gi¶i 
§iÒu kiÖn cÇn: BiÕn ®æi hÖ vÒ d¹ng: 

2 2

2 2

(x m) m m 2 0

(x m) m 2m 0

 − + + − =


− − + >
.      (I) 

NhËn xÐt r»ng nÕu hÖ cã nghiÖm x0 th×: 
2 2

0

2 2
0

(x m) m m 2 0

(x m) m 2m 0

 − + + − =


− − + >
⇔ 

2
0

2 2
0

[(2m x ) m] m m 2 0

[(2m x ) m] m 2m 0

 − − + + − =


− − − + >
. 

Tøc lµ 2m − x0 còng lµ nghiÖm cña hª, do ®ã hÖ cã nghiÖm duy nhÊt khi:  
x0 = 2m − x0 ⇔ x0 = m.      (*) 

Khi ®ã, hÖ (I) cã d¹ng: 
2

2

m m 2 0

m 2m 0

 + − =


− + >
 ⇒ m = 1. 

§ã chÝnh lµ ®iÒu kiÖn cÇn ®Ó hÖ cã nghiÖm duy nhÊt. 
§iÒu kiÖn ®ñ: Víi m = 1, ta ®îc: 

(I) ⇔ 
2

2

x 2x 1 0

x 2x 2 0

 − + =


− + >
 ⇔ x = 1 lµ nghiÖm duy nhÊt. 

VËy, víi m = 1 hÖ ph¬ng tr×nh cã nghiÖm duy nhÊt. 

VÝ dô 41: T×m m ®Ó hÖ bÊt ph¬ng tr×nh sau cã nghiÖm: 
2

2

x (m 2)x 2m 0

x (m 7)x 7m 0

 − + + <


+ + + <
. 

 Gi¶i 
 KÝ hiÖu c¸c bÊt ph¬ng tr×nh trong hÖ theo thø tù lµ (1) vµ (2). 
ViÕt l¹i hÖ díi d¹ng: 

(x 2)(x m) 0

(x 7)(x m) 0

− − <
 + + <

. 

DÔ thÊy m = 2 hoÆc m = 7 hÖ v« nghiÖm 
Gäi X1 vµ X2 lÇn lît lµ tËp nghiÖm cña (1) vµ (2).  
XÐt c¸c trêng hîp: 

Trêng hîp 1: NÕu m > 7, ta cã: 
X1 = (2; m) vµ X2 = (−m; −7)  ⇒ X1 ∩ X2 = ∅ ⇒ hÖ v« nghiÖm. 

Trêng hîp 2: NÕu 2 < m < 7, ta cã: 
X1 = (2; m) vµ X2 = (−7; −m) ⇒ X1 ∩ X2 = ∅ ⇒ hÖ v« nghiÖm. 
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Trêng hîp 3: NÕu m < 2, ta cã: 
X1 = (m ; 2) vµ X2 = (−7; −m)  

HÖ cã nghiÖm khi X1 ∩ X2 ≠ ∅ ⇔ m <  − m ⇔ m < 0. 

VÝ dô 42: Gi¶i hÖ ph¬ng tr×nh:  
2 2x y 1 (1)

| x 3y 3 | | 3x y 3 | 2 | x y | (2)
 + =


+ − − + − = +
.  (I) 

 Gi¶i 
BiÕn ®æi (2) vÒ d¹ng: 

(2) ⇔ |x + 3y − 3| − |3x + y − 3| = |( x + 3y − 3) − ( 3x + y − 3)|  

⇔ (3x + y − 3)(x + y) ≥ 0 ⇔ 
3x y 3 0 & x y 0 (3)
3x y 3 0 & x y 0 (4)

+ − ≥ + ≥
 + − ≤ + ≤

 

 Víi (3), ta ®îc: 
(2) ⇔ |x + 3y − 3| − (3x + y − 3) = 2(x + y) ⇔ |x + 3y − 3| = 5x + 3y − 3 ≥ 0  

⇔ 
x 3y 3 5x 3y 3
x 3y 3 5x 3y 3

+ − = + −
 + − = − − +

 ⇔ 
x 0
x y 1

=
 + =

. 

 Víi x = 0, ta ®îc: 

(I) ⇔ 
2 2x y 1

x 0
 + =


=
⇔ 

2y 1
x 0

 =


=
 ⇔ 

x 0 & y 1
x 0 & y 1 (l)

= =
 = = −

. 

 Víi x + y = 1, ta ®îc: 

(I) ⇔ 
2 2x y 1

x y 1
 + =


+ =
⇔ 

x y 1
xy 0

+ =
 =

 ⇔ 
x 0 & y 1
x 1 & y 0

= =
 = =

. 

 Víi (4), ta ®îc: 

(2) ⇔ |x + 3y − 3| + (3x + y − 3) =  − 2(x + y) ⇔ |x + 3y − 3| =  − 5x − 3y + 3 ≥ 0  

⇔ 
x 3y 3 5x 3y 3
x 3y 3 5x 3y 3

+ − = + −
 + − = − − +

 ⇔ 
x 0
x y 1 (l)

=
 + =

. 

 Víi x = 0, ta ®îc: 

(I) ⇔ 
2 2x y 1

x 0
 + =


=
⇔ 

2y 1
x 0

 =


=
 ⇔ 

x 0 & y 1 (l)
x 0 & y 1

= =
 = = −

. 

VËy, hÖ cã ba cÆp nghiÖm (0; 1), (1; 0), (0; −1). 

VÝ dô 43: Gi¶i hÖ ph¬ng tr×nh: 

2 2 82
x y

9

1 10 10 1
x x y y

y 3 3 y

 + =

 + + − + = + +


. 
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 Gi¶i 
Ký hiÖu hai ph¬ng tr×nh cña hÖ lµ (1) vµ (2). 
BiÕn ®æi (2) vÒ d¹ng: 

|x + 
1

y
| + | 10

3
 − x + y| = ( x + 

1

y
) + (

10

3
 − x + y) ⇔ 

1
x 0 (3)

y

10
x y 0 (4)

3

 + ≥

 − + ≥

 

⇒ 
10

3
 + y + 

1

y
 ≥ 0 ⇔ 

23y 10y 3

3y

+ +
 ≥ 0 ⇔ 

y 0

3 y 1/ 3

>
− ≤ ≤ −

. 

a. Víi y > 0 th×: 

(1) ⇔ x2 = 
82

9
 − y2 ≥ 0 ⇒ 0 < y ≤ 

82

3
. 

 Víi x ≥ 0 th×: 

(1) ⇔ x = 282
y

9
−  tho¶ m·n (3) vµ (4). 

 Víi x < 0 th×: 

(1) ⇔ x =  − 282
y

9
−  tho¶ m·n (4). 

Khi ®ã, ®Ó tho¶ m·n (3) ta ph¶i cã: 

− 282
y

9
−  + 

1

y
 ≥ 0 ⇔ 

1

y
 ≥ 282

y
9

−  ⇔ 
2

1

y
 ≥ 

82

9
 − y2 ⇔ 9y4 − 82y2 + 9 ≥ 0  

⇔ 

2

2

y 9

1
y

9

 ≥

 ≤


 
82

0 y
3

< <
←→  

82
3 y

3
1

0 y
3


≤ ≤




< ≤

. 

b. Tõ (3) vµ (4) suy ra: 

− 1

y
 ≤ x ≤ 

10

3
 + y ⇔ 

2

1

y
 ≤ x2  ≤ (

10

3
 + y)2 ⇔ 

2

1

y
 + y2 ≤ x2 + y2 = 

82

9
 ≤ (

10

3
 + y)2 + y2 

⇔ 
4 2

2

9y 82y 9 0

3y 10y 3 0

 − + ≤


+ + ≥
 

1
3 y

3
− ≤ ≤−

←→  

(1)

(1)

1
y 3 x

3
1

y x 3
3

 = − → =

 = − → =

. 

VËy, nghiÖm cña hÖ ph¬ng tr×nh lµ: 

(
1

3
; −3), (3; − 1

3
), 

282
x y

9

82 1
3 y hoÆc 0 y

3 3


= −


 ≤ ≤ < ≤

. 
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VÝ dô 44: Gi¶i hÖ ph¬ng tr×nh:  
2 2x y 2xy 8 2

x y 4

 + + =


+ =
. 

 Gi¶i 
§iÒu kiÖn: 

x 0
y 0

≥
 ≥

.         (1) 

§Æt: 

S x y

P xy

 = +


=
, ®iÒu kiÖn S, P ≥ 0 vµ S2 − 4P ≥ 0. 

Khi ®ã, hÖ ph¬ng tr×nh cã d¹ng: 

2 2[( x y) 2 xy] 2xy 2xy 8 2

x y 4

 + − − + =

 + =

 

⇔
2 2 2(S 2P) 2P 2P 8 2

S 4

 − − + =


=
⇒ 2P 32P 128− +  = 8 − P  

⇔ 
2 2

8 P 0
P 32P 128 (8 P)

− ≥


− + = −
⇔ P = 4. 

VËy, ta ®îc:  

S 4
P 4

=
 =

⇔ 
x y 4

xy 4

 + =


=
⇔ x  = y  = 2 ⇔ x = y = 4. 

VËy, hÖ cã nghiÖm x = y = 4. 

 Chó ý: NhiÒu hÖ ë d¹ng ban ®Çu cha thÊy sù xuÊt hiÖn Èn phô, trong trêng 
hîp nµy ta cÇn sù dông mét vµi phÐp biÕn ®æi phï hîp. 

VÝ dô 45: Gi¶i hÖ ph¬ng tr×nh:  

2 2

x y x y 4

x y 128

 + + − =


+ =
. 

 Gi¶i 
§iÒu kiÖn:  

x y 0
x y 0

+ ≥
 − ≥

 ⇔
y x
y x

≥ −
 ≤

  ⇔  − x ≤ y ≤ x, suy ra x ≥ 0. 
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ViÕt l¹i hÖ ph¬ng tr×nh díi d¹ng: 

2 2

x y x y 4
1 1(x y) (x y) 128
2 2

 + + − =



+ + − =


 ⇔ 
2 2

x y x y 4

(x y) (x y) 256

 + + − =


+ + − =
. 

§Æt:  

u x y

v x y

 = +


= −
, ®iÒu kiÖn u, v ≥ 0. 

Ta ®îc: 

4 4

u v 4
u v 256

+ =


+ =
⇔

u v 4
uv(uv 32) 0

+ =
 − =

⇔
u v 4
uv 0
uv 32

+ =
 =

 =

 

⇔ 
u v 4
uv 32

+ =
 =

  (I)  hoÆc  
u v 4
uv 0

+ =
 =

 (II) 

 Gi¶i (I): v« nghiÖm. 
 Gi¶i (II):  

(II) ⇔ 
u 4 & v 0
u 0 & v 4

= =
 = =

⇔ 

x y 4

x y 0

x y 0

x y 4

 + =
 − =
 + =
 − =

⇔ 
x y 8
x 8 v y 8µ

= =
 = = −

. 

VËy, hÖ ph¬ng tr×nh cã hai cÆp nghiÖm (8; 8) vµ (8; −8). 
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