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ch¬ng 3 −  ph¬ng ph¸p to¹ ®é trong mÆt ph¼ng 

A.  KiÕn thøc cÇn nhí 

I.  §êng th¼ng 

1. vect¬ chØ ph¬ng cña ®êng th¼ng 

§Þnh nghÜa 1: Mét vect¬ a


 kh¸c 0


 gäi lµ vect¬ chØ ph¬ng (viÕt t¾t vtcp) cña ®êng 
th¼ng (d) nÕu gi¸ cña a



 song song hoÆc trïng víi (d). 
NhËn xÐt: 
 NÕu a



 lµ vtcp cña ®êng th¼ng (d) th× mäi vect¬ k a


 víi k ≠ 0 ®Òu lµ vtpt cña (d). 

 NÕu a


(a1; a2) lµ vtcp cña ®êng th¼ng (d) th× víi a1 ≠ 0 ta gäi k = 2

1

a

a
 lµ hÖ sè 

gãc cña ®êng th¼ng (d). 
 Mét ®êng th¼ng ®îc hoµn toµn x¸c ®Þnh khi biÕt mét vtcp cña nã vµ mét 

®iÓm mµ nã ®i qua. 

2. ph¬ng tr×nh tham sè cña ®êng th¼ng  

Ta cã kÕt qu¶: 

(d): 
0 0 0

1 2

Qua M (x ,y )

vtcpa(a ,a )





  ⇔ (d): 0 1

0 2

x x a t

y y a t

= +
 = +

 , t ∈  . 

Ph¬ng tr×nh (1) víi ®iÒu kiÖn 2
1a  + 2

2a  > 0 ®îc gäi lµ ph¬ng tr×nh tham sè cña 
®êng th¼ng. 
C¸c trêng hîp riªng: 

1. NÕu a1 = 0, ta ®îc: 

(d): 0

0 2

x x

y y a t

=
 = +

, t ∈   

lµ ®êng th¼ng cã vtcp a


(0; a2) do ®ã nã vu«ng gãc víi Ox,  c¾t Ox t¹i ®iÓm cã 
hoµnh ®é x0. 
2. NÕu a2 = 0, ta ®îc: 

(d): 0 1

0

x x a t

y y

= +
 =

, t ∈   

lµ ®êng th¼ng cã vtcp a


(a1; 0) do ®ã nã vu«ng gãc víi Oy,  c¾t Oy t¹i ®iÓm cã 
tung ®é y0. 

3. ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña ®êng th¼ng  

Ta cã kÕt qu¶: 

(d): 
0 0 0

1 2

Qua M (x ,y )

vtcpa(a ,a )





  ⇔ (d): 0

1

x x

a

−
 = 0

2

y y

a

−
. 
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Tõ ®ã, ®êng th¼ng (d) ®i qua hai ®iÓm M1(x1; y1) vµ M2(x2; y2), ta cã: 

(d): 1 1 1

2 2 2

Qua M (x ,y )

Qua M (x ,y )





 ⇔ (d): 1

2 1

x x

x x

−
−

 = 1

2 1

y y

y y

−
−

. 

4. vect¬ ph¸p tuyÕn cña ®êng th¼ng 

§Þnh nghÜa 2: Mét vect¬ n


 kh¸c 0


 gäi lµ vect¬ ph¸p tuyÕn (viÕt t¾t vtpt) cña ®êng 
th¼ng (d) nÕu gi¸ cña n



 vu«ng gãc víi (d). 

NhËn xÐt: 

 NÕu n


 lµ vtpt cña ®êng th¼ng (d) th× mäi vect¬ k n


 víi k ≠ 0 ®Òu lµ vtpt cña (d). 
 Mét ®êng th¼ng ®îc hoµn toµn x¸c ®Þnh khi biÕt mét vtpt cña nã vµ mét 

®iÓm mµ nã ®i qua. 

5. ph¬ng tr×nh tæng qu¸t cña ®êng th¼ng  

Ta cã kÕt qu¶: 

(d): 0 0 0Qua M (x ,y )

vtpt n(A,B)





  ⇔ (d): A(x − x0) + B(y − y0) = 0. 

Ph¬ng tr×nh tæng qu¸t cña ®êng th¼ng: 
(d): Ax + By + C = 0, víi A2 + B2 > 0 

vµ nã cã: 

 vtpt n


(A; B), vtcp a


(B; −A). 

 hÖ sè gãc k = − A

B
, víi B ≠ 0. 

C¸c trêng hîp riªng: 
1. NÕu A = 0, ta ®îc: 

(d): By + C = 0 ⇔ (d): y =  − C

B
 

lµ ®êng th¼ng cã vtpt n


(0; B) do ®ã nã vu«ng gãc víi 

Oy,  c¾t Oy t¹i ®iÓm cã tung ®é  − C

B
. 

Lu ý: B¶n th©n trôc Ox cã ph¬ng tr×nh y = 0. 
2. NÕu B = 0, ta ®îc: 

(d): Ax + C = 0 ⇔ (d): x =  − C

A
  

lµ ®êng th¼ng cã vtpt n


(A; 0) do ®ã nã vu«ng gãc víi 

Ox,  c¾t Ox t¹i ®iÓm cã hoµnh ®é  − C

A
. 

Lu ý: B¶n th©n trôc Oy cã ph¬ng tr×nh x = 0. 
3. NÕu C = 0, ta ®îc (d): Ax + By = 0 

y 

O 

(d) −C/B 

x 

n 

y 

O 

(d) 

−C/A x 

n 

y 

O 

(d) 

x 
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lµ ®êng th¼ng cã vtpt n


(A; B) vµ ®i qua gèc to¹ ®é O. 
4. NÕu A2 + B2 = 1, th× (4) ®îc gäi lµ ph¬ng tr×nh ph¸p d¹ng cña ®êng th¼ng. 
Lu ý: §Ó ®a ph¬ng tr×nh tæng qu¸t cña ®êng th¼ng  

(d): Ax + By + C = 0 

vÒ ph¬ng tr×nh ph¸p d¹ng ta chØ cÇn chia hai vÕ cña ph¬ng tr×nh cho 2 2A B+ , 
råi ®Æt: 

A0 = 
2 2

A

A B+
, B0 = 

2 2

B

A B+
 vµ C0 = 

2 2

C

A B+
. 

6. VÞ trÝ t¬ng ®èi cña hai  ®êng th¼ng 

Cho hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2) cã ph¬ng tr×nh 
(d1): A1x + B1y + C1 = 0 vµ (d2): A2x + B2y + C2 = 0. 

b»ng viÖc xÐt hÖ ph¬ng tr×nh t¹o bëi (d1) vµ (d2), ta cã kÕt qu¶: 

a. NÕu 1

2

A

A
 = 1

2

B

B
 ≠ 1

2

C

C
 ⇔ (d1) // (d2). 

b. NÕu 1

2

A

A
 = 1

2

B

B
 = 1

2

C

C
 ⇔ (d1) ≡ (d2). 

c. NÕu 1

2

A

A
 ≠ 1

2

B

B
 ⇔ (d1) c¾t (d2) t¹i ®iÓm I. 

trong trêng hîp nµy mäi ®êng th¼ng ®i qua I ®Òu cã d¹ng: 
α(A1x + B1y + C1) + β(A2x + B2y + C2) = 0,    (3) 

víi α2 + β2 > 0 
Ph¬ng tr×nh (3) ®îc gäi lµ ph¬ng tr×nh cña chïm ®êng th¼ng, ®iÓm I gäi lµ 

t©m cña chïm.  
Ta thêng dïng ph¬ng tr×nh cña chïm ®êng th¼ng ®Ó gi¶i c¸c bµi to¸n d¹ng: " 

ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng ®i qua giao ®iÓm cña hai ®êng th¼ng ®· cho vµ tho¶ 
m·n thªm ®iÒu kiÖn K " mµ kh«ng cÇn t×m to¹ ®é giao ®iÓm ®ã. 

7. gãc gi÷a hai  ®êng th¼ng 

Gäi α = g((d1),(d2)), 0 ≤ α ≤ 900. 
 Gäi a



, b


 theo thø tù lµ vtcp cña (d1), (d2), khi ®ã:  

cosα = 
| a.b |

| a | . | b |









.      (4) 

NhËn xÐt r»ng (d1) ⊥ (d2)  
⇔ a1b1 +  a2b2 = 0. 

 Gäi k1, k2 theo thø tù lµ hÖ sè gãc cña (d1), (d2) , khi ®ã: 

tgα = 1 2

1 2

k k

1 k k

−
+

.      (5) 

NhËn xÐt r»ng (d1) ⊥ (d2) ⇔ k1.k2 = −1. 
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8. kho¶ng c¸ch tõ mét ®iÓm ®Õn mét ®êng th¼ng 

§Þnh lý 3: Trong mÆt ph¼ng Oxy, cho ®iÓm M(xM, yM) vµ ®êng th¼ng (d) cã ph¬ng tr×nh  
(d): Ax + By + C = 0. 

Khi ®ã kho¶ng c¸ch tõ ®iÓm M ®Õn ®êng th¼ng (d) ®îc cho bëi: 

d(M, (d)) = M M

2 2

| Ax By C |

A B

+ +

+
. 

 Chó ý: Kho¶ng c¸ch ®¹i sè tõ M(xM, yM) tíi ®êng th¼ng (d) ®îc ®Þnh nghÜa: 

tM = HM  = M M

2 2

Ax By C

A B

+ +

+
. 

9. Ph¬ng tr×nh ®êng ph©n gi¸c 

§Þnh lý 4: Trong mÆt ph¼ng Oxy, cho hai ®êng th¼ng  
(d1): A1x + B1y + C1 = 0, (d2): A2x + B2y + C2 = 0. 

Khi ®ã ph¬ng tr×nh hai ®êng ph©n gi¸c (∆1) vµ (∆2) cña c¸c gãc t¹o bëi (d1) vµ 
(d2) lµ: 

1 1 1

2 2
1 1

A x B y C

A B

+ +

+
 = ± 2 2 2

2 2
2 2

A x B y C

A B

+ +

+
. 

 Chó ý: NÕu (d1) vµ (d2) kh«ng vu«ng gãc víi nhau th× (d1) t¹o víi (d2) hai gãc 
nhän vµ hai gãc tï, khi ®ã ta cã thÓ x¸c ®inh ph¬ng tr×nh ®êng ph©n 
gi¸c cña gãc nhän hoÆc gãc tï nhê kÕt qu¶ trong b¶ng sau: 

DÊu cña 

n


1. n


2 
Ph¬ng tr×nh ®êng ph©n 
gi¸c cña gãc nhän t¹o bëi 
(d1), (d2) øng víi 

Ph¬ng tr×nh ®êng ph©n 
gi¸c cña gãc tï t¹o bëi 
(d1), (d2) øng víi 

 −  t1 = t2 t1 =  − t2 
 +  t1 =  − t2 t1 = t2 

trong ®ã: 
 n



1(A1, B1), n


2(A2, B2) theo thø tù lµ vtpt cña (d1), (d2). 
 t1, t2 theo thø tù lµ kho¶ng c¸ch ®¹i sè tõ M(x, y) tíi (d1), (d2). 

II.  §êng trßn 

1. ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña ®êng trßn  

§Þnh lý 1: Trong mÆt ph¼ng Oxy, ®êng trßn (C) cã t©m I(a, b) vµ b¸n kÝnh R cã 
ph¬ng tr×nh: 

(C): (x − a)2 + (y − b)2 = R2.     (1) 
VËy, ta ®îc: 

(C): 
T©m I(a;b)

BkÝnh R





 ⇔ (C): (x − a)2 + (y − b)2 = R2. 
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 Chó ý: Ta cã: 
 §êng trßn t©m O b¸n kÝnh R cã ph¬ng tr×nh x2 + y2 = R2. 
 §êng trßn ®¬n vÞ cã ph¬ng tr×nh x2 + y2 = 1. 

2.  ph¬ng tr×nh tæng qu¸t cña ®êng trßn 

§Þnh lý 2: Trong mÆt ph¼ng Oxy, ®êng cong (C) cã ph¬ng tr×nh 

(C): x2 + y2 − 2ax − 2by + c = 0, víi a2 + b2 − c ≥ 0  (2) 

lµ ph¬ng tr×nh cña ®êng trßn t©m I(a, b) vµ b¸n kÝnh R = cba 22 −+ . 

3. Ph¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cña ®êng trßn  

§Þnh lý 3: Trong mÆt ph¼ng Oxy, ph¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn (d) t¹i ®iÓm M(x0; y0) cña 
®êng trßn (C): 

(C): (x − a)2 + (y − b)2 = R2 
cã ph¬ng tr×nh: 

(d): (x − a)(x0 − a) + (y − b)(y0 − b) = R2.   (5) 

 Chó ý:  
1. Ph¬ng tr×nh (5) ®îc gäi lµ ph¬ng tr×nh ph©n ®«i to¹ ®é theo quy t¾c 

(x − a)2 = (x − a).(x − a) thay b»ng (x − a).(x0 − a). 
(y − b)2 = (y − b)(y − b) thay b»ng (y − b)(y0 − b). 

2. NÕu (C) cã ph¬ng tr×nh tæng qu¸t: 
(C): x2 + y2 − 2ax − 2by + c = 0, víi a2 + b2 − c ≥ 0 

th× tiÕp tuyÕn (d) cã ph¬ng tr×nh: 
(d): x.x0 + y.y0 − a(x + x0) − b(y + y0) + c = 0. 

dùa theo quy t¾c: 
x2 = x.x thay b»ng x.x0. 
y2 = y.y thay b»ng y.y0. 
2ax = a(x + x) thay b»ng a(x + x0). 
2by = b(y + y) thay b»ng a(y + y0). 

3. Trong trêng hîp tæng qu¸t, ®êng th¼ng (d) tiÕp xóc (lµ tiÕp tuyÕn) víi ®êng 
trßn (C) cã t©m I vµ b¸n kÝnh R khi vµ chØ khi: 

d(I, (d)) = R. 

4.  ph¬ng tÝch cña mét ®iÓm ®èi víi mét ®êng trßn  

Cho ®êng trßn (C) cã ph¬ng tr×nh: 
(C): x2 + y2 − 2ax − 2by + c = 0, víi a2 + b2 − c ≥ 0. 

Ph¬ng tÝch cña ®iÓm M(x0, y0) ®èi víi ®êng trßn (C) ®îc x¸c ®Þnh bëi: 

pM/(C) = 2
0x  + 2

0y  − 2ax0 − 2by0 + c 

Tõ gi¸ trÞ vÒ dÊu cña pM/(O) ta x¸c ®Þnh ®îc vÞ trÝ cña ®iÓm M ®èi víi (C) 

 NÕu pM/(C) > 0 ⇔ M ë ngoµi ®êng trßn (C). 
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 NÕu pM/(C) = 0 ⇔ M ë trªn ®êng trßn (C). 

 NÕu pM/(C) < 0 ⇔ M ë trong ®êng trßn (C). 

5.  Trôc ®¼ng ph¬ng cña hai ®êng trßn  

Cho hai ®êng trßn kh«ng ®ång t©m (C1) vµ (C2) cã ph¬ng tr×nh:  

(C1): x2 + y2 − 2a1x − 2b1y + c1 = 0, víi 1
2
1

2
1 cba −+ ≥ 0 

(C2): x2 + y2 − 2a2x − 2b2y + c2 = 0, víi 2
2
2

2
2 cba −+ ≥ 0 

Khi ®ã tËp hîp nh÷ng ®iÓm cã cïng ph¬ng tÝch víi hai ®êng trßn (C1) vµ (C2) lµ 
®êng th¼ng (d), gäi lµ trôc ®¼ng ph¬ng cña hai ®êng trßn (C1), (C2) cã ph¬ng tr×nh: 

(d): 2(a1 −  a2)x + 2(b1 −  b2)y − c1 + c2 = 0. 

III.  ElÝp 

1. ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña elÝp 

§Þnh lý 1: Trong mÆt ph¼ng Oxy, ElÝp (E) cã hai tiªu ®iÓm 
F1(−c; 0), F2(c; 0) vµ cã tæng hai b¸n kÝnh qua tiªu øng víi 
®iÓm tuú ý M(x; y)∈(E) lµ 2a (a > c)  cã ph¬ng tr×nh: 

(E): 
2 2

2 2

x y
1

a b
+ = , víi b2 = a2 − c2. 

 Chó ý: §iÓm M(x, y)∈(E) lu«n cã:   

F1M = a + 
cx

a
 vµ F2M = a − cx

a
. 

2. ph¬ng tr×nh tham sè cña elÝp 

ElÝp (E) cã ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c: 

(E): 
2 2

2 2

x y
1

a b
+ = . 

®îc chuyÓn vÒ d¹ng tham sè: 

(E): 

x
sin t

a
y

cos t
b

 =

 =


, t ∈ [0, 2π) ⇔ (E): 
x asin t

y b cos t

=
 =

, t ∈ [0; 2π).  (*) 

Ph¬ng tr×nh (*) ®îc gäi lµ ph¬ng tr×nh tham sè d¹ng lîng gi¸c cña ElÝp (E). 

Ta biÕt r»ng, nÕu ®Æt z = tan
t

2
 th×: 

sint = 
2

2z

1 z+
 vµ  cost = 

2

2

1 z

1 z

−
+

,  

O 

M 
y 

x x 

y 

F1 F2 

b 
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do ®ã (*) cã thÓ ®îc viÕt díi d¹ng: 

(E):
2

2

2

2az
x

1 z

b(1 z )
y

1 z

 = +


− = +

, z ∈  .       (**) 

Ph¬ng tr×nh (**) ®îc gäi lµ ph¬ng tr×nh tham sè d¹ng ®¹i sè cña (E). 

3. h×nh d¹ng cña elÝp 

Víi ElÝp (E) cã ph¬ng tr×nh: 

(E): 
2 2

2 2

x y
1

a b
+ = , víi a > b > 0. 

ta xÐt c¸c tÝnh chÊt h×nh häc cña (E) b»ng c¸ch xÐt 
c¸c tÝnh chÊt ®¹i sè t¬ng øng cña ph¬ng tr×nh trªn. 

a. Ph¬ng tr×nh cña (E) cã bËc ch½n ®èi víi x vµ y nªn: 
 NÕu ®iÓm M(x; y)∈(E) th× c¸c ®iÓm M1( − x; y), M2( − x;  − y) vµ M3(x;  − y) 

còng thuéc (E).    
 (E) nhËn c¸c trôc täa ®é lµ trôc ®èi xøng vµ gèc O lµm t©m ®èi xøng. 

b. (E) c¾t c¸c trôc to¹  ®é t¹i bèn ®iÓm: 
 (E) ∩ Ox = {A1, A2} cã to¹ ®é lµ A1(−a; 0), A2(a; 0)  vµ ®o¹n th¼ng A1A2  gäi 

lµ trôc lín cña (E) cã ®é dµi b»ng 2a. 
 (E) ∩ Oy = {B1, B2} cã  to¹ ®é lµ B1(0; −b); B2(0; b) vµ ®o¹n th¼ng B1B2 gäi lµ 

trôc nhá cña (E) cã ®é dµi b»ng 2b. 
 Bèn ®iÓm A1, A2, B1, B2 gäi lµ bèn ®Ønh cña ElÝp (E) 

Lu ý: Hai tiªu ®iÓm cña ElÝp (E) lu«n ë trªn trôc lín. 
c. H×nh ch÷ nhËt c¬ së: h×nh ch÷ nhËt cã c¸c ®Ønh lµ giao ®iÓm cña c¸c ®êng th¼ng  x 

= ± a vµ c¸c ®êng th¼ng y = ±b ®îc gäi lµ h×nh ch÷ nhËt c¬ së cña (E). VËy 
ElÝp (E) n»m trong h×nh ch÷ nhËt cã t©m ®èi xøng O, cã c¸c kÝch thíc lµ 2a, 2b. 

d. Tõ M(x; y) ∈ (E) ta ®îc: 
2

2

2

2

x
1

a

y
1

b


≤


 ≤

⇔ 
| x | a

| y | b

≤
 ≤

 ⇔ 
a x a

b y b

− ≤ ≤
− ≤ ≤

. 

4. T©m sai  cña elÝp 

T©m sai cña ElÝp lµ sè thùc e b»ng tØ sè gi÷a tiªu cù vµ ®é dµi trôc lín cña ElÝp. 

 §èi víi ElÝp (E): 
2 2

2 2

x y
1

a b
+ = , víi a > b th× e = 

c

a
. 

 §èi víi ElÝp (E): 
2 2

2 2

x y
1

a b
+ = , víi a < b th× e = 

c

b
. 

O 

M 

y 

x 
 

 

 F1       F2 
A1 A2 

 − a a 

B1 

B2 b 

 − b 
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 Chó ý:  
1. Mäi ElÝp ®Òu cã t©m sai nhá h¬n 1. 
2. T©m sai e = 0 suy ra c = 0 ⇔ a = b  

Khi ®ã: 
2 2

2 2

x y
1

a b
+ =  ⇔ 

2 2

2 2

x y
1

a a
+ =  ⇔ x2 + y2 = a2 

ElÝp trë thµnh ®êng trßn t©m O, b¸n kÝnh b»ng a. 

IV.  Hypebol 

1. ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña Hypebol 

§Þnh lý 1: Trong mÆt ph¼ng Oxy, Hypebol (H) cã hai tiªu ®iÓm F1( − c; 0), F2(c; 0)  
vµ cã hiÖu hai b¸n kÝnh qua tiªu øng víi ®iÓm tuú ý M(x; y) ∈ (H) lµ 2a (a > c)  cã 
ph¬ng tr×nh: 

(H): 
2 2

2 2

x y
1

a b
− = , víi b2 = c2 − a2. 

 Chó ý: §iÓm M(x; y) ∈ (H) lu«n cã:   

a. F1M = 
cx

a
 + a vµ F2M = 

cx

a
 − a víi x > 0. 

b. F1M =  − cx

a
 − a vµ F2M = − cx

a
 + a víi x < 0. 

2.  h×nh d¹ng cña Hypebol 

Víi Hypebol (H) cã ph¬ng tr×nh: 

(H): 
2 2

2 2

x y
1

a b
− = . 

ta xÐt c¸c tÝnh chÊt h×nh häc cña (H) b»ng c¸ch xÐt 
c¸c tÝnh chÊt ®¹i sè t¬ng øng cña ph¬ng tr×nh trªn. 
c. Ph¬ng tr×nh cña (H) cã bËc ch½n ®èi víi x vµ y nªn: 

 NÕu ®iÓm M(x; y) ∈ (H) th× c¸c ®iÓm M1(−x; y), M2(−x; −y) vµ M3(x; −y) 
còng thuéc (H).    

 (H) nhËn c¸c trôc täa ®é lµ trôc ®èi xøng vµ gèc O lµm t©m ®èi xøng. 
d. (H) c¾t c¸c trôc to¹  ®é t¹i hai ®iÓm: 
 (H) ∩ Ox = {A1, A2} cã to¹ ®é lµ A1(−a; 0), A2(a; 0)  vµ ®o¹n th¼ng A1A2  gäi 

lµ trô c thùc cña (H) cã ®é dµi b»ng 2a. 
 (H) kh«ng c¾t Oy, ®Æt B1(0; −b); B2(0; b) vµ ®o¹n th¼ng B1B2 gäi lµ trôc ¶o cña 

(H) cã ®é dµi b»ng 2b. 
 VËy trôc thùc cña Hyperbol lµ trôc ®èi xøng c¾t Hyperbol, trôc ¶o lµ trôc ®èi 

xøng kh«ng c¾t Hyperbol. 
 Bèn ®iÓm A1, A2, B1, B2 gäi lµ bèn ®Ønh cña Hypebol (H). 

Q 

y 

x O A1 F1 F2 A2 

B2 

B1 

P 

S R 
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Lu ý: Hai tiªu ®iÓm cña Hypebol (H) lu«n ë trªn trôc thùc. 
e. H×nh ch÷ nhËt c¬ së: h×nh ch÷ nhËt cã c¸c ®Ønh lµ giao ®iÓm cña c¸c ®êng th¼ng x = 

±a vµ c¸c ®êng th¼ng y = ± b ®îc gäi lµ h×nh ch÷ nhËt c¬ së cña (H).  

f. Tõ M(x; y) ∈ (H) suy ra: 
2

2

x

a
 ≥ 1 ⇔ |x| ≥ a ⇔ 

x a

x a

≥
 ≤ −

. 

Nh vËy Hyperbol (H) lµ tËp hîp cña hai tËp con kh«ng giao nhau. 
- TËp con cña (H) chøa nh÷ng ®iÓm M(x; y) tho¶ m·n x ≥ a gäi lµ nh¸nh 

bªn ph¶i cña Hyperbol. 
- TËp con cña (H) chøa nh÷ng ®iÓm M(x; y) tho¶ m·n x ≤ −a gäi lµ nh¸nh 

bªn tr¸i cña Hyperbol. 
- Hai nh¸nh nµy ®èi xøng nhau qua trôc ¶o vµ c¶ hai ®Òu nhËn trôc thùc lµm 

trôc ®èi xøng.  

a. Tõ M(x; y) ∈ (H) ⇔ y = ±  2 2b
x a

a
− . 

- Khi x→ +∞: (H) cã tiÖm cËn y = 
b

a
x. 

- Khi x→ −∞: (H) cã tiÖm cËn y = − b

a
x. 

VËy Hyperbol (H) cã 2 ®êng tiÖm cËn lµ: y = ± 
b

a
x. 

b. C¸ch dùng Hyperbol (H)  

- X¸c ®Þnh vÞ trÝ c¸c ®iÓm A1(−a; 0) ;A2(a; 0), B1(0; −b), B2(0; b) trªn hÖ to¹ 
®é. 

- Dùng c¸c ®êng th¼ng x = ±a vµ y = ±b c¾t nhau t¹i P, Q, R, S. 

- H×nh ch÷ nhËt PQRS cã kÝch thíc 2a, 2b gäi lµ h×nh ch÷ nhËt c¬ së cña 
Hyperbol. 

- KÎ hai ®êng tiÖm cËn lµ hai ®¬ng chÐo cña h×nh ch÷ nhËt c¬ së. 

- Dùa trªn hai ®Ønh A1, A2 vµ hai ®êng tiÖm cËn ®Ó vÏ Hyperbol.  

3.  Hyperbol liªn hîp 

§Þnh nghÜa 3. Hai Hyperbol cã ph¬ng tr×nh: 

(H1): 
2 2

2 2

x y
1

a b
− =  vµ (H2): 

2 2

2 2

x y

a b
−  = −1 

gäi lµ hai Hyperbol liªn hîp. 

 Chó ý: Hai Hyperbol liªn hîp: 
- Cã chung c¸c ®îng tiÖm cËn vµ h×nh ch÷ nhËt c¬ së. 
- Cã c¸c tiªu ®iÓm vµ ®Ønh kh¸c nhau.  
Trôc thùc cña Hyperbol nµy lµ trôc ¶o cña Hyperbol kia vµ ngîc l¹i. 

y 

x O A1 F1 F2 A2 

B2 

B1 
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4.  T©m sai  cña Hypebol 

T©m sai cña Hypebol lµ sè thùc e b»ng tØ sè gi÷a tiªu cù vµ ®é dµi trôc thùc cña 
Hypebol. 

 §èi víi Hypebol (H): 
2 2

2 2

x y
1

a b
− =  th× e = 

c

a
. 

 §èi víi Hypebol (H): 
2 2

2 2

x y
1

a b
− = −  th× e = 

c

b
. 

 Chó ý: Mäi Hypebol ®Òu cã t©m sai lín h¬n 1. 

V.  Parabol 

1. ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña Parabol 

§Þnh lý 1: Trong mÆt ph¼ng Oxy, Parabol (P) cã hai tiªu ®iÓm F(
p

2
; 0) vµ ®êng 

chuÈn  (d): x = − p

2
 cã ph¬ng tr×nh (P): y2 = 2px. 

 Chó ý: §iÓm M(x; y) ∈ (P) lu«n cã FM = x + 
p

2
. 

2.  h×nh d¹ng cña Parabol 

Víi Parabol (P) cã ph¬ng tr×nh: 
(P): y2 =  2px, víi p > 0. 

C¸c thuéc tÝnh cña (P) gåm: 
 §Ønh O(0; 0), 

 Tiªu ®iÓm F (
p

2
; 0), 

 §êng chuÈn (d): x = − p

2
, 

 Parabol, nhËn Ox lµm trôc ®èi xøng, ®å thÞ ë bªn ph¶i Ox.  

 Chó ý: Ngoµi d¹ng chÝnh t¾c y2 = 2px, ngêi ta cung coi c¸c d¹ng ph¬ng 
tr×nh sau lµ ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña Parabol: 

(P): y2 =  − 2px,  (P): x2 = ± 2py. 

VI.  Ba ®êng c«nÝc 

§Þnh nghÜa: §êng chuÈn cña ElÝp (Hyperbol) øng víi tiªu ®iÓm Fi (i = 1,2) lµ 
®êng th¼ng (∆i) (i = 1, 2) vu«ng gãc víi trôc ®èi xøng chøa c¸c tiªu ®iÓm n»m vÒ 
cïng mét phÝa víi Fi ®èi víi trôc ®èi xøng cßn l¹i vµ c¸ch t©m cña ElÝp (Hyperbol) 

mét ®o¹n 
a

e
 víi e lµ t©m sai vµ a lµ ®é dµi nöa trôc lín (trôc thùc). 

 

(d) 

 
O 

y 

x 

(P) 

p/2 −p/2 
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a. Víi ElÝp (E) cã ph¬ng tr×nh (E): 
2 2

2 2

x y
1

a b
+ = víi a > b, ta cã: 

 øng víi tiªu ®iÓm F1(−c; 0) lµ ®êng chuÈn 

(∆1): x = − a

e
. 

 øng víi tiªu ®iÓm F2(c; 0) lµ ®êng chuÈn 

(∆2): x = 
a

e
. 

b. Víi Hyperbol  (H) cã ph¬ng tr×nh:  

(H): 
2 2

2 2

x y
1

a b
− = ,  

ta cã: 

 øng víi F1(−c; 0) lµ ®êng chuÈn (∆1): x = − a

e
. 

 øng víi F2(c; 0) lµ ®êng chuÈn (∆2): x = 
a

e
.  

Nh¾c l¹i: Víi Parabol (P): y2 = 2px cã ®êng chuÈn x = − p

2
. 

§êng chuÈn cña c¶ ba ®êng Conic ®Òu cã t×nh chÊt chung sau ®©y: 
§Þnh lý 1: §iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó mét ®iÓm n»m trªn ®êng Conic lµ kho¶ng c¸ch tõ 
®iÓm ®ã tíi tiªu ®iÓm  vµ ®Õn ®êng chuÈn t¬ng øng b»ng t©m sai e cña ®êng 
Conic ®ã. 
§Þnh nghÜa 2: §êng C«nÝc (C) lµ tËp hîp ®iÓm cã tû sè c¸c kho¶ng c¸ch tõ ®ã ®Õn 

mét ®iÓm cè ®Þnh vµ ®Õn mét ®êng th¼ng cè ®Þnh kh«ng ®i qua ®iÓm 
cè ®Þnh Êy, b»ng mét h»ng sè d¬ng e. 

H»ng sè d¬ng e chÝnh lµ t©m sai cña ®êng C«nÝc (C). 
 NÕu e < 1 : (C) lµ ElÝp. 
 NÕu e = 1 : (C) lµ Parabol. 
 NÕu e > 1 : (C) lµ Hyperbol. 

B  Ph¬ng ph¸p gi¶i c¸c d¹ng to¸n liªn quan 
 

§1. §êng th¼ng 

D¹ng to¸n 1: Ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng 
Ph¬ng ph¸p thùc hiÖn 

Ph¬ng tr×nh: 
Ax + By + C = 0 

lµ ph¬ng tr×nh cña mét ®êng th¼ng khi vµ chØ khi A2 + B2 > 0. 

 

O 

y 

x 
F1 F2 

A1 A2 
−a a 

B1 

B2 b 

 
  

a/e −a/e 

(∆2) (∆1) 

y 

x O A1 F1 F2 A2 

−a/e 

(∆1) 

a/e 

(∆2) 
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 Chó ý: §i kÌm víi hä ®êng th¼ng (dm) thêng cã thªm c¸c c©u hái phô: 
C©u hái  1:   Chøng minh r»ng hä ®êng th¼ng (dm) lu«n ®i qua mét ®iÓm cè ®Þnh. 
C©u hái  2:    T×m c¸c ®iÓm mµ hä (dm) kh«ng ®i qua. 
Khi ®ã: 
a. Víi c©u hái 1, ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 

Bíc 1: Gi¶ sö M(x0, y0) lµ ®iÓm cè ®Þnh cña hä (dm), khi ®ã:  
Ax0 + By0 + C = 0 ∀m 

Bíc 2: Nhãm theo bËc cña m råi cho c¸c hÖ sè b»ng 0 ⇒ (x0, y0). 
Bíc 3: KÕt luËn. 

b. Víi c©u hái 2, ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: Gi¶ sö M(x, y) lµ ®iÓm mµ hä (dm) kh«ng ®i qua, khi ®ã:  

Ax + By + C = 0 v« nghiÖm m 
Bíc 2: ThiÕt lËp ®iÒu kiÖn v« nghiÖm ⇒ (x, y). 

ë ®©y cÇn nhí l¹i: 

 Ph¬ng tr×nh am + b = 0 v« nghiÖm m ⇔ 




≠
=

0b

0a
. 

 Ph¬ng tr×nh am2 + bm + c = 0 (a ≠ 0) v« nghiÖm m ⇔ ∆m < 0. 
 Ph¬ng tr×nh acosm + bsinm = c v« nghiÖm m ⇔ a2 + b2 < c2. 

Bíc 3: KÕt luËn. 

ThÝ dô 1. T×m ®iÒu kiÖn cña m ®Ó ph¬ng tr×nh sau lµ ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng: 
mx + (m2 − 2m)y − 3 = 0. 

 Gi¶i 
Ph¬ng tr×nh trªn lµ ph¬ng tr×nh cña ®êng th¼ng khi vµ chØ khi: 

A2 + B2 > 0 ⇔ m2 + (m2 − 2m)2 > 0 ⇔ m2(m2 − 4m + 5)2 > 0 ⇔ m ≠ 0. 
VËy, víi m ≠ 0 ph¬ng tr×nh ®· cho lµ ph¬ng tr×nh cña ®êng th¼ng. 

ThÝ dô 2. Cho ph¬ng tr×nh mx + (m − 2)y − m = 0.    (1) 
a. Chøng minh r»ng víi mäi m ph¬ng tr×nh (1) lµ ph¬ng tr×nh cña 

mét ®êng th¼ng, gäi lµ hä (dm). 
b. T×m ®iÓm cè ®Þnh mµ hä (dm) lu«n ®i qua. 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

A2 + B2 = m2 + (m − 2)2 = 2m2 − 4m + 4 = 2(m − 1)2 + 2 > 0, ∀m. 
VËy víi mäi m ph¬ng tr×nh ®· cho lµ ph¬ng tr×nh cña mét ®êng th¼ng. 

b. Gi¶ sö M(x0, y0) lµ ®iÓm cè ®Þnh mµ hä (dm) lu«n ®i qua 
⇔ mx0 + (m − 2)y0 − m = 0, ∀m ⇔ m(x0 + y0 − 1) − 2y0 = 0, ∀m 

⇔ 0 0

0

x y 1 0
2y 0

+ − =
− =

 ⇔ 0

0

x 1
y 0

=
 =

. 

VËy hä (dm) lu«n ®i qua ®iÓm cè ®Þnh M(1; 0). 
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ThÝ dô 3. T×m tËp hîp c¸c ®iÓm cña mÆt ph¼ng kh«ng thuéc bÊt cø ®êng th¼ng 
nµo cña hä ®êng th¼ng (dm): (m + 1)x − y + m2 − m = 0.  

 Gi¶i 
Gäi M(x; y) lµ ®iÓm mµ hä (dm) kh«ng ®i qua 

⇔ (m + 1)x − y + m2 − m = 0 v« nghiÖm m  
⇔ m2 + m(x − 1) + x − y = 0 v« nghiÖm m  
⇔ ∆m < 0 ⇔ (x − 1)2 − 4(x − y) < 0 ⇔ x2 − 6x + 4y + 1 < 0. 

VËy, tËp hîp c¸c ®iÓm M(x; y) tho¶ m·n x2 − 6x + 4y + 1 < 0 kh«ng thuéc bÊt cø 
®êng th¼ng nµo cña hä (dm). 

D¹ng to¸n 2: LËp ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng 
Ph¬ng ph¸p thùc hiÖn 

Ta sö dông c¸c kÕt qu¶: 
1. §êng th¼ng ®i qua hai ®iÓm: 

(d): 




)y,x(MQua

)y,x(MQua

222

111  ⇔ (d): 
12

1

xx

xx

−
−

 = 
12

1

yy

yy

−
−

. 

Lu ý: 
 NÕu M1(a, 0) vµ M2(0, b) víi a, b ≠ 0 th× ph¬ng tr×nh (M1M2) ®îc x¸c ®Þnh 

b»ng ph¬ng tr×nh ®o¹n ch¾n (M1M2): 
b

y

a

x
+  = 1. 

 §êng th¼ng (d) ®i qua ®iÓm M0(x0, y0) lu«n cã d¹ng: 
(d): A(x − x0) + B(y − y0) = 0, víi A2 + B2 > 0. 

2. §êng th¼ng ®i qua mét ®iÓm vµ biÕt vtcp: 

(d): 






)a,a(avtcp

)y,x(MQua

21

000
 ⇔ (d): 

1

0

a

xx −
 = 

2

0

a

yy −
  

hoÆc (d): 




+=

+=

tayy

taxx

20

10 , t ∈ R. 

Lu ý: §êng th¼ng (d) cã vtcp a (a1, a2) lu«n cã d¹ng: 
(d): a2x − a1y + C = 0. 

3. §êng th¼ng ®i qua mét ®iÓm vµ biÕt vtpt: 

(d): 






)B,A(nvtpt

)y,x(MQua 000
 ⇔ (d): A(x − x0) + B(y − y0) = 0. 

Lu ý: §êng th¼ng (d) cã vtpt n


(n1, n2) lu«n cã d¹ng: 
(d): n1x + n2y + C = 0. 

4. §êng th¼ng ®i qua mét ®iÓm vµ biÕt hÖ sè gãc k: 

(d): 




khsg

)y,x(MQua 000  ⇔ (d): y = k(x − x0) + y0. 
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Lu ý: §êng th¼ng (d) cã hÖ sè gãc k lu«n cã d¹ng: 

(d): y = kx + m = 0. 

5. §êng th¼ng (d)//(∆): Ax + By + C = 0 cã ph¬ng tr×nh: 
(d): Ax + By + D = 0. 

6. §êng th¼ng (d)⊥(∆): Ax + By + C = 0 cã ph¬ng tr×nh: 

(d): Bx − Ay + D = 0. 

 Chó ý: Trong nhiÒu trêng hîp ®Æc thï chóng ta cßn sö dông  
a. Ph¬ng tr×nh chïm ®êng th¼ng. 
b. Ph¬ng ph¸p quü tÝch ®Ó x¸c ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng. 

ThÝ dô 1. LËp ph¬ng tr×nh tham sè cña ®êng th¼ng (d) trong mçi trêng hîp sau: 

a. (d) ®i qua ®iÓm M(2, 1) vµ cã vtcp a (3, 4). 

b. (d) ®i qua ®iÓm M(−2, 3) vµ cã vtpt n (5, 1). 

 Gi¶i 
a. Ta cã ngay: 

(d): 






)4,3(avtcp

)1,2(MQua
 ⇔ (d): 





+=
+=

t41y

t32x
, t ∈ R. 

b. Ta cã: 

(d): 




 −

)1,5(nvtpt

)3,2(MQua
 ⇔ (d): 







−

−

)5,1(avtcp

)3,2(MQua
 ⇔ (d): 





−=
+−=

t53y

t2x
, t ∈ R. 

ThÝ dô 2. LËp ph¬ng tr×nh tæng qu¸t cña ®êng th¼ng (d) trong mçi trêng hîp sau: 
a. (d) ®i qua ®iÓm M(−5, −8) vµ cã hÖ sè gãc k= −3. 
b. (d) ®i qua hai ®iÓm A(2, 1) vµ B(−4, 5). 
c. (d) ®i qua ®iÓm M(4, 0) vµ ®iÓm N(0, −1). 

 Gi¶i 
a. Ta cã ngay: 

(d): 




−=
−−

3khsg

)8,5(MQua
 ⇔ (d): y = −3(x + 5) − 8 ⇔ (d): 3x + y + 23 = 0. 

b. Ta cã: 

(d): 




− )5,4(BQua

)1,2(AQua
 ⇔ (d): 

24

2x

−−
−

 = 
15

1y

−
−

 ⇔ (d): 2x + 3y − 7 = 0. 

c. Sö dông ph¬ng tr×nh ®o¹n ch¾n ta cã: 

(MN): 




− )1,0(NQua

)0,4(MQua
 ⇔ (MN): 

4

x
 + 

1

y

−
 = 1 ⇔ (MN): x − 4y − 4 = 0. 
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 Chó ý: Víi c©u b) chóng ta còng cã thÓ t×m ®îc ph¬ng tr×nh tæng qu¸t cña 
®êng th¼ng (d) b»ng viÖc sö dông ph¬ng tr×nh tham sè hoÆc tõ vtcp 

AB (−6, 4) suy ra vtpt n (2, 3) cña ®êng th¼ng (d). 

ThÝ dô 3. Cho ∆ABC, biÕt A(1, 4), B(3, −1), C(6, 2). 
a. LËp ph¬ng tr×nh tæng qu¸t c¸c ®êng th¼ng AB, BC, CA. 
b. LËp ph¬ng tr×nh tæng qu¸t cña ®êng cao AH vµ trung tuyÕn AM. 

 Gi¶i 
a. Ta lÇn lît cã: 

(AB): 




− )1,3(BQua

)4,1(AQua
 ⇔ (AB): 

13

1x

−
−

 = 
41

4y

−−
−

 ⇔ (AB): 5x + 2y − 13 = 0. 

T¬ng tù, ta nh©n ®îc (BC): x − y − 4=0 vµ (CA): 2x+5y − 22=0. 
b. Ta lÇn lît cã: 

(AH): 




⊥ BCAH

AQua
 ⇔ (AH): 







)1,1(nvtpt

)4,1(AQua
  

⇔ (AH): x − 1 + y − 4 = 0 ⇔ (AH): x + y − 5 = 0. 

(AM): 




BCdiÓmtrunglµMQua

AQua
 ⇔ (AM): 

Qua A(1,4)
Qua M(9 / 2,1/ 2)





  

⇔ (AM): 
1

2

9
1x

−

−
 = 

4
2

1
4y

−

−
 ⇔ (AM): x + y − 5 = 0. 

ThÝ dô 4. Cho ∆ABC, biÕt trung ®iÓm c¸c c¹nh lµ M(2; 1), N(5; 3), P(3; −4). 
a. LËp ph¬ng tr×nh c¸c c¹nh cña ∆ABC. 
b. LËp ph¬ng tr×nh c¸c ®êng trung trùc cña ∆ABC. 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 
 Ph¬ng tr×nh c¹nh AB ®îc x¸c ®Þnh bëi: 

(AB): 
qua P
AB// MN





⇔ (AB): 
qua P(3; 4)

vtcpMN(3;2)

−



  

⇔ (AB): 
x 3

3
−

 = 
y 4

2
+

 ⇔ (AB): 2x − 3y − 18 = 0. 

T¬ng tù (BC), (AC). 
b. Gäi c¸c ®êng trung trùc kÎ tõ M, N, P theo thø tù lµ (dM), (dN), (dP). 
 Ph¬ng tr×nh (dM) ®îc x¸c ®Þnh bëi: 

(dM):
M

qua M

(d ) PN



⊥
⇔ (dM): 

qua M(2;1)

vtpt PN(2;7)




   

M 

C 

B 

N 

P 

A 
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⇔ (dM): 2(x − 2) + 7(y − 1) = 0 ⇔ (dM): 2x + 7y − 11 = 0. 
T¬ng tù (dN), (dP). 

ThÝ dô 5. LËp ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d1) ®èi xøng víi ®êng th¼ng (d) qua 
(∆), biÕt: 

(d): x + 2y − 13 = 0 vµ (∆): 2x − y − 1 = 0. 

 Gi¶i 
Víi mçi ®Óm M(x, y)∈(d1) ⇒ tån t¹i ®iÓm M0(x0, y0)∈(d) sao cho: 

0

0

trung®iÓm I cña MM thuéc( )

MM ( )

∆


⊥ ∆
 

⇔
0 0

0 0

x x y y2 1 0
2 2

1.(x x ) 2.(y y ) 0

+ + − − =

 − + − =

⇔
0

0

1x (4x 3y 1)
5
1y ( 3x 4y 2)
5

 = + −

 = − + +


    (I) 

Thay (I) vµo ph¬ng tr×nh cña (d), ta ®îc:  
1
5

(4x + 3y − 1) + 
2
5

(−3x + 4y + 2) − 13 = 0 ⇔ 2x − 11y + 62 = 0.  

§ã chÝnh lµ ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d1). 

ThÝ dô 6. ThiÕt lËp ph¬ng tr×nh c¸c ®êng ph©n gi¸c cña c¸c gãc trong cña 
∆ABC cã ba c¹nh ®îc t¹o bëi c¸c ph¬ng tr×nh :  

3x − 4y = 0, 4x − 3y = 0, 5x + 12y − 63 = 0. 

 Gi¶i 
Gi¶ sö ba ph¬ng tr×nh trªn cña c¸c c¹nh AB, BC, AC. 

a. Ph¬ng tr×nh ®êng ph©n gi¸c trong cña gãc A : Tríc tiªn: 
 Täa ®é cña B lµ nghiÖm cña hÖ ph¬ng tr×nh: 

3 4 0
4 3 0
x y

x y

− =
 − =

⇔ 
0
0

x

y

=
 =

 ⇒ B(0; 0). 

 Täa ®é cña C lµ nghiÖm cña hÖ ph¬ng tr×nh: 
4 3 0
5 12 63 0

x y

x y

− =
 + − =

⇔ 
3
4

x

y

=
 =

 ⇒ C(3; 4). 

Gäi (dA) lµ ®êng ph©n gi¸c trong cña gãc A  cña ∆ABC.  
Khi ®ã, ®iÓm M(x, y)∈(dA) 

⇔
M vµ B cïngphÝa víi (AC)

M vµ C cïngphÝa víi (AB)

d(M,(AB)) d(M,(AC))




 =

 ⇔      

2 2 2 2

(5x 12y 63)( 63) 0

(3x 4y)(3.3 4.4) 0

| 5x 12y 63 | | 3x 4y |

5 12 3 4

+ − − >
− − >
+ − −

=
+ +
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⇔ 

5x 12y 63 0

3x 4y 0

5(5x 12y 63) 13(3x 4y)

+ − <
 − <
 + − = −

⇔ 14x − 112y + 315 = 0.  

§ã chÝnh lµ ph¬ng tr×nh tæng qu¸t cña ®êng th¼ng (dA). 

T¬ng tù: Víi ph¬ng tr×nh dêng ph©n gi¸c trong cña gãc  B,C.  

ThÝ dô 7. Cho ®iÓm M(2; 1). §êng th¼ng (d) lu«n ®i qua M c¾t Ox, Oy theo thø tù 
t¹i A(a; 0), B(0; b) víi a, b > 0. LËp ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d) sao cho: 
a. DiÖn tÝch ∆OAB nhá nhÊt. b.  OA + OB nhá nhÊt. 

c.   2

1
OA

 + 2

1
OB

  nhá nhÊt. 

 Gi¶i 

Tõ gi¶ thiÕt, ta ®îc (d): 
x
a

 + 
y
b

 = 1. 

V× M∈(d) nªn 
2
a

 + 
1
b

 = 1.        (1) 

a. Ta cã, diÖn tÝch ∆OAB ®îc cho bëi:  

S = 
1
2

OA.OB = 
ab
2

. 

Tõ (1) suy ra 

1 = 
2
a

 + 
1
b

 ≥ 2
2 1.
a b

 = 
2
ab

 ⇔  ab ≥ 2 ⇔ S ≥ 1. 

VËy SMin = 1, ®¹t ®îc khi: 
2
a

 = 
1
b

 = 
1
2

 ⇔ 
a 4
b 2

=
 =

 . 

Khi ®ã ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d): x + 2y − 4 = 0. 
b. Tõ (1), ta ®îc :  

a = 
2b

b 1−
 ⇒ ®iÒu kiÖn b > 1.  

Khi ®ã:  

OA + OB = 
2b

b 1−
 + b = 

2
b 1−

 + b + 2  

= 
2

b 1−
 + b − 1 + 3 ≥ 2

2 .(b 1)
b 1

−
−

 + 3 = 2 2  + 3. 

VËy (OA + OB)Min = 2 2  + 3, ®¹t ®îc khi:  

2
b 1−

 = b − 1 ⇔ 
a 2 2

b 1 2

 = +


= +
.  



 354 

Khi ®ã ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng  
(d): (1 + 2 )x + (2 + 2 )y − 5 −  3 2  = 0. 

c. Ta cã:  

2

1
OA

 + 2

1
OB

 = 2

1
a

 + 2

1
b

. 

NhËn xÐt r»ng:  

(22 + 12)( 2

1
a

 + 2

1
b

) ≥ (
2
a

 + 
1
b

)2 = 1 ⇒ 2

1
a

 + 2

1
b

 ≥ 
1
5

. 

VËy ( 2

1
OA

 + 2

1
OB

)Min = 
1
5

, ®¹t ®îc khi: 

2 1 1
a b
2a b

 + =

 =

 ⇔ 
5a
2

b 5

 =

 =

 . 

Khi ®ã ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d): 2x + y − 5 = 0. 

D¹ng to¸n 3: XÐt vÞ trÝ t¬ng ®èi cña hai ®êng th¼ng 
Ph¬ng ph¸p thùc hiÖn 

NÕu hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2) cã ph¬ng tr×nh tæng qu¸t: 
(d1): A1x + B1y + C1 = 0,  (d2): A2x + B2y + C2 = 0. 

®Ó xÐt vÞ trÝ t¬ng ®èi cña hai ®êng th¼ng (d1), (d2), ta sö dông kÕt qu¶: 

a. NÕu 
2

1

A

A
 = 

2

1

B

B
 ≠ 

2

1

C

C
 ⇔ (d1) // (d2). 

b. NÕu 
2

1

A

A
 = 

2

1

B

B
 = 

2

1

C

C
 ⇔ (d1) ≡ (d2). 

c. NÕu 
2

1

A

A
 ≠ 

2

1

B

B
 ⇔ (d1) c¾t (d2). 

C¸c trêng hîp kh¸c th× b»ng viÖc xÐt hÖ ph¬ng tr×nh t¹o bëi hai ®êng th¼ng 
(d1) vµ (d2), khi ®ã sè nghiÖm cña hÖ ph¬ng tr×nh cho phÐp kÕt luËn vÒ vÞ trÝ t¬ng 
®èi cña hai ®êng th¼ng. 

ThÝ dô 1. XÐt vÞ trÝ t¬ng ®èi cña c¸c cÆp ®êng th¼ng (d1) vµ (d2) sau ®©y: 
a. (d1): 4x − 10y + 1 = 0 vµ (d2): x + y + 2 = 0. 

b. (d1): 12x − 6y + 10 = 0 vµ (d2): 




+=
+=

t23y

t5x
, t ∈ R. 

c. (d1): 8x + 10y − 12 = 0 vµ (d2): 




−=
+−=

t46y

t56x
, t ∈ R. 

 Gi¶i 
a. Ta cã thÓ lùa chän mét trong hai c¸ch sau: 
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C¸ch 1: XÐt hÖ ph¬ng tr×nh t¹o bëi ph¬ng tr×nh cña (d1) vµ (d2), ta cã : 





=++
=+−

02yx

01y10x4
 ⇔ x = 

2

3
 vµ y = −

2

1
 ⇒ (d1) ∩ (d2) = {M(

2

3
, −

2

1
)}. 

C¸ch 2: NhËn xÐt r»ng 
1

4
 ≠ 

1

10−
 ⇒ (d1) vµ (d2) c¾t nhau. 

b. B»ng c¸ch thay ph¬ng tr×nh tham sè cña (d2) vµ (d1), ta ®îc: 
12(5 + t) − 6(3 + 2t) + 10 = 0 ⇔ 52 = 0, m©u thuÉn. 

VËy, ta kÕt luËn (d1) // (d2). 
c. B»ng c¸ch thay ph¬ng tr×nh tham sè cña (d2) vµ (d1), ta ®îc: 

8( −6 + 5t) + 10(6 − 4t) − 12 = 0 ⇔ 0 = 0, lu«n ®óng. 
VËy, ta kÕt luËn (d1) ≡ (d2). 

ThÝ dô 2. Cho hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2) cã ph¬ng tr×nh: 

(d1): 




−=

−=

1

1

t3y

t2x
, (d2): 





+=

+=

2

2

t63y

t31x
,t1, t2 ∈ R. 

a. X¸c ®Þnh giao ®iÓm cña (d1) vµ (d2). 
b. TÝnh cosin gãc nhän t¹o bëi (d1) vµ (d2). 

 Gi¶i 
a. XÐt hÖ ph¬ng tr×nh t¹o bëi (d1) vµ (d2): 





+=−

+=−

21

21

t63t3

t31t2
⇔ 





−=

=

1t

1t

2

1  . 

VËy (d1) c¾t (d2) t¹i A(−2, −3). 
b. Gäi 1a



, 2a


 theo thø tù lµ vtcp cña (d1) vµ (d2), ta cã 1a


(−2, −3), 2a


(1, 2).  

Khi ®ã, cosin gãc nhän α t¹o bëi (d1) vµ (d2) ®îc cho bëi:  

cosα = 
|a.|.|a|

|a.a|

21

21




 = 
2222 21.)3()2(

|2.31.2|

+−+−

−−
 = 

65

8
. 

 Chó ý: ViÖc xÐt vÞ trÝ t¬ng ®èi cña hai ®êng th¼ng cã ph¬ng tr×nh tæng 
qu¸t sÏ gîi ý cho chóng ta gi¶i bµi to¸n: 

" H·y biÖn luËn gi¸ trÞ nhá nhÊt cña  biÓu thøc  
F = (A1x + B1y + C1)2 + (A2x + B2y + C2)2 " 

Ta thùc hiÖn theo c¸c bíc sau: 
Bíc 1: XÐt hai ®êng th¼ng  

(d1): A1x + B1y + C1 = 0 vµ (d2): A2x + B2y + C2 = 0.  
Bíc 2: VËy gi¸ trÞ nhá nhÊt cña F tuú thuéc vµo vÞ trÝ t¬ng ®èi cña (d1) vµ (d2). 

XÐt hÖ ph¬ng tr×nh t¹o bëi (d1) vµ (d2) cã d¹ng:  





−=+

−=+

222

111

CyBxA

CyBxA
. 

X¸c ®Þnh c¸c gi¸ trÞ cña D, Dx, Dy. 
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Bíc 3: BiÖn luËn: 

a. NÕu D ≠ 0, hÖ cã nghiÖm duy nhÊt x = 
D

Dx  vµ y = 
D

Dy . 

Khi ®ã (d1) c¾t (d2) do ®ã minF = 0, ®¹t ®îc khi  

x = 
D

Dx  vµ y = 
D

Dy . 

b. NÕu D = Dx = Dy = 0 ⇔ 
2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A
== . 

Khi ®ã (d1) ≡ (d2) do ®ã minF = 0, ®¹t ®îc t¹i ∀M(x, y) ∈ (d1). 
c. NÕu 













≠

≠

=

0D

0D

0D

y

x  ⇔ 
2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A
≠=  . 

Khi ®ã th× (d1) // (d2) do ®ã ®Æt t = A1x + B1y + C1, ta ®îc:  

F = t2 + (kt + m)2 = (k2 + 1)t2 + 2mkt + m2 ≥ −
a4

∆
.  

VËy  minF = −
a4

∆
, ®¹t ®îc khi t = −

1k

mk
2 +

. 

ThÝ dô 3. H·y biÖn luËn theo a gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc: 
F = (2x + y − 2)2 + (4x + ay − 1)2. 

 Gi¶i 
XÐt hai ®êng th¼ng (d1): 2x + y − 2 = 0 vµ (d2): 4x + ay − 1 = 0.  
VËy gi¸ trÞ nhá nhÊt cña F tuú thuéc vµo vÞ trÝ t¬ng ®èi cña (d1) vµ (d2). 
XÐt hÖ ph¬ng tr×nh t¹o bëi (d1) vµ (d2) cã d¹ng:  

2 2
4 1

x y

x ay

+ =
 + =

. 

Ta cã:  

D = 
2 1
4 a

 = 2a − 4, Dx = 
2 1
1 a

 = 2a − 1,  Dy  = 
2 2
4 1

 = −6. 

 NÕu D ≠ 0 ⇔ 2a − 4 ≠ 0 ⇔ a ≠ 2.  

 HÖ cã nghiÖm duy nhÊt x = 
2 1
2 4

a

a

−
−

 vµ y = 
3
2a

−
−

 ⇒ (d1) c¾t (d2) do ®ã minF = 0 

 NÕu D = 0 ⇔ 2a − 4 = 0 ⇔ a = 2. 
Víi a = 2, suy ra Dx = 3 ≠ 0, hÖ v« nghiÖm. 
Khi ®ã (d1) // (d2) do ®ã F = (2x + y − 2)2 + (4x + 2y − 1)2. 

§Æt t =  2x + y − 2, ta ®îc  F = t2 + (t + 3)2 = 2t2 + 6t + 9 = 2(x + 
3
2

) + 
9
2

 ≥ 
9
2

.  
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VËy  minF = 
9
2

, ®¹t ®îc khi: 

t = − 3
2

 ⇔ 2x + y − 2 = − 3
2

 ⇔ 4x + 2y − 1 = 0. 

KÕt luËn:  

 Víi a ≠ 2, minF = 0, ®¹t ®îc khi x = 
2 1
2 4

a

a

−
−

  vµ y = 
3
2a

−
−

. 

 Víi a = 2, minF = 
9
2

, ®¹t ®îc khi x, y tho¶ m·n 4x + 2y − 1 = 0. 

D¹ng to¸n 4: §iÓm vµ ®êng th¼ng 
Ph¬ng ph¸p thùc hiÖn 

§Ó t×m ®iÓm M thuéc ®êng th¼ng (d) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn K, ta lùa chän mét 
trong hai híng sau: 
Híng 1:  TËn dông ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d) cho tríc. 
C¸ch 1:  NÕu ®êng th¼ng (d) cho díi d¹ng tham sè : 

(d): 




+=

+=

tayy

taxx

20

10 , t∈ R. 

Bíc 1: LÊy ®iÓm M ∈ (d), suy ra M(x0 + a1t, y0 + a2t). 
Bíc 2: Dùa vµo ®iÒu kiÖn K x¸c ®Þnh t. 

C¸ch 2:  NÕu ®êng th¼ng (d) cho díi d¹ng tæng qu¸t: 
(d): Ax + By + C = 0, víi A2 + B2 > 0. 

Bíc 1: LÊy ®iÓm M(xM, yM) ∈ (d), suy ra 
AxM + ByM + C = 0. 

Bíc 2: Sö dông ®iÒu kiÖn K thiÕt lËp thªm mét ph¬ng tr×nh cho xM vµ yM. Tõ 
®ã t×m ®îc to¹ ®é cña M. 

Lu ý:  Khi ®ã còng cã thÓ chuyÓn ph¬ng tr×nh (d) vÒ d¹ng tham sè ®Ó sö dông c¸ch 1. 
Híng 2: Sö dông ®iÒu kiÖn K kh¼ng ®Þnh M thuéc ®êng (L), khi ®ã  

(d) ∩ (L) = {M}. 

ThÝ dô 1. Cho ®êng th¼ng (d) cã ph¬ng tr×nh:  

(d): 




+=
+=

t3y

t22x
, t ∈ R. 

T×m ®iÓm M thuéc (d) vµ c¸ch ®iÓm A(0, 1) mét kho¶ng b»ng 5. 

 Gi¶i 
V× M huéc (d) nªn M(2 + 2t, 3 + t). Khi ®ã: 

5 = AM = 22 )t2()t22( +++  ⇔ 5t2 + 12t − 17 = 0 ⇔ t1 = 1 vµ t2 = −
5

17
. 

 Víi t1 = 1, suy ra ®iÓm M1(4, 4). 

 Víi t2 = −
5

17
, suy ra ®iÓm M2(−

5

24
, −

5

2
). 
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VËy, tån t¹i hai ®iÓm M1(4, 4) vµ M2(−
5

24
, −

5

2
) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

ThÝ dô 2. Cho ®êng th¼ng (d) cã ph¬ng tr×nh: 
(d): x − 2y + 15 = 0. 

T×m trªn ®êng th¼ng ®iÓm M(xM, yM) sao cho  2
M

2
M yx +  nhá nhÊt. 

 Gi¶i 
C¸ch 1: V× M(xM, yM) ∈ (d), suy ra 

xM − 2yM + 15 = 0 ⇔ xM = 2yM − 15, 
khi ®ã: 

2
M

2
M yx +  = (2yM − 15)2 + 2

My  = 5 2
My  − 60yM + 225 

  = 5(yM − 6)2 + 45 ≥ 45. 

VËy, ta ®îc ( 2
M

2
M yx + )Min = 45 ®¹t ®îc khi:  

yM = 6 ⇒ M(−3, 6). 
C¸ch 2: ChuyÓn ph¬ng tr×nh (d) vÒ d¹ng tham sè: 

(d): 




=
−=

ty

15t2x
, t ∈ R. 

§iÓm M ∈ (d), suy ra M(2t − 15, t).  
Khi ®ã: 

2
M

2
M yx +  = (2t − 15)2 + t2 = 5t2 − 60t + 225 = 5(t − 6)2 + 45 ≥ 45. 

VËy ( 2
M

2
M yx + )Min = 45 ®¹t ®îc khi:  

t = 6 ⇒ M( − 3, 6). 
C¸ch 3: Sö dông bÊt ®¼ng thøc Bunhiac«pxli 

Ta cã: 

xM − 2yM + 15 = 0 ⇔ 15 = 2yM − xM

pxki«Bunhiac
≤ )xy)(14( 2

M
2
M ++  

⇔ 2
M

2
M yx +  ≥ 45. 

VËy ( 2
M

2
M yx + )Min = 45 ®¹t ®îc khi:  

yM =  − 2xM 
)d(

⇒  M( − 3, 6). 
 

ThÝ dô 3. Cho hai ®iÓm A(1; 2), B(2; 5) vµ ®êng th¼ng (d) cã ph¬ng tr×nh: 

(d): x − 2y − 2 = 0.  
T×m trªn ®êng th¼ng (d) ®iÓm M sao cho: 

a. (MA + MB) nhá nhÊt. 
b. |MA − MB| lín nhÊt 
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 Gi¶i 
a. ChuyÓn ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d) vÒ d¹ng tham sè: 

(d):
x 2t 2
y t

= +
 =

 t ∈ R 

V× M∈(d) nªn M(2t + 2 ; t). Khi ®ã ta cã: 

MA + MB = 2 22 1 2( t ) (t )+ + −  + 2 24 5t (t )+ −  

 = 25 5t +  + 25 10 25t t− +  = 5 [ 2 1t +  + ( )21 4t − + ] 

XÐt c¸c ®iÓm A1(0; −1); B1(1; 2) vµ M1(t; 0).  
Khi ®ã:  

MA + MB = 5 (M1A1 + M1B1). 
V× M1 ch¹y trªn trôc hoµnh vµ A1, B1 n»m vÒ hai phÝa cña Ox nªn  

(MA + MB)min ⇔ ( M1A1 + M1B1)min ⇔ M1 = (A1B1) ∩ Ox  

⇔ M1(
1
3

; 0) ⇔ M(
8
3

; 
1
3

). 

b. T¬ng tù c©u a) ta cã: 

|MA − MB| = 2 22 1 2( t ) (t )+ + −  + 2 24 5t (t )+ −  

 = 25 5t +  + 25 10 25t t− +  = 5 [ 2 1t +  + ( )21 4t − + ] 

XÐt c¸c ®iÓm A2(0; 1); B2(1; 2) vµ M2(t; 0).  
Khi ®ã:  

|MA − MB| = 5 |M2A2 − M2B2|. 

V× M2 ch¹y trªn trôc hoµnh vµ A2, B2 n»m vÒ mét phÝa cña Ox nªn  

|MA − MB|max ⇔ |M2A2 − M2B2|max ⇔ M2 = (A2B2) ∩ Ox  

⇔ M2(−1, 0) ⇔ M(0; −1). 
 

§2. §êng trßn 

D¹ng to¸n 1: Ph¬ng tr×nh ®êng trßn 
Ph¬ng ph¸p  chung 

Ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: ChuyÓn ph¬ng tr×nh ban ®Çu vÒ d¹ng: 

(C): x2 + y2 − 2ax − 2by + c = 0   
 (1) 

Bíc 2: §Ó (1) lµ ph¬ng tr×nh ®êng trßn ®iÒu kiÖn lµ: 
a2 + b2 − c ≥ 0. 
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Bíc 3: Khi ®ã (C) cã thuéc tÝnh: 

2 2

T©m I(a;b)

BkÝnh R a b c




= + −
. 

ThÝ dô 1. T×m t©m vµ b¸n kÝnh cña c¸c ®êng trßn  sau: 
a. x2 + y2 − 2x − 2y − 2 = 0. 
b. 16x2 + 16y2 + 16x − 8y − 11 = 0. 

 Gi¶i 
a. ViÕt l¹i ph¬ng tr×nh díi d¹ng: 

(x − 1)2 + (y − 1)2 = 4 
suy ra t©m I(1, 1) vµ b¸n kÝnh R = 2. 
b. ViÕt l¹i ph¬ng tr×nh díi d¹ng: 

x2 + y2 + x − 
2

1
y − 

16

11
 = 0 ⇔ (x + 

2

1
)2 + (y − 

4

1
)2 = 1 

suy ra t©m I(−
2

1
, 

4

1
) vµ b¸n kÝnh R = 1. 

ThÝ dô 2. Cho hä ®êng cong: 
(Cm): x2 + y2 − 2mx − 2(m + 1)y + 2m − 1 =  0. 

a. Chøng minh r»ng víi mäi m lu«n cã (Cm) lµ ph¬ng tr×nh cña mét 
®êng trßn. 

b. T×m tËp hîp t©m c¸c ®êng trßn (Cm). 
c. T×m ®êng trßn cã b¸n kÝnh nhá nhÊt trong hä (Cm). 
d. T×m c¸c ®iÓm cè ®Þnh mµ mäi ®êng trßn cña hä (Cm) ®Òu ®i qua. 
e. Chøng minh r»ng (Cm) lu«n c¾t Oy t¹i 2 ®iÓm ph©n biÖt. 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

a2 + b2 − c = m2 + (m + 1)2 − 2m + 1 = 2m2 + 2 ≥ 0, lu«n ®óng. 
VËy, víi ∀m ph¬ng tr×nh ®· cho lµ ph¬ng 

tr×nh cña mét ®êng trßn, cã: 

m

2

T©m I (m,m 1)

B¸n kÝnh R 2m 2

+


= +
. 

b. Ta cã: 

Im: 
x m

y m 1

=
 = +

        (I) 

Khö m tõ hÖ (I), ta ®îc: x − y + 1 = 0. 
VËy, t©m Im cña hä (Cm) thuéc ®êng th¼ng (d): x − y + 1 = 0. 
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c. Ta cã: 
R2 = 2m2 + 2 ≥ 2  

VËy Rmin = 2 , ®¹t ®îc khi m = 0 

VËy trong hä (Cm) ®êng trßn (C0) cã b¸n kÝnh nhá nhÊt b»ng 2 . 
d. Gi¶ sö M(x0, y0) lµ ®iÓm cè ®Þnh cña hä (Cm), ta ®îc: 

2
0x  + 2

0y  − 2mx0 − 2(m + 1)y0 + 2m − 1 =  0, ∀m 

⇔ ( − 2x0 − 2y0 + 2)m + 2
0x  + 2

0y  − 2y0 − 1 =  0, ∀m 

⇔ 0 0

2 2
0 0 0

2x 2y 2 0

x y 2y 1 0

− − + =


+ − − =
 ⇔ 0 0

2 2
0 0 0

y 1 x

x (1 x ) 2(1 x ) 1 0

= −


+ − − − − =
 

⇔ 0 0

0

y 1 x

x 1

= −
 = ±

 ⇒ 1

2

M (1,0)

M ( 1,2)


 −

. 

VËy, c¸c ®êng trßn cña hä (Cm) lu«n ®i qua 2 ®iÓm cè ®Þnh M1, M2. 
e. XÐt hÖ ph¬ng tr×nh t¹o bëi (Cm) vµ Oy: 

2 2x y 2mx 2(m 1)y 2m 1 0

x 0

 + − − + + − =


=
 

⇒ y2 − 2(m + 1)y + 2m − 1 =  0.    (1) 
Ta cã: 

∆’(1) = (m + 1)2 − 2m + 1 = m2 + 2 > 0, ∀m 

do ®ã ph¬ng tr×nh (1) lu«n cã hai nghiÖm ph©n biÖt y1,2 = ± 2m 2+ , tøc lµ (Cm) lu«n c¾t 

Oy t¹i 2 ®iÓm ph©n biÖt A(0, 2m 2+ ) vµ B(0,  − 2m 2+ ). 

 Chó ý: Chóng ta ®· ®îc biÕt kh¸i niÖm ph¬ng tÝch cña mét ®iÓm ®èi víi 
®êng trßn, khi ®ã chän ®iÓm C(0, 1) ∈ Oy vµ 

pC/(C) = 1 − 2(m + 1) + 2m − 1 =  − 2 < 0 ⇔ C ë trong ®êng trßn (C) 

VËy (Cm) lu«n c¾t Oy t¹i 2 ®iÓm ph©n biÖt. 

ThÝ dô 3. Cho hä ®êng cong cã ph¬ng tr×nh: 
(Cm): x2 + y2 − 2x − 4my + 4m =  0.   (1) 

a. T×m m ®Ó (Cm) lµ mét hä ®êng trßn. 
b. Chøng minh r»ng c¸c ®êng trßn cña hä (Cm) lu«n tiÕp xóc víi 

nhau t¹i mét ®iÓm cè ®Þnh. 

 Gi¶i 
a. Ta cã:  

a2 + b2 − c = 1 + 4m2 − 4m = (2m − 1)2 ≥ 0, ∀m. 
VËy, víi mäi gi¸ trÞ cña m ph¬ng tr×nh (1) lµ ph¬ng tr×nh cña mét ®êng trßn, 

cã t©m Im(1, 2m) vµ b¸n kÝnh R = |2m − 1|. 
b. Ta cã thÓ lùa chän mét trong hai c¸ch sau: 
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C¸ch 1: Víi m1 vµ m2 bÊt kú (m1≠ m2), xÐt hÖ ph¬ng tr×nh t¹o bëi (
1mC ), (

2mC ): 
2 2

1 1
2 2

2 2

x y 2x 4m y 4m 0 (1)

x y 2x 4m y 4m 0 (2)

 + − − + =


+ − − + =
     (I) 

LÊy (1)  −  (2) ⇒ y = 1, thay vµo (1), ta ®îc:  
x2 − 2x + 1 =  0.       (*) 

Ph¬ng tr×nh (*) cã nghiÖm kÐp x0 = 1 ∀m. 
VËy, c¸c ®êng trßn cña hä (Cm) lu«n tiÕp xóc víi nhau t¹i mét ®iÓm cè ®Þnh 

M(1; 1). 
C¸ch 2:  Gi¶ sö M(x0, y0) lµ ®iÓm cè ®Þnh mµ hä (Cm) lu«n ®i qua. 

⇔ x2 + y2 − 2x − 4my + 4m =  0 , ∀m 
⇔ 4m(−y + 1) + x2 + y2 − 2x = 0 , ∀m 

⇔ 
2 2

y 1 0
x y 2x 0
− + =


+ − =

 ⇔ 
x 1
y 1

=
 =

  ⇔ M(1; −1). 

NhËn xÐt r»ng t©m Im cña hä (Cm) lu«n thuéc ®êng th¼ng (d) cè ®Þnh ®i qua ®iÓm 
M cè ®Þnh.  

VËy, c¸c ®êng trßn cña hä (Cm) lu«n tiÕp xóc víi nhau t¹i mét ®iÓm cè ®Þnh M(1; 1). 

 NhËn xÐt:  
1. Nh vËy ®Ó "Chøng minh r»ng c¸c ®êng trßn cña hä (Cm) lu«n tiÕp xóc víi 
nhau t¹i mét ®iÓm cè ®Þnh." 
ta cã thÓ lùa chän mét trong hai c¸ch: 
C¸ch 1:  Thùc hiÖn theo c¸c bíc: 

Bíc 1: Víi m1 vµ m2 bÊt kú (m1 ≠ m2), xÐt  
(

1mC ) cã t©m I1 vµ b¸n kÝnh R1. 

(
2mC ) cã t©m I2 vµ b¸n kÝnh R2. 

Bíc 2: Suy ra: 





−=

+=

|RR|II

RRII

2121

2121 . 

Bíc 3: KÕt luËn: c¸c ®êng trßn cña hä (Cm) lu«n tiÕp xóc víi nhau t¹i mét 
®iÓm cè ®Þnh M(x0; y0) lµ nghiÖm kÐp cña (*). 

C¸ch 2:  Thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: T×m ®iÓm cè ®Þnh M(x0, y0) mµ mäi ®êng trßn cña hä (Cm) lu«n ®i qua. 
Bíc 2: NhËn xÐt r»ng: t©m Im cña hä (Cm) lu«n thuéc ®êng th¼ng (d) cè ®Þnh ®i 

qua M. 
Bíc 3: KÕt luËn: c¸c ®êng trßn cña hä (Cm) lu«n tiÕp xóc víi nhau t¹i mét 

®iÓm cè ®Þnh M(x0; y0). 
2. NÕu sö dông c¸ch 2 chóng ta còng cã thÓ tr¶ lêi ®îc c©u hái " C¸c ®êng trßn cña 
hä (Cm) lu«n tiÕp xóc víi ®êng th¼ng (∆) cè ®Þnh t¹i mét ®iÓm cè ®Þnh " 

ThËt vËy khi ®ã (Cm) lu«n tiÕp xóc víi ®êng th¼ng (∆) qua M vµ vu«ng gãc víi 
®êng th¼ng (d). 
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D¹ng to¸n 2: LËp ph¬ng tr×nh ®êng trßn tho¶ m·n ®iÒu kiÖn cho tríc 
Ph¬ng ph¸p thùc hiÖn 

Gäi (C) lµ ®êng trßn tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. Chóng ta lùa chän ph¬ng 
tr×nh d¹ng tæng qu¸t hoÆc d¹ng chÝnh t¾c. 
 Muèn cã ph¬ng tr×nh d¹ng tæng qu¸t, ta lËp hÖ 3 ph¬ng tr×nh víi ba Èn a, b, 

c,  ®iÒu kiÖn  a2 + b2 − c ≥ 0. 
• Muèn cã ph¬ng tr×nh d¹ng chÝnh t¾c, ta lËp hÖ 3 ph¬ng tr×nh víi ba Èn a, b, 

R, ®iÒu kiÖn R ≥ 0. 

 Chó ý:  
1. CÇn ph¶i c©n nh¾c gi¶ thiÕt cña bµi to¸n thËt kü cµng ®Ó lùa chän d¹ng ph¬ng 

tr×nh thÝch hîp. 
2. Trong nhiÒu trêng hîp ®Æc thï chóng ta cßn sö dông ph¬ng ph¸p quü tÝch ®Ó 

x¸c ph¬ng tr×nh ®êng trßn. 

ThÝ dô 1. LËp ph¬ng tr×nh ®êng trßn (C) trong c¸c trêng hîp sau: 
a. (C) cã t©m I(−2, 3) vµ ®i qua ®iÓm M(2, −3). 
b. (C) cã t©m I(−1, 2) vµ tiÕp xóc víi (d): x − 2y + 7 = 0. 
c. (C) cã ®êng kÝnh AB víi A(1, 1) vµ B(7, 5). 

 Gi¶i 
a. V× M thuéc (C) nªn: 

R = IM = 22 )33()22( −−++  = 52 . 

Khi ®ã, ®êng trßn (C) víi t©m I(−2, 3) vµ b¸n kÝnh R = 52  cã ph¬ng tr×nh: 
(C): (x + 2)2 + (y − 3)2 = 52. 

b. V× (C) tiÕp xóc víi (d) nªn: 

R = d(I, (d)) = 
22 )2(1

|72.2)1.(1|

−+

+−−
 = 

5

2
. 

Khi ®ã, ®êng trßn (C) víi t©m I(−1, 2) vµ b¸n kÝnh R = 
5

2
 cã ph¬ng tr×nh: 

(C): (x + 1)2 + (y − 2)2 = 
5

4
. 

c. §êng trßn (C) cã ®êng kÝnh AB, suy ra: 
 T©m I lµ trung ®iÓm AB nªn I(4, 3). 

 B¸n kÝnh R = 
2

AB
 = 

2

1 22 )15()17( −+−  = 13 . 

Tõ ®ã, suy ra ph¬ng tr×nh cña ®êng trßn (C) cã d¹ng: 
(C): (x − 4)2 + (y − 3)2 = 13. 

 Chó ý: §Ó lËp lËp ph¬ng tr×nh ®êng trßn ®i qua ba ®iÓm A, B, C (®êng 
trßn ngo¹i tiÕp ∆ABC) ta c©n nh¾c lùa chän mét trong hai híng sau: 
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Híng 1: Tæng qu¸t, ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: Gi¶ sö ®êng trßn (C) cã ph¬ng tr×nh:  

(C):  x2 + y2 − 2ax − 2by + c = 0, víi a2 + b2 − c ≥ 0. (1) 
Bíc 2: Tõ ®iÒu kiÖn A, B, C thuéc (C), ta ®îc hÖ 3 ph¬ng tr×nh víi ba Èn a, b, 

c.  
Thay a, b, c vµo (1) ta ®îc ph¬ng tr×nh cña (C). 

Híng 2: Dùa trªn d¹ng ®Æc biÖt cña ∆ABC, tøc lµ: 
1. NÕu ∆ABC vu«ng t¹i A, th×: 

(C): 






=
2

BC
R

BCdiÓmtrunglaItam
. 

2. NÕu ∆ABC ®Òu, c¹nh b»ng a, th×: 

(C): 







=

∆

3

3a
R

ABCtamtronglaItam

. 

ThÝ dô 2. LËp ph¬ng tr×nh ®êng trßn (C) ®i qua ba ®iÓm A, B, C, biÕt A(1, 2), 
B(5, 2) vµ C(1, −3). 

 Gi¶i 
Ta cã thÓ lùa chän mét trong hai c¸ch sau: 

C¸ch 1: Gi¶ sö ®êng trßn (C) ngo¹i tiÕp ∆ABC cã d¹ng:  
(C): x2 + y2 − 2ax − 2by + c = 0, víi a2 + b2 − c ≥ 0. 

§iÓm A, B, C∈(C), ta ®îc: 









=−−
=−+

=−+

10cb6a2

29cb4a10

5cb4a2

 ⇔ 

a 3
b 1/ 2
c 1

=
 = −
 = −

, tho¶ m·n ®iÒu kiÖn. 

VËy ph¬ng tr×nh ®êng trßn (C): x2 + y2 − 6x + y  − 1 = 0. 
C¸ch 2:  NhËn xÐt r»ng AB ⊥ AC ⇔ ∆ABC vu«ng t¹i A. 

Do ®ã: 

(C): 






=
2

BC
R

BCdiemtrunglaItam
 ⇔ (C): 










=

−

2

41
R

)
2

1
,3(Itam

  

⇔ (C): (x − 3)2 + (y + 
2

1
)2 = 

4

41
. 

ThÝ dô 3. LËp ph¬ng tr×nh ®êng trßn (C) cã t©m I(5, 6) vµ tiÕp xóc víi ®êng 

th¼ng (d): 
4

2x −
 = 

3

y
. 



 365 

 Gi¶i 
Ta cã thÓ gi¶i b»ng hai c¸ch sau: 

C¸ch 1: ChuyÓn ph¬ng tr×nh cña (d) vÒ d¹ng tham sè, ta ®îc: 

(d): 




=
+=
t3y

t42x
, t ∈ R. 

§êng trßn (C) cã: 

(C): 




Rbkinh

)6,5(Itam
⇔ (C): (x − 5)2 + (y − 6)2 = R2.    (1) 

Thay x, y tõ ph¬ng tr×nh tham sè cña (d) vµo (C), ta ®îc: 
25t2 − 60t + 45 − R2 = 0.       (2) 

(C) tiÕp xóc víi (d) ⇔ ph¬ng tr×nh (2) cã nghiÖm kÐp  

⇔ ∆' = 0 ⇔ R2 = 9 (khi ®ã ta ®îc t = 
5

6
) 

VËy ph¬ng tr×nh ®êng trßn (C): (x − 5)2 + (y − 6)2 = 9. 
C¸ch 2:  ChuyÓn ph¬ng tr×nh cña (d) vÒ d¹ng tæng qu¸t, ta ®îc: 

(d): 3x − 4y − 6 = 0. 
Gäi R lµ b¸n kÝnh ®êng trßn (C). (C) tiÕp xóc víi (d) khi vµ chØ khi: 

R = d(I, (d)) = 
169

|66.45.3|

+

−−
 = 3. 

VËy, ph¬ng tr×nh ®êng trßn (C): (x − 5)2 + (y − 6)2 = 9. 

ThÝ dô 4. LËp ph¬ng tr×nh ®êng trßn (C) tiÕp xóc víi c¸c trôc to¹ ®é vµ ®i qua 
®iÓm M(2, 1). 

 Gi¶i 
Gi¶ sö ®êng trßn (C) cã t©m I(a, b) vµ b¸n kÝnh R. §êng trßn (C) tiÕp xóc víi 

hai trôc to¹ ®é Ox, Oy  
⇔ a = b = R. 

Trêng hîp 1: NÕu a = b th×: 
(C): (x − a)2 + (y − a)2 = a2. 

§iÓm M ∈ (C) suy ra: 

(2 − a)2+(1 − a)2 = a2 ⇔ a2 − 6a + 5 = 0 ⇔ 



=
=

5a

1a
. 

 Víi a = 1, suy ra b = 1, R = 1, ta ®îc (C1): (x − 1)2 + (y − 1)2 = 1. 
 Víi a = 5, suy ra b = 5, R = 5, ta ®îc (C2): (x − 5)2 + (y − 5)2 = 25. 

Trêng hîp 2: NÕu a = −b th×: 
(C): (x − a)2 + (y + a)2 = a2. 

§iÓm M ∈ (C)  suy ra: 
(2 − a)2 + (1 + a)2 = a2 ⇔ a2 − 4a + 5 = 0 v« nghiÖm. 

VËy, tån t¹i hai ®êng trßn (C1) vµ (C2) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 
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 Chó ý: NÕu gi¶ thiÕt cho (C) tiÕp xóc víi (d): Ax + By + C = 0 t¹i ®iÓm M(x0, 
y0), ta cã ®îc c¸c ®iÒu kiÖn sau: 

a. T©m I thuéc ®êng th¼ng (∆) cã ph¬ng tr×nh cho bëi: 

(∆): 






)B,A(nvtcp

)y,x(Mqua 00
 ⇔ (∆): 





+=

+=

Btyy

Atxx

0

0 , t∈R  

⇒ I(x0 + At, y0 + Bt)  
b. (C) tiÕp xóc víi (d) khi vµ chØ khi IM = R. 

 

ThÝ dô 5. LËp ph¬ng tr×nh ®êng trßn (C) tiÕp xóc víi ®êng th¼ng (d): x − y − 2 = 0 
t¹i ®iÓm M(3; 1) vµ t©m I thuéc ®êng th¼ng (d1): 2x − y − 2 = 0. 

 Gi¶i 

V× (C) tiÕp xóc víi (d) t¹i ®iÓm M, suy ra t©m I cña (C) thuéc ®êng th¼ng (∆) cã 
ph¬ng tr×nh cho bëi: 

(∆):
qua M(3,1)

vtpt n(1,1)





  ⇔ (∆): x + y − 4 = 0. 

Khi ®ã I = (d1) ∩ (∆), to¹ ®é ®iÓm I lµ nghiÖm hÖ ph¬ng tr×nh: 
x y 4 0

2x y 2 0

+ − =
 − − =

 ⇔ I(2, 2). 

(C) tiÕp xóc víi (d) khi vµ chØ khi IM = R ⇔ R2 = IM2 = 2. 
VËy ph¬ng tr×nh ®êng trßn (C): (x − 2)2 + (y − 2)2 = 2. 

D¹ng to¸n 3: VÞ trÝ t¬ng ®èi cña ®iÓm, ®êng th¼ng vµ ®êng trßn. 
Ph¬ng ph¸p thùc hiÖn 
1. §Ó xÐt vÞ trÝ t¬ng ®èi cña ®iÓm víi ®êng trßn, ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 

Bíc 1: X¸c ®Þnh ph¬ng tÝch cña M ®èi víi ®êng trßn (C) lµ pM/(C). 
Bíc 2: KÕt luËn: 

 NÕu pM/(C) < 0 ⇔ M n»m trong ®êng trßn. 

 NÕu pM/(C) = 0 ⇔ M n»m trªn ®êng trßn. 

 NÕu pM/(C) > 0 ⇔ M n»m ngoµi ®êng trßn. 

 Chó ý: Ta cã c¸c kÕt qu¶ sau: 

 NÕu M n»m trong (C) ⇒ kh«ng tån t¹i tiÕp tuyÕn cña (C) ®i qua M nhng khi ®ã 
mäi ®êng th¼ng qua M ®Òu c¾t (C) t¹i 2 ®iÓm ph©n biÖt. 

 NÕu M n»m trªn (C) ⇒ tån t¹i duy nhÊt 1 tiÕp tuyÕn cña (C) ®i qua M (ph¬ng 
tr×nh tiÕp tuyÕn cã ®îc b»ng ph¬ng ph¸p ph©n ®«i to¹ ®é). 

 NÕu M n»m ngoµi (C) ⇒ tån t¹i hai tiÕp tuyÕn cña (C) ®i qua M. 
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2. §Ó xÐt vÞ trÝ t¬ng ®èi cña ®êng th¼ng víi ®êng trßn, ta lùa chän mét trong hai 
c¸ch sau: 

C¸ch 1: TÝnh kho¶ng c¸ch h tõ I tíi (d), råi so s¸nh víi b¸n kÝnh R cña ®êng 
trßn, ta ®îc: 
 NÕu h > R ⇔ (d)∩(C) = {∅}. 
 NÕu h = R ⇔ (d) tiÕp xóc víi (C). 
 NÕu h < R ⇔ (d) c¾t (C) t¹i hai ®iÓm ph©n biÖt A, B. 

C¸ch 2: XÐt hÖ ph¬ng tr×nh t¹o bëi (C) vµ (d), khi ®ã sè nghiÖm cña ph¬ng 
tr×nh b»ng sè giao ®iÓm cña (d) vµ (C). 

3. §Ó xÐt vÞ trÝ t¬ng ®èi cña hai ®êng trßn, ta lùa chän mét trong hai c¸ch sau: 
C¸ch 1: TÝnh kho¶ng c¸ch I1I2 (I1, I2 lµ hai t©m cña hai ®êng trßn), råi so s¸nh 

víi tæng vµ hiÖu hai b¸n kÝnh R1, R2 cña hai ®êng trßn, ta ®îc: 
 NÕu I1I2 > R1 + R2 ⇔ (C1) vµ (C2) kh«ng c¾t nhau vµ ë ngoµi nhau. 
 NÕu I1I2 < |R1 − R2| ⇔ (C1) vµ (C2) kh«ng c¾t nhau vµ nång nhau. 
 NÕu I1I2  =  R1 + R2 ⇔ (C1) vµ (C2) tiÕp xóc ngoµi víi nhau. 
 NÕu I1I2  =  |R1 − R2| ⇔ (C1) vµ (C2) tiÕp xóc trong víi nhau. 
 NÕu |R1 − R2| < I1I2 < R1 + R2 ⇔ (C1) vµ (C2) c¾t nhau t¹i hai ®iÓm 

ph©n biÖt. 
Ph¬ng ph¸p nµy thêng ®îc sö dông ®Ó x¸c ®Þnh sè nghiÖm cña bµi to¸n 
tiÕp tuyÕn chung cña hai ®êng trßn (C1) vµ (C2). 

C¸ch 2: XÐt hÖ ph¬ng tr×nh t¹o bëi (C1) vµ (C2), khi ®ã sè nghiÖm cña ph¬ng 
tr×nh b»ng sè giao ®iÓm cña (C1) vµ (C2). 

NhËn xÐt quan träng: 
1. B»ng viÖc xÐt vÞ trÝ t¬ng ®èi cña ®êng th¼ng vµ ®êng trßn chóng ta cã thÓ øng 

dông ®Ó gi¶i c¸c hÖ ®¹i sè, d¹ng: 
D¹ng 1: Gi¶i vµ biÖn luËn hÖ:  





=++
=+−−+

0CByAx

0)m(cx)m(b2x)m(a2yx 22

. 

D¹ng 2: Gi¶i vµ biÖn luËn hÖ:  





≥++
≥+−−+

0CByAx

0)m(cx)m(b2x)m(a2yx 22

. 

2. B»ng viÖc xÐt vÞ trÝ t¬ng ®èi cña ®êng th¼ng vµ ®êng trßn chóng ta cã thÓ øng 
dông ®Ó gi¶i c¸c hÖ ®¹i sè, d¹ng: 

D¹ng 1: Gi¶i vµ biÖn luËn hÖ:  







=+−−+

=+−−+

0)m(cx)m(b2x)m(a2yx

0)m(cx)m(b2x)m(a2yx

222
22

111
22

 

D¹ng 2: Gi¶i vµ biÖn luËn hÖ:  







≤+−−+

≤+−−+

0)m(cx)m(b2x)m(a2yx

0)m(cx)m(b2x)m(a2yx

222
22

111
22
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ThÝ dô 1. Cho ®iÓm M(6; 2) vµ ®êng trßn (C) cã ph¬ng tr×nh: 
(C): x2 + y2 − 2x − 2y + 1 = 0.  

LËp ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d) qua M c¾t (C) t¹i hai ®iÓm ph©n biÖt 
A, B  sao cho:  
a.   AB = 2 .   b.   AB = 2. 

 Gi¶i 
§êng trßn (C) cã t©m I(1; 1) vµ b¸n kÝnh R = 1. 

a. Gäi H lµ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña I lªn AB, ta cã: 

IH2 = IA2 − AH2 = R2 − 
2AB

4
 = 1 − 2

4
 = 

1

2
 ⇔ IH = 

2

2
. 

§êng th¼ng (d) ®i qua M cã d¹ng: 
(d): A(x − 6) + B(y − 2) = 0  
⇔ (d): Ax + By − 6A − 2B = 0. 

§êng th¼ng (d) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi khi vµ chØ khi: 

d(I, (d)) = IH ⇔ 
2 2

| A B 6A 2B |

A B

+ − −

+
 = 

2

2
 ⇔ 50A2 + 10AB + B2 = 0.  (1) 

Gi¶i ph¬ng tr×nh (1) b»ng c¸ch ®Æt t = 
A

B
 ta t×m ®îc mèi liªn hÖ gi÷a A vµ B. 

Tõ ®ã, thÊy tån t¹i hai ®êng th¼ng (d1), (d2) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 
b. V× (d) ®i qua M vµ c¾t ®êng trßn (C) t¹i hai ®iÓm A, B sao cho: 

AB = 2 = 2R 

⇔ (d2): 
qua M(6;2)

qua tam I(1;1)





 ⇔ (d):  
x 1

6 1

−
−

 = 
y 1

2 1

−
−

 ⇔ (d): x − 5y + 4 = 0. 

ThÝ dô 2. Cho ®êng th¼ng (d) vµ ®êng trßn (C) cã ph¬ng tr×nh:  
(d): x + y − 1 = 0  vµ  (C): x2 + y2 − 1 = 0. 

a. Chøng tá r»ng (d) c¾t (C) t¹i hai ®iÓm ph©n biÖt A, B. 
b. LËp ph¬ng tr×nh ®êng trßn ®i qua hai ®iÓm A, B vµ tiÕp xóc víi 

®êng th¼ng (∆): 2x − y − 2 = 0. 

 Gi¶i 
a. §êng trßn (C) cã t©m O(0, 0) vµ b¸n kÝnh R = 1. 

Ta cã: 

d(O, (d)) = 
11

|1|

+

−
 = 

2

1
 < R 

VËy (d) c¾t (C) t¹i hai ®iÓm ph©n biÖt A, B. 
b. §êng trßn (S) ®i qua c¸c giao ®iÓm cña (d) vµ (C), cã d¹ng  

(S): x2 + y2 − 1 + m(x + y − 1) = 0  
⇔ (S): x2 + y2 + mx + my − 1 − m = 0    (1) 

suy ra t©m I(−
2

m
, −

2

m
). 

H 

M 

A 
B 

I 
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(S) tiÕp xóc víi (∆)  

⇔ d(I, (∆)) = R ⇔ 
14

|2
2

m
)

2

m
(2|

+

−+−
 = 1m

2

m2

++  ⇔ m = −
3

2
. 

Thay m = −
3

2
 vµo (1) ta ®îc (S): x2 + y2 − 

3

2
x − 

3

2
y − 

3

1
 = 0. 

ThÝ dô 3. Cho hai ®êng trßn  
(C1): x2 + y2 − 2x + 4y − 4 = 0, 
(C2): x2 + y2 + 2x − 2y − 14 = 0. 

a. Chøng minh r»ng hai ®êng trßn (C1) vµ (C2) c¾t nhau. 
b. ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng trßn qua giao ®iÓm cña (C1), (C2) vµ qua 

®iÓm M(3, 0). 

 Gi¶i 
a. Ta cã : 
 §êng trßn (C1) cã t©m I1(1, −2) vµ b¸n kÝnh R1 = 3. 
 §êng trßn (C2) cã t©m I2( − 1, 1) vµ b¸n kÝnh R2 = 4. 
Ta cã: 

I1I2 = 22 )12()11( −−++  = 13 ,  

|R1 − R2| = 0 < I1I2 < 2 = R1 + R2 ⇔ (C1)∩(C2) = {A, B}. 
b. §êng trßn (S) ®i qua c¸c giao ®iÓm cña (C1) vµ (C2), cã d¹ng: 

(S): λ(x2 + y2 + 2x − 2y − 14) +  µ(x2 + y2 − 2x + 4y − 4) = 0  
⇔ (S): (λ + µ)x2 + (λ + µ)y2 − 2(µ − λ)x − 2(λ − 2µ)y − 14λ − 4µ = 0   (1) 

§iÓm M(3, 0)∈(S)  
9(λ + µ) − 3(µ − λ) − 14λ − 4µ = 0 ⇔ λ = µ 

Thay λ = µ vµo (1) ta ®îc (S): x2 + y2 + y − 9 = 0. 

ThÝ dô 4. Cho hÖ ph¬ng tr×nh: 





=−+
=−+
0aayx

0xyx 22

 

a. T×m a ®Ó hÖ ph¬ng tr×nh ®· cho cã hai nghiÖm ph©n biÖt.  
b. Gäi (x1, y1), (x2, y2) lµ c¸c nghiÖm cña hÖ ®· cho. Chøng minh r»ng 

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 ≤ 1. 

 Gi¶i 
ViÕt l¹i hÖ díi d¹ng: 







=−+

=+−

)2(0aayx

)1(
4

1
y)

2

1
x( 22
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 Ph¬ng tr×nh (1) lµ ®êng trßn (C) cã t©m I(
2

1
, 0), b¸n kÝnh R = 

2

1
. 

 Ph¬ng tr×nh (2) lµ ®êng th»ng (d). 
a. VËy hÖ cã hai nghiÖm ph©n biÖt ⇔ (d) c¾t (C) t¹i hai  ®iÓm ph©n biÖt  

⇔ d(I, d) < R ⇔ 
2a1

a
2

1

+

−
 < 

2

1
 ⇔ 0 < a < 

3

4
. 

b. Víi 0 < a < 
3

4
, (d)∩(C) = {A, B} cã to¹ ®é lµ A(x1, y1), B(x2, y2).  

Ta cã: 
AB ≤ 2R ⇔ AB2 ≤ 4R2 ⇔ (x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 ≤ 1, ®pcm. 

 

D¹ng to¸n 4: LËp ph¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cña ®êng trßn (C) (t©m I(a, 
b) b¸n kÝnh R) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn K. 

Ph¬ng ph¸p thùc hiÖn 
Ta cã thÓ lùa chän mét trong hai c¸ch sau: 

C¸ch 1: Ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: Dùa trªn ®iÒu kiÖn K ta gi¶ sö ®îc ®êng th¼ng (d) cã ph¬ng tr×nh:  

(d): Ax + By + C = 0. 
Bíc 2: (d) lµ tiÕp tuyÕn cña (C) 

⇔ d(I, (d)) = R. 
Bíc 3: KÕt luËn vÒ tiÕp tuyÕn (d). 

 Chó ý: §iÒu kiÖn K thêng gÆp: 
1. TiÕp tuyÕn ®i qua ®iÓm M cho tríc, khi ®ã: 

a. NÕu M(x0, y0)∈(C) (tøc lµ pM/(C) = 0), ta cã ngay: 

(d): 






−− )by,ax(IMvtpt

)y,x(Mqua

00

00
  

⇔ (d): (x0 − a)(x − x0) + (y0 − b)(y − y0) = 0 

⇔ (d): (x0 − a)(x − a) + (y0 − b)(y − b) = R2  −  Ph©n ®«i to¹ ®é. 

b. NÕu M(x0, y0) ∉ (C) (tøc lµ pM/(C) ≠ 0), ta gi¶ sö: 

(d): A(x − x0) + B(y − y0) = 0 ⇔ (d): Ax + By − Ax0 − By0 = 0 

2. TiÕp tuyÕn song song víi ®êng th¼ng (∆): Ax + By + C = 0, khi ®ã: 
(d): Ax + By + D = 0. 

3. TiÕp tuyÕn vu«ng gãc víi ®êng th¼ng (∆): Ax + By + C = 0, khi ®ã: 

(d): Bx − Ay + D = 0. 
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4. TiÕp tuyÕn cã hÖ sè gãc b»ng k, khi ®ã: 
(d): y = kx + m ⇔ (d): kx − y + m = 0. 

5. TiÕp tuyÕn cã t¹o víi ®êng th¼ng (∆) mét gãc α, khi ®ã ta linh ho¹t sö dông mét 
trong hai c«ng thøc: 

cosα = 
|b|.|a|

|b.a|








, víi a


, b


 theo thø tù lµ vtcp cña (d), (∆). 

tgα = 
21

21

kk1

kk

+
−

, víi k1, k2 theo thø tù lµ hsg cña (d), (∆) 

C¸ch 2: §i t×m tiÕp ®iÓm råi sö dông ph¬ng ph¸p ph©n ®«i to¹ ®é ®Ó gi¶i. 
Ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 

Bíc 1: Gi¶ sö ®iÓm M(x0, y0) lµ tiÕp ®iÓm, khi ®ã: 
Ph¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cã d¹ng: 

x.x0 + y.y0 − a(x + x0) − b(y + y0) + c = 0.   (1) 
(hoÆc (x − a) (x0 − a)  + (y − b)(y0 − b) = R2 ). 

§iÓm M∈(C)  
⇔ 2

0
2
0 yx +  − 2ax0 − 2by0 + c = 0   (2) 

(hoÆc (x0 − a)2 + (y0 − b)2 = R2) 
Bíc 2: Sö dông ®iÒu kiÖn K cña gi¶ thiÕt, ta thiÕt lËp thªm mét ph¬ng tr×nh 

theo x0, y0        (3) 
Bíc 3: Gi¶i hÖ t¹o bëi (2), (3) ta ®îc to¹ ®é tiÕp ®iÓm M(x0, y0), tõ ®ã thay vµo 

(1) ta ®îc ph¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cÇn x¸c ®Þnh. 

ThÝ dô 1. LËp ph¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cña ®êng trßn (C) ®i qua M, biÕt: 
a. (C): (x − 3)2 + (y − 1)2 = 5 vµ M(2, 3). 
b. (C): x2 + y2 − 2x − 8y − 8 = 0 vµ M(−4, −6). 

 Gi¶i 
a. NhËn xÐt r»ng: 

)C/(MP  = 0 ⇔ M ∈ (C). 

VËy ph¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn (d) cña (C) t¹i M cã d¹ng: 
(d): (x − 3)(2 − 3) + (y − 1)(3 − 1) = 9 ⇔ (d): x − 2y + 8 = 0. 

b. NhËn xÐt r»ng: 

)C/(MP >0 ⇔ M ë ngoµi (C). 

Ta lùa chän mét trong hai c¸ch sau: 
C¸ch 1: §êng trßn (C) cã t©m I(1, 4), b¸n kÝnh R = 5. 

§êng th¼ng (d) ®i qua M cã ph¬ng tr×nh: 
(d): A(x + 4) + B(y + 6) = 0 ⇔ (d): Ax + By + 4A + 6B = 0. 

§êng th¼ng (d) lµ tiÕp tuyÕn cña (C) 

⇔ d(I, (d)) = R ⇔ 
22 BA

|B6A4B4A|

+

+++
 = 5  
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⇔ |A + 2B| = 22 BA + ⇔ 3B2 + 4AB = 0 ⇔ 
B 0
B 4A / 3

=
 = −

. 

 Víi B = 0, ta ®îc tiÕp tuyÕn 
(d1): A(x + 4) = 0 ⇔ (d1): x + 4 = 0. 

 Víi B = −
3

A4
, ta ®îc tiÕp tuyÕn 

(d2): A(x + 4)  − 
3

A4
(y + 6) = 0 ⇔ (d2): 3x − 4y − 12 = 0. 

VËy qua M kÎ ®îc hai tiÕp tuyÕn (d1), (d2) tíi ®êng trßn (C). 
C¸ch 2: Gi¶ sö tiÕp ®iÓm lµ M(x0, y0), khi ®ã ph¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cã d¹ng: 

(d): x.x0 + y.y0 − (x + x0) − 4(y + y0) − 8 = 0.    (1) 
V× M(x0, y0) ∈ (C) nªn: 

2 2
0 0x y+  − 2x0 − 8y0 − 8 = 0.      (2) 

§iÓm A( − 4,  − 6)∈(d)  
⇔  − 4x0 − 6y0 − ( − 4 + x0) − 4( − 6 + y0) − 8 = 0  
⇔ x0 + 2y0 − 4 = 0.       (3) 

Gi¶i hÖ ph¬ng tr×nh t¹o bëi (2), (3) ta ®îc:  





==

=−=
0y&4x

4y&4x

00

00 . 

 Víi M1( − 4, 4), thay vµo (1) ta ®îc tiÕp tuyÕn (d1): x + 4 = 0. 
 Víi M2(4, 0), thay vµo (1) ta ®îc tiÕp tuyÕn (d2): 3x − 4y − 12 = 0. 

 Chó ý: Nh vËy nÕu sö dông c¸ch 2 ta cã thÓ tr¶ lêi ®îc c¸c hái: 
a. Qua M kÎ ®îc hai tiÕp tuyÕn (d1), (d2) tíi ®êng trßn (C). 
b. To¹ ®é c¸c tiÕp ®iÓm lµ M1( − 4, 4), M2(4, 0). 
c. Ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng ®i qua 2 tiÕp  ®iÓm ®îc suy ra tõ (3), tøc lµ: 

(M1M2): x + 2y − 4 = 0. 

ThÝ dô 2. Cho ®êng th¼ng (∆) vµ ®êng trßn (C) cã ph¬ng tr×nh: 
(∆): 3x − 4y + 12 = 0.  (C): x2 + y2 − 2x − 6y + 9 = 0. 

LËp ph¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cña ®êng trßn (C) vu«ng gãc víi (∆). 

 Gi¶i 
§êng trßn (C) cã t©m I(1, 3), b¸n kÝnh R = 1. 
Ta cã hai c¸ch gi¶i sau: 

C¸ch 1: TiÕp tuyÕn (d)⊥(∆) cã ph¬ng tr×nh:  
(d) : 4x + 3y + c = 0. 

§êng th¼ng (d) lµ tiÕp tuyÕn cña (C) 

⇔ d(I, (d)) = R ⇔ 
916

|c3.31.4|

+

++
 = 1 ⇔ 




−=

−=

8c

18c

2

1 . 

 Víi c1 = −18, ta ®îc tiÕp tuyÕn (d1): 4x + 3y − 18 = 0. 
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 Víi c2 =  − 8, ta ®îc tiÕp tuyÕn (d2): 4x + 3y − 8 = 0. 
VËy tån t¹i hai tiÕp tuyÕn (d1), (d2) tíi (C) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

C¸ch 2: Gi¶ sö tiÕp ®iÓm lµ M(x0, y0), khi ®ã ph¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cã d¹ng: 
(d): x.x0 + y.y0 − (x + x0) − 3(y + y0) + 9 = 0 
⇔ (d): (x0 − 1)x + (y0 − 3)y − x0 − 3y0 + 9 = 0    (1) 

V× M(x0, y0) ∈ (C)  

⇔ 2
0

2
0 yx +  − 2x0 − 6y0 + 9 = 0.     (2) 

§êng th¼ng (d)⊥(∆) khi vµ chØ khi: 
3.(x0 − 1) − 4(y0 − 3) = 0 ⇔ 3x0 − 4y0 + 9 = 0.    (3) 

Gi¶i hÖ ph¬ng tr×nh t¹o bëi (2), (3) ta ®îc:  










==

==

5

12
y&

5

1
x

5

18
y&

5

9
x

00

00

. 

 Víi M1(
5

9
, 

5

18
), thay vµo (1) ta ®îc tiÕp tuyÕn (d1): 4x + 3y − 18 = 0. 

 Víi M2(
5

1
, 

5

12
), thay vµo (1) ta ®îc tiÕp tuyÕn (d2): 4x + 3y − 8 = 0. 

VËy tån t¹i hai tiÕp tuyÕn (d1), (d2) tíi (C) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 
 

D¹ng to¸n 5: LËp ph¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn chung cña 2 ®êng trßn (C1) 
vµ (C2) 

Ph¬ng ph¸p thùc hiÖn 
Ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 

Bíc 1: Gi¶ sö (d): Ax + By + C = 0, víi A2 + B2>0 lµ tiÕp tuyÕn chung cña (C1) 
vµ (C2). 

Bíc 2: ThiÕt lËp ®iÒu kiÖn tiÕp xóc cña (d) víi (C1) vµ (C2) 
d(I1, (d)) = R1 & d(I2, (d)) = R2. 

Bíc 3: KÕt luËn vÒ tiÕp tuyÕn chung (d). 

ThÝ dô 1. Cho hai ®êng trßn (C1) vµ (C2) cã ph¬ng tr×nh: 
(C1): (x − 1)2 + (y − 1)2 = 1,  (C2): (x − 2)2 + (y + 1)2 = 4.  

LËp ph¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn chung cña hai ®êng trßn trªn. 

 Gi¶i 
§êng trßn (C1) cã t©m I1(1, 1) vµ b¸n kÝnh R1 = 1. 
§êng trßn (C2) cã t©m I2(2,  − 1) vµ b¸n kÝnh R2 = 2. 
Gi¶ sö tiÕp tuyÕn chung (d) cã ph¬ng tr×nh:  

(d): Ax + By + C = 0, víi A2 + B2 > 0     (1) 
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Ta cã (d) tiÕp xóc víi (C1) vµ (C2) khi vµ chØ khi 





=
=

22

11

R))d(,I(d

R))d(,I(d
 ⇔ 













=
+

+−

=
+

++

2
BA

|CBA2|

1
BA

|CBA|

22

22
 ⇔ 







++=+−
+=++

|CBA|2|CBA2|

BA|CBA| 22
 

⇔ 





















+−=

−=

+=++

)BA4(
3

1
C

B3C

BA|CBA| 22

 ⇔ 























+=+−+

+−=







+=−+

−=

22

22

BA|)BA4(
3

1
BA|

)BA4(
3

1
C

BA|B3BA|

B3C

 

⇔ 









=−=

=−=

4

B3
A&B3C

0B&B3C
 

Khi ®ã ta ®îc hai tiÕp tuyÕn chung: 

(d1): Ax = 0 ⇔ (d1): x = 0, 

(d2): 
4

B3
x + By − 3B = 0 ⇔ (d2): 3x + 4y − 12 = 0, 

VËy, tån t¹i hai tiÕp tuyÕn chung (d1), (d2) cña (C1) vµ (C2). 

ThÝ dô 2. Cho hai ®êng trßn (C) vµ (Cm) cã ph¬ng tr×nh: 
(C): x2 + y2 = 1,  (Cm): x2 + y2 − 2(m + 1)x + 4my = 5. 

a. Chøng minh r»ng cã 2 ®êng trßn (Cm1), (Cm2) tiÕp xóc víi ®êng 
trßn (C) øng víi 2  gi¸ trÞ m1, m2 cña m. 

b. X¸c ®Þnh ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng tiÕp xóc víi c¶ hai ®êng trßn 
(Cm1), (Cm2). 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

• §êng trßn (C) cã t©m O(0, 0) vµ b¸n kÝnh R = 1. 

• §êng trßn (Cm) cã t©m Im(m + 1,  − 2m) vµ b¸n kÝnh Rm = 25m 2m 6+ + . 
NhËn xÐt r»ng: (C) vµ (Cm) tiÕp xóc nhau  

⇔ m m

m m

OI R R
OI | R R |

= +
 = −

  ⇔ 
1

2

m 1
3m
5

= −

 =


 

b. TiÕp tuyÕn chung cña (C − 1) vµ (C3/5) lµ  

(d1): 2x + y + 3 5  − 2 = 0 vµ (d2): 2x + y − 3 5  − 2 = 0. 
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D¹ng to¸n 6: §iÓm vµ ®êng trßn 
Ph¬ng ph¸p thùc hiÖn 

§Ó t×m ®iÓm M thuéc ®êng trßn (C): (x − a)2 + (y − b)2 = R2  tho¶ m·n ®iÒu kiÖn 
K, ta thùc hiÖn theo c¸c bíc : 

Bíc 1: LÊy ®iÓm M(x0, y0) ∈ (C), suy ra: 

(x0 − a)2 + (y0 − b)2 = R2. 
Bíc 2: Dùa vµo ®iÒu kiÖn K cã thªm ®îc ®iÒu kiÖn cho x0, y0. 

ThÝ dô 1. Cho ®iÓm F(4, −2) vµ ®êng trßn (C) cã ph¬ng tr×nh: 

(C): (x − 3)2 + (y − 2)2 = 5, (∆): x − y − 2 = 0. 
a. T×m c¸c ®iÓm cã to¹ ®é nguyªn thuéc (C). 

b. T×m trªn (C) ®iÓm E  sao cho  ∆OEF vu«ng. 

 Gi¶i 
a. XÐt ph¬ng tr×nh ®êng trßn (C) víi Èn y lµ: 

y2 − 4y + x2 − 6x + 8 = 0 
Ph¬ng tr×nh cã nghiÖm  

⇔ ∆' ≥ 0 ⇔ 4 − x2 + 6x − 8 ≥ 0 ⇔ x2 − 6x + 4 ≤ 0 ⇔ 3 − 5  ≤ x ≤ 3 + 5 . 

Suy ra c¸c ®iÓm M(x, y)∈(C) cã hoµnh ®é nguyªn lµ: 1, 2, 3, 4, 5, ta cã: 
x 1 2 3 4 

y 




=
=

1y

3y
 




=
=

0y

4y
 

y∉Z 




=
=

0y

4y
 

VËy tån t¹i 6 ®iÓm M1(1, 3), M2(1, 1), M3(2, 4), M4(2, 0) , M5(4, 4), M6(4, 0) 
thuéc (C). 

b. ∆OEF vu«ng gåm c¸c kh¶ n¨ng sau: 
Kh¶ n¨ng 1: ∆OEF vu«ng t¹i O ⇔ E = (dO)∩(C), víi (dO) lµ ®êng th¼ng qua O vµ 
vu«ng gãc víi OF. Ta cã : 

(d): 






− )2,4(OFvtpt

Oqua
 ⇔ (d): 2x − y = 0. 

Khi ®ã to¹ ®é ®iÓm E lµ nghiÖm cña hÖ : 





=−
=−+−

0yx2

5)2y()3x( 22

⇔ 









)
5

8
,

5

4
(E

)4,2(E

2

1

. 

Kh¶ n¨ng 2: ∆OEF vu«ng t¹i F ⇔ E = (dF)∩(C), víi (dF) lµ ®êng th¼ng qua F vµ 
vu«ng gãc víi OF. Ta cã : 

(d):






−

−

)2,4(OFvtpt

)24(Fqua
 ⇔ (d): 2x − y − 10 = 0. 



 376 

Khi ®ã to¹ ®é ®iÓm E lµ nghiÖm cña hÖ : 





=−−
=−+−

010yx2

5)2y()3x( 22

 v« nghiÖm. 

Kh¶ n¨ng 3: ∆OEF vu«ng t¹i E ⇔ E = (C1)∩(C), víi (C1) lµ ®êng trßn ®êng kÝnh OF.  

Ta cã : 

(C1): (x − 2)2 + (y + 1)2 = 5. 
Khi ®ã to¹ ®é ®iÓm E lµ nghiÖm cña hÖ : 







=++−

=−+−

5)1y()2x(

5)2y()3x(
22

22

⇔ 




=−+
=−+−

04y3x

5)2y()3x( 22

⇔ 



)1,1(E

)0,4(E

4

3 . 

ThÝ dô 2. Cho hai ®êng trßn (C) vµ (Cm) cã ph¬ng tr×nh: 

(C): x2 + y2 = 1,  (Cm): x2 + y2 − 2mx − 2y + m2 = 0.  

a. X¸c ®Þnh m ®Ó (C) vµ (Cm) tiÕp xóc ngoµi víi nhau. 

b. Víi m t×m ®îc ë c©u a), h·y x¸c ®Þnh vÞ trÝ cña ®iÓm A ∈ (C) vµ B 
∈ (Cm) ®Ó diÖn tÝch ∆OAB lín nhÊt vµ trong trêng hîp ®ã, tÝnh 
diÖn tÝch h×nh Êy. 

 Gi¶i 

Ta cã: 
 §êng trßn (C) cã t©m O(0, 0) vµ b¸n kÝnh R = 1. 
 §êng trßn (Cm) cã t©m Im(m;  1) vµ b¸n kÝnh Rm = 1. 

a. §Ó (C) vµ (Cm) tiÕp xóc ngoµi víi nhau ®iÒu kiÖn lµ: 

OIm = R + Rm ⇔ 2m 1+  = 2 ⇔ m2 + 1 = 4 ⇔ m = ± 3 . 
b. Ta cã: 

S∆OAB = 

1
| OA | . | OB | .sin AOB

2

 

 = 

1
| OB | .sin AOB

2



. 

Tõ ®ã, suy ra diÖn tÝch ∆OAB lín nhÊt khi vµ chØ khi: 



OB lín nhÊt

sinAOB 1




=
 ⇔ mO,B, I th¼ng hµng

OA OB




⊥
. 

B¹n ®äc gi¶i tiÕp lÇn lît víi m = ± 3 . 

ThÝ dô 3. Cho ®êng trßn (C) cã ph¬ng tr×nh : 

(C): x2 + y2 − 4x − 6y + 5 = 0.  
a. T×m c¸c ®iÓm cã to¹ ®é nguyªn thuéc (C). 
b. X¸c ®Þnh to¹ ®é c¸c ®Ønh B, C cña ∆ABC  ®Òu néi tiÕp trong ®êng 

trßn (C), biÕt ®iÓm A(4; 5). 
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 Gi¶i 
a. Ta cã thÓ thùc hiÖn theo hai c¸ch sau:  
C¸ch 1: XÐt ph¬ng tr×nh ®êng trßn (C) víi Èn y vµ t×m x ®Ó ph¬ng tr×nh cã nghiÖm, tõ 
®ã suy ra hoµnh ®é nguyªn  −  §Ò nghÞ b¹n ®äc tù lµm. 
C¸ch 2: ChuyÓn ph¬ng tr×nh ®êng trßn vÒ d¹ng tham sè: 

(C):
x 2 2 2 sin

y 3 2 2 cos

 = + α


= + α
, α∈[0, 2π). 

Khi ®ã ®iÓm M∈(C) ⇒ M(2 + 2 2 sinα, 3 + 2 2 cosα) 

Suy ra c¸c gi¸ trÞ gãc α ®Ó x, y ®Òu nguyªn lµ: 
4
π

, 
3
4
π

,
5
4
π

,
7
4
π

.  

Ta ®îc M1(0, 1), M2(0, 5), M3(4, 1), M4(4, 5). 
b. Gäi A1 lµ ®iÓm ®èi xøng víi A qua t©m I  cña ®êng trßn (C) 

⇒ to¹ ®é ®iÓm A1(0; 1). 
§êng trßn (C1) tho¶ m·n: 

(C1): 
1t©m A (0;1)

B¸n kÝnh R 2 2




=
 ⇔ (C1): x2 + (y − 1)2 = 8. 

Khi ®ã: (C)∩(C1) = {B, C}, to¹ ®é B, C lµ nghiÖm cña hÖ: 
2 2

2 2

x y 4x 6y 5 0
x (y 1) 8

 + − − + =


+ − =
⇔ 

2 2x (y 1) 8
x y 3 0

 + − =


+ − =
⇒ 

B(1 3,2 3)

C(1 3,2 3)

 + −


− +
. 

 

§3. ElÝp 

D¹ng to¸n 1: C¸c ®Þnh c¸c thuéc tÝnh cña ElÝp (E) 
Ph¬ng ph¸p thùc hiÖn 

Ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: ChuyÓn ph¬ng tr×nh ban ®Çu cña ElÝp (E) vÒ d¹ng chÝnh t¾c 

(E): 1
b

y

a

x
2

2

2

2

=+ . 

Bíc 2: XÐt c¸c kh¶ n¨ng: 
Kh¶ n¨ng 1: NÕu a > b, ta ®îc: 
 (E) cã trôc lín thuéc Ox, ®é dµi b»ng 2a 

chøa hai tiªu ®iÓm  

F1(−c, 0), F2(c, 0) víi c2 = a2 − b2. 
 (E) cã trôc nhá thuéc Oy víi ®é dµi b»ng 2b. 

 T©m sai e = 
a

c
. 

O 

y 

x 
 

 

 F1 F2 
A1 A2 

 

  

a 

B1 

B2 b 
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Kh¶ n¨ng 2: NÕu a < b, ta ®îc: 
 (E) cã trôc lín thuéc Oy, ®é dµi b»ng 2b 

chøa hai tiªu ®iÓm  
F1(0, −c), F2(0, c) víi c2 = b2 − a2. 

 (E) cã trôc nhá thuéc Ox víi ®é dµi b»ng 2a. 

 T©m sai e = 
b

c
. 

 Chó ý: Trong trêng hîp ph¬ng tr×nh cña (E) cã d¹ng: 

(E): 
2

2

2

2

b

)y(

a

)x( β−
+

α−
 = 1. 

ta thùc hiÖn phÐp tÞnh tiÕn hÖ trôc Oxy theo vect¬ OI  víi I(α, β) thµnh 
hÖ trôc IXY víi c«ng thøc ®æi trôc: 





β−=
α−=

yY

xX
 ⇔ 





β+=
α+=

Yy

Xx
 

ta ®îc: 

(E): 1
b

Y

a

X
2

2

2

2

=+  

tõ ®ã, chØ ra c¸c thuéc tÝnh cña (E) trong hÖ trôc IXY råi suy ra c¸c 
thuéc tÝnh cña (E) trong hÖ trôc Oxy. 

ThÝ dô 1. X¸c ®Þnh ®é dµi c¸c trôc, to¹ ®é c¸c tiªu ®iÓm, to¹ ®é c¸c ®Ønh cña c¸c 
elÝp cã ph¬ng tr×nh sau: 

a.   1
9

y

25

x 22

=+ .  b.   4x2 + 9y2 = 1. c.   4x2 + 9y2 = 36. 

 Gi¶i 

a. Ta cã ngay a = 5 vµ b = 3, suy ra c = 22 ba −  = 4. Tõ ®ã: 
 Trôc lín thuéc Ox cã ®é dµi b»ng 10 chøa hai tiªu ®iÓm F1(−4, 0), F2(4, 0). 
 Trôc nhá thuéc Oy cã ®é dµi b»ng 6. 
 To¹ ®é 4 ®Ønh A1(−5, 0), A2(5, 0), B1(0, −3), B2(0, 3). 

b. BiÕn ®æi ph¬ng tr×nh vÒ d¹ng: 

1
9/1

y

4/1

x 22

=+  ⇒ a = 
2

1
, b = 

3

1
 vµ c = 22 ba −  = 

6

5
. 

Tõ ®ã: 

 Trôc lín thuéc Ox cã ®é dµi b»ng 1 chøa hai tiªu ®iÓm F1(−
6

5
, 0), F2(

6

5
, 0). 

 Trôc nhá thuéc Oy cã ®é dµi b»ng 
3

2
. 

 To¹ ®é 4 ®Ønh A1(−
2

1
, 0), A2(

2

1
, 0), B1(0, −

3

1
), B2(0, 

3

1
). 

O 

y 

x 
F1 

F2 
A1 A2 
−a a 

B1 

B2 b 

−b 

c 

 − 
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c. BiÕn ®æi ph¬ng tr×nh vÒ d¹ng: 

1
4

y

9

x 22

=+  ⇒ a = 3, b = 2 vµ c = 22 ba −  = 5 . 

Tõ ®ã: 

 Trôc lín thuéc Ox cã ®é dµi b»ng 6 chøa hai tiªu ®iÓm F1(− 5 , 0), F2( 5 , 0). 
 Trôc nhá thuéc Oy cã ®é dµi b»ng 4. 
 To¹ ®é 4 ®Ønh A1(−3, 0), A2(3, 0), B1(0, −2), B2(0, 2). 

ThÝ dô 2. X¸c ®Þnh c¸c ®êng cong sau: 

a.   (E): y = 
2
3

29 x−   b.   (E): 
x 4sin t
y 2cos t

=
 =

, t∈[
2
π

, 2π) 

 Gi¶i 
a. BiÕn ®æi ph¬ng tr×nh cña (E) vÒ d¹ng: 

(E): 
2 2

y 0

4
y (9 x )

9

≥



= −

 ⇔ (E): 2 2

y 0

x y
1

9 4

≥



+ =

. 

VËy, ®å thÞ cña (E) lµ phÇn ë phÝa trªn Ox cña ®å thÞ ElÝp 
2 2x y

9 4
+  = 1. 

b. BiÕn ®æi ph¬ng tr×nh cña (E) vÒ d¹ng: 

(E): 

x
sin t

4
y

cos t
2

 =

 =


 
2 2sin t cos t 1

t [ ,2 )
2

+ =

π
∈ π

⇔  (E): 2 2

x vµ y kh«ngdång thíi dong

x y
1

16 4





+ =

. 

VËy, ®å thÞ cña (E) lµ ®å thÞ cña ElÝp 
2 2x y

16 4
+  = 1 bá ®i phÇn ®å thÞ ë gãc phÇn t 

thø nhÊt. 

ThÝ dô 3. T×m t©m sai cña ElÝp biÕt: 
a. Mçi tiªu ®iÓm nh×n trôc nhá díi mét gãc 600. 
b. §Ønh trªn trôc nhá nh×n hai tiªu ®iÓm díi mét gãc 600. 
c. Kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®êng chuÈn b»ng 2 lÇn tiªu cù. 
d. Kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®Ønh trªn hai trôc b»ng hai lÇn tiªu cù. 

 Gi¶i 
a. Tõ gi¶ thiÕt, ta cã:  

tan300 = 
b

c
 ⇔ b = c.tan300 

suy ra:  

e = 
c

a
 ⇔ e2 = 

2

2

c

a
 = 

2

2 2

c

b c+
 = 

2

2 2 0 2

c

c tan 30 c+
 = 

2 0

1

tan 30 1+
 = cos2300  

 F2 

B1 

B2 

O c 

b 
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⇔ e = cos300 = 
3

2
. 

b. Tõ gi¶ thiÕt, ta cã cot300 = 
b

c
 ⇔ b = c.cot300 

suy ra:  

e = 
c

a
 ⇔ e2 = 

2

2

c

a
 = 

2

2 2

c

b c+
 = 

2

2 2 0 2

c

c co t 30 c+
 = 

2 0

1

co t 30 1+
 = sin2300  

⇔ e = sin300 = 
1

2
. 

c. Tõ gi¶ thiÕt, ta cã:  
2a

e
 = 4c ⇔ 

2a

e
 = 4ae ⇔ e2 = 

1

2
 ⇔ e = 

2

2
. 

d. Tõ gi¶ thiÕt, ta cã:  

A2B2 = 4c ⇔ 2 2a b+  = 4c ⇔ a2 + b2 = 16c2 

⇔ c2 + b2 + b2 = 16c2 ⇔ b2 = 
215c

2
 

suy ra: 

e = 
c

a
 ⇔ e2 = 

2

2

c

a
 = 

2

2 2

c

b c+
 = 

2

2
2

c

15c
c

2
+

 = 
2

17
 ⇔ e = 

34

2
. 

D¹ng to¸n 2: LËp ph¬ng tr×nh cña ElÝp (E). 
Ph¬ng ph¸p thùc hiÖn 

Ta lùa chän mét trong hai c¸ch sau: 
C¸ch 1: Sö dông ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña ElÝp 

(E): 1
b

y

a

x
2

2

2

2

=+  

Tõ ®ã cÇn t×m a, b (hoÆc a2, b2) b»ng c¸ch thiÕt lËp mét hÖ hai ph¬ng tr×nh víi Èn 
a, b (hoÆc a2, b2). 
C¸ch 2:  Sö dông ®Þnh nghÜa 

NÕu biÕt hai tiªu ®iÓm F1(x1, y1), F2(x2, y2) vµ ®é dµi trôc lín b»ng 2a th× ta thùc 
hiÖn theo c¸c bíc: 

Bíc 1: LÊy ®iÓm M(x, y)∈(E).  
Bíc 2: ChuyÓn MF1 + MF2 = 2a       (1) 

thµnh biÓu thøc gi¶i tÝch nhê:  
2

1
2

1
2

1 )yy()xx(MF −+−=      (2) 
2

2
2

2
2
2 )yy()xx(MF −+−=      (3) 

Bíc 3: Suy ra   

MF1 − MF2  = 
21

2
2

2
1

MFMF

MFMF

+
−

 

b 

B2 

O A2 

a 



 381 

  = 
a2

)yy(y2)xx(x2)yy()xx( 2121
2
2

2
1

2
2

2
1 −−−−−+−

  (4) 

Bíc 4: LÊy (1) + (4) ta ®îc MF1, råi thay vµo (2) ta sÏ ®îc ph¬ng tr×nh cña (E).  

 Chó ý:  
1. CÇn ph¶i c©n nh¾c gi¶ thiÕt cña bµi to¸n thËt kü cµng ®Ó lùa chän d¹ng ph¬ng 

tr×nh thÝch hîp. Trong trêng hîp kh«ng cã g× ®Æc biÖt, ta lu«n gi¶ sö ElÝp (E) cã 
ph¬ng tr×nh: 

(E): 1
b

y

a

x
2

2

2

2

=+ . 

2. Trong nhiÒu trêng hîp ®Æc thï chóng ta cßn sö dông ph¬ng ph¸p quü tÝch ®Ó x¸c 
ph¬ng tr×nh ElÝp hoÆc chøng minh tËp hîp ®iÓm lµ ElÝp. 

ThÝ dô 1. LËp ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña elÝp, biÕt: 
a. §é dµi trôc lín vµ trôc nhá lÇn lît lµ 8 vµ 6. 
b. §é dµi trôc lín b»ng 10 vµ tiªu cù b»ng 6. 

c. Trôc lín thuéc Oy cã ®é dµi trôc lín b»ng 26 vµ t©m sai e = 
13

12
. 

 Gi¶i 

a. Ta cã ngay a = 4 vµ b = 3, suy ra ph¬ng tr×nh cña elÝp 1
9

y

16

x 22

=+ . 

b. Ta cã ngay a = 5 vµ c = 3, suy ra b = 22 ca −  = 4 nªn ph¬ng tr×nh cña elÝp 

1
16

y

25

x 22

=+ . 

c. Tõ gi¶i thiÕt ta gi¶ sö ElÝp (E) cã ph¬ng tr×nh  

(E): 1
b

y

a

x
2

2

2

2

=+ , víi a<b. 

 §é dµi trôc lín b»ng 26 ⇔ 2b = 26 ⇔ b = 13. 

 T©m sai e = 
13

12
 = 

b

c
 = 

13

a13 22 −
 ⇔ a2 =  = 25. 

VËy ElÝp (E) cã ph¬ng tr×nh:  

(E): 1
169

y

25

x 22

=+ . 

ThÝ dô 2. LËp ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña elÝp, biÕt: 

a. ElÝp ®i qua c¸c ®iÓm M(0, 3) vµ N(3, −
5

12
). 

b. ElÝp cã mét tiªu ®iÓm F1(− 3 , 0) vµ ®iÓm M(1, 
2

3
) n»m trªn elÝp. 
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 Gi¶i 
a. Gi¶ sö ElÝp (E) cã ph¬ng tr×nh: 

(E): 1
b

y

a

x
2

2

2

2

=+ . 

 V× M ∈ (E) ⇔ 1
b

9
2

= ⇔ b2  = 9. 

 V× N(3, −
5

12
) ∈ (E) ⇔ 1

9.25

144

a

9
2

=+  ⇔ a2 = 25. 

VËy, ElÝp (E) cã ph¬ng tr×nh: 1
9

y

25

x 22

=+ . 

b. Gi¶ sö ElÝp (E) cã ph¬ng tr×nh: 

(E): 1
b

y

a

x
2

2

2

2

=+ . 

 V× (E) cã mét tiªu ®iÓm F1(− 3 , 0) nªn : 

c  = 3  ⇔ a2 − b2 = 3.      (1) 

 V× M(1, 
2

3
) ∈ (E) ⇔ 1

b4

3

a

1
22

=+ .     (2) 

Gi¶i hÖ ph¬ng tr×nh t¹o bëi (1) vµ (2) ta ®îc a2 = 4 vµ b2 = 1, suy ra: 

(E): 1
1

y

4

x 22

=+ . 

ThÝ dô 3. Cho ®iÓm A(3, 3) vµ ®êng trßn (C) cã ph¬ng tr×nh: 
(C1): (x + 1)2 + y2 = 16 vµ (C2): (x − 1)2 + y2 = 1. 

Gäi M lµ t©m ®êng trßn (C) di ®éng tiÕp xóc víi (C1), (C2). T×m quü 
tÝch ®iÓm M, biÕt: 
a. (C) tiÕp xóc trong víi (C1) vµ tiÕp xóc ngoµi víi (C2). 
b. (C) tiÕp xóc trong víi  c¶ (C1) vµ (C2). 

 Gi¶i − B¹n ®äc tù vÏ h×nh 
XÐt ®êng trßn (C1), (C2), ta ®îc: 

(C1): 
1

1

Tam O ( 1;0)

Bkinh R 4

−
 =

 vµ  (C2): 
2

2

Tam O (1;0)

Bkinh R 1


 =

. 

a. Gi¶ sö M(x, y) lµ t©m vµ R lµ b¸n kÝnh ®êng trßn (C) tiÕp xóc trong víi (C1) vµ 
tiÕp xóc ngoµi víi (C2), ta ®îc: 

 1 1

2 2

R R MO

R R MO

− =
 + =

 ⇒ MO1 + MO2 = R1 + R2 = 5. 

VËy tËp hîp c¸c ®iÓm M thuéc ElÝp (E) nhËn O1, O2 lµm tiªu ®iÓm vµ cã ®é dµi 
trôc lín b»ng 5. 
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 X¸c ®Þnh ph¬ng tr×nh cña ElÝp (E): V× O1, O2 thuéc Ox vµ ®èi xøng qua O nªn 
ph¬ng tr×nh cña (E) cã d¹ng: 

(E): 
2 2

2 2

x y
1

a b
+ = , víi 0 < b < a. 

trong ®ã:  

2a = 5 ⇔ a = 
5

2
, 

b2  = a2 − c2 = 
25

4
 − 

2

1 2O O

2

 
 
 

 = 
25

4
 − 1 = 

21

4
. 

VËy tËp hîp c¸c ®iÓm M thuéc ElÝp (E) cã ph¬ng tr×nh 
2 2x y

1
25 / 4 21/ 4

+ = . 

b. Gi¶ sö M(x, y) lµ t©m vµ R lµ b¸n kÝnh ®êng trßn (C) tiÕp xóc trong víi c¶ (C1) 
vµ (C2), ta ®îc: 

 1 1

2 2

R R MO

R R MO

− =
 − =

 ⇒ MO1 + MO2 = R1 − R2 = 3 

VËy tËp hîp c¸c ®iÓm M thuéc ElÝp (E) nhËn O1, O2 lµm tiªu ®iÓm vµ cã ®é dµi 
trôc lín b»ng 3. 
 X¸c ®Þnh ph¬ng tr×nh cña ElÝp (E) 

V× O1, O2 thuéc Ox vµ ®èi xøng qua O nªn ph¬ng 
tr×nh cña (E) cã d¹ng: 

(E): 
2 2

2 2

x y
1

a b
+ = , víi 0 < b < a. 

trong ®ã:  

2a = 3 ⇔ a = 
3

2
, 

b2  = a2 − c2 = 
9

4
 − 

2

1 2O O

2

 
 
 

 = 
9

4
 − 1 = 

5

4
. 

VËy tËp hîp c¸c ®iÓm M thuéc ElÝp (E) cã ph¬ng tr×nh  
2 2x y

1
9 / 4 5 / 4

+ = . 

D¹ng to¸n 3: VÞ trÝ t¬ng ®èi cña ®iÓm, ®êng th¼ng vµ elÝp. 
Ph¬ng ph¸p thùc hiÖn 
1. §Ó x¸c ®Þnh vÞ trÝ t¬ng ®èi cña ®iÓm M(xM, yM) víi ElÝp (E): 

(E): 1
b

y

a

x
2

2

2

2

=+ . 

Ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: X¸c ®Þnh ph¬ng tÝch cña M ®èi víi ElÝp (E) lµ:  

pM/(E) = 
2

2
M

2

2
M

b

y

a

x
+ . 
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Bíc 2: KÕt luËn: 

 NÕu pM/(E)<1 ⇔ M n»m trong ElÝp. 

 NÕu pM/(E) = 1 ⇔ M n»m trªn ElÝp. 

 NÕu pM/(E)>1 ⇔ M n»m ngoµi ElÝp. 

 Chó ý:  
1.   Ta cã c¸c kÕt qu¶ sau: 

 NÕu M n»m trong (E) ⇒ kh«ng tån t¹i tiÕp tuyÕn cña (E) ®i qua M nhng khi 
®ã mäi ®êng th¼ng qua M ®Òu c¾t (E) t¹i 2 ®iÓm ph©n biÖt. 

 NÕu M n»m trªn (E) ⇒ tån t¹i duy nhÊt 1 tiÕp tuyÕn cña (E) ®i qua M 
(ph¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cã ®îc b»ng ph¬ng ph¸p ph©n ®«i to¹ ®é). 

 NÕu M n»m ngoµi (E) ⇒ tån t¹i hai tiÕp tuyÕn cña (E) ®i qua M. 
2. B»ng viÖc xÐt hÖ ph¬ng tr×nh t¹o bëi (E) vµ (d), khi ®ã sè nghiÖm cña ph¬ng 

tr×nh b»ng sè giao ®iÓm cña (d) vµ (E). 
3. Víi hai ElÝp (E1) vµ (E2) cã ph¬ng tr×nh: 

(E1): 1
b

y

a

x
2
1

2

2
1

2

=+  vµ (E2): 1
b

y

a

x
2
2

2

2
2

2

=+ . 

NÕu (E1) ∩(E2) = {A, B, C, D} th× 
a. ABCD lµ h×nh ch÷ nhËt. 
b. Ph¬ng tr×nh ®êng trßn ngo¹i tiÕp h×nh ch÷ nhËt ABCD lµ ®êng trßn (C) 

t©m O b¸n kÝnh R = OA cã ph¬ng tr×nh: 

(C): x2 + y2 = 
2
2

2
1

2
1

2
2

2
1

2
2

2
2

2
1

2
2

2
1

2
2

2
1

baba

)aa(bb)bb(aa

−
−+−

. 

ThÝ dô 1. Cho ®iÓm M(1, 1) vµ ElÝp (E) cã ph¬ng tr×nh: 

(E): 
4

y

9

x 22

+  = 1. 

a. Chøng minh r»ng mäi ®êng th¼ng ®i qua M lu«n c¾t (E) t¹i hai 
®iÓm ph©n biÖt. 

b. LËp ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d) qua M vµ c¾t ElÝp trªn t¹i hai 
®iÓm A, B sao cho MA = MB. 

 Gi¶i 
a. NhËn xÐt r»ng: 

pM/(E) = 
4

1

9

1
+  = 

36

13
<1 ⇔ M n»m trong ElÝp 

do ®ã mäi ®êng th¼ng ®i qua M lu«n c¾t (E) t¹i hai ®iÓm ph©n biÖt. 
b. NhËn xÐt r»ng ®êng th¼ng (d) kh«ng thÓ song song víi Oy, do ®ã gi¶ sö (d) cã 
hÖ sè gãc k, ta ®îc:  

y = k(x − 1) + 1 ⇔ (d): y = kx − k + 1.     (1) 
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To¹ ®é giao ®iÓm A, B cña (d) vµ (E) lµ nghiÖm cña hÖ ph¬ng tr×nh : 





+−=
=+

1kkxy

36y9x4 22

⇒ 4x2 + 9(kx − k + 1)2 = 36  

⇔ (4 + 9k2)x2 − 18k(k − 1)x + 9k2 − 18k − 27 = 0   (2) 
Ph¬ng tr×nh (2) lu«n cã hai nghiÖm ph©n biÖt xA, xB tho¶ m·n: 










+
−−

=

+
−

=+

2

2

BA

2BA

k94

27k18k9
x.x

k94

)1k(k18
xx

. 

Theo gi¶ thiÕt MA = MB  

⇔ xA + xB = 2xM ⇔ 
2k94

)1k(k18

+
−

 = 2 ⇔ k = −
9

4
. 

Thay k = −
9

4
 vµo (1), ta ®îc ®êng th¼ng (d): 4x + 9y − 13 = 0. 

ThÝ dô 2. XÐt vÞ trÝ t¬ng ®èi cña ®êng th¼ng (d) vµ ElÝp (E) , biÕt: 

a. (d): x − y − 3 = 0 vµ (E): 
2 2x y 1

4 1
+ = . 

b. (d): 2x + y − 5 = 0 vµ (E): 
2 2x y 1

4 9
+ = . 

c. (d): 2x − y = 0 vµ (E): 
2 2x y 1

2 8
+ = . 

 Gi¶i 
a. XÐt hÖ ph¬ng tr×nh t¹o bëi (E) vµ (d): 

2 2x 4y 4

x y 3 0

 + =


− − =
 ⇒  5y2 + 6y + 5 = 0     (*) 

Ph¬ng tr×nh (*) v« nghiÖm ⇔ (d)∩(E) = {∅}. 
b. XÐt hÖ ph¬ng tr×nh t¹o bëi (E) vµ (d): 

2 29x 4y 36

2x y 5 0

 + =


+ − =
 ⇒  25x2 − 40x + 64 = 0 ⇔ x = 

8

5
⇒ y = 

9

5
 

VËy (d) tiÕp xóc víi (E) t¹i ®iÓm M(
8

5
,

9

5
). 

c. XÐt hÖ ph¬ng tr×nh t¹o bëi (E) vµ (d): 
2 24x y 8

2x y 0

 + =


− =
 ⇒  x2 = 1 ⇔ 

x 1

x 1

=
 = −

 ⇒ 1

2

M (1,2)

M ( 1, 2)


 − −

. 

VËy, ta ®îc (d)∩(E) =  {M1, M2}. 
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ThÝ dô 3. Cho ®iÓm M(1; − 1
2

) vµ ElÝp (E): 
2 2x y 1

8 2
+ = . LËp ph¬ng tr×nh ®êng 

th¼ng (d) qua M c¾t (E) t¹i hai ®iÓm ph©n biÖt A, B  sao cho:  
a.   M lµ trung ®iÓm AB.  b.   AB = 20 . 
Tõ ®ã, lËp ph¬ng tr×nh ®êng trßn ®êng kÝnh AB trong mçi trêng hîp. 

 Gi¶i 
a. NhËn xÐt r»ng ®êng th¼ng (d) kh«ng thÓ song song víi Oy, do ®ã gi¶ sö (d) cã 
hÖ sè gãc k, ta ®îc:  

y = k(x − 1) − 1
2

 ⇔ (d): 2y = 2kx − 2k − 1.    (1) 

To¹ ®é giao ®iÓm A, B cña (d) vµ (E) lµ nghiÖm cña hÖ ph¬ng tr×nh: 
2 2x 4y 8

2y 2kx 2k 1

 + =


= − −
⇒ x2 + (2kx − 2k − 1)2 = 8  

⇔ (1 + 4k2)x2 − 4k(2k + 1)x + 4k2 + 4k − 7 = 0   (2) 
Ph¬ng tr×nh (2) lu«n cã hai nghiÖm ph©n biÖt xA, xB tho¶ m·n: 

A B 2

2

A B 2

4k(2k 1)
x x

1 4k

4k 4k 7
x .x

1 4k

+ + = +


+ − = +

. 

Theo gi¶ thiÕt MA = MB  

⇔ xA + xB = 2xM ⇔ 
2

4k(2k 1)

1 4k

+
+

 = 2 ⇔ k = 
1

2
. 

Thay k = 
1

2
 vµo (1), ta ®îc ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d): x − y − 2 = 0. 

b. V« nghiÖm do AB lín h¬n ®é dµi trôc chÝnh. 

 Chó ý: Víi c©u a) ta cã thÓ sö dông c¸ch gi¶i kh¸c nh sau: 

LÊy A(x0, y0) ∈ (E), vµ v× B ®èi xøng víi A qua M nªn B(2 − x0; −1 − y0). Khi ®ã: 
2 2
0 0

0 0

x 4y 8

x y 2

 + =


− =
 ⇒ to¹ ®é cña A, B. 

LËp ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng qua A vµ B. 

ThÝ dô 4. Cho 2 ElÝp (E1) vµ (E2) cã ph¬ng tr×nh: 

(E1): 
2 2x y 1

9 4
+ =  vµ  (E2): 

2 2x y 1
16 1

+ =  

a. Chøng minh r»ng (E1) ∩(E2) = {A, B, C, D} vµ ABCD lµ h×nh ch÷ nhËt.  
b. LËp ph¬ng tr×nh ®êng trßn ngo¹i tiÕp h×nh ch÷ nhËt ABCD. 
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 Gi¶i 
a. Tõ h×nh vÏ suy ra ngay (E1) ∩(E2) = {A, B, C, D} 

NhËn xÐt r»ng A, B, C, D ®èi xøng qua O vµ  
AB//CD//Ox, AD//BC//Oy  
⇒ ABCD lµ h×nh ch÷ nhËt. 

b. H×nh ch÷ nhËt ABCD néi tiÕp trong ®êng trßn (C) t©m O 
b¸n kÝnh R = OA. 

To¹ ®é ®iÓm A(xA, yA) lµ nghiÖm cña hÖ ph¬ng tr×nh: 

2 2

2 2

4x 9y 36
x 16y 16

 + =


+ =
⇔ 

2
A

2
A

432x
55

28y
55

 =

 =


 ⇒ R2 = 2 2
A Ax y+  = 

92
11

. 

VËy, ph¬ng tr×nh ®êng trßn ®i qua A, B, C, D cã ph¬ng tr×nh:  

(C): x2 + y2 = 
92
11

. 

D¹ng to¸n 4: §iÓm vµ elÝp 
Ph¬ng ph¸p thùc hiÖn 

Víi ElÝp (E) cã ph¬ng tr×nh: 

(E): 1
b

y

a

x
2

2

2

2

=+ . 

Ta lùa chän mét trong hai c¸ch sau: 
C¸ch 1: Ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 

Bíc 1: LÊy ®iÓm M(x0, y0)∈(E) ⇒ 
2

2
0

2

2
0

b

y

a

x
+  = 1. 

Bíc 2: Dùa vµo ®iÒu kiÖn K cã thªm ®îc ®iÒu kiÖn cho x0, y0. Tõ ®ã suy ra to¹ 
®é ®iÓm M. 

C¸ch 1: Ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: ChuyÓn ph¬ng tr×nh ElÝp vÒ d¹ng tham sè: 

(E):




=
=

tcosby

tsinax
, t∈[0, 2π). 

Bíc 2: §iÓm M∈(E) ⇒ M(a.sint, b.cost). 
Bíc 3: Dùa vµo ®iÒu kiÖn K cã thªm ®îc ®iÒu kiÖn cho x0, y0. Tõ ®ã suy ra to¹ 

®é ®iÓm M. 

 Chó ý: Ta cÇn lu ý c¸c trêng hîp sau: 
1. NÕu ®iÓm ph¶i t×m tho¶ m·n ®iÒu kiÖn vÒ b¸n kÝnh qua tiªu ®iÓm ta sö dông c«ng 

thøc tÝnh b¸n kÝnh qua tiªu ®iÓm theo to¹ ®é ®iÓm ®ã lµ: 

F1M = a + 
a

cx0  vµ F2M = a − 
a

cx0 . 

O 

y 

x 

D 

A B 

C 

4 

−4 

−3 
−1 1 

3 

2 

−2 
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2. NÕu ®iÓm ph¶i t×m tho¶ m·n ®iÒu kiÖn vÒ gãc ta ®a bµi to¸n vÒ xÐt hÖ thøc lîng 
trong tam gi¸c. 

3. NÕu ®iÓm ph¶i t×m lµ giao cña ElÝp víi mét ®êng kh¸c ta xÐt hÖ ph¬ng tr×nh 
t¬ng giao ®Ó t×m to¹ ®é giao ®iÓm. 

ThÝ dô 1. Cho ElÝp (E): 1
8

y

2

x 22

=+ .  

T×m c¸c ®iÓm M thuéc ElÝp (E) sao cho: 
a. Cã to¹ ®é nguyªn thuéc (E). 
b. Cã tæng hai to¹ ®é ®¹t gi¸ trÞ lín nhÊt, nhá nhÊt . 

 Gi¶i 

§iÓm M(x0, y0)∈(E) ⇒ 1
8

y

2

x 2
0

2
0 =+ .     (1) 

a. NhËn xÐt r»ng nÕu ®iÓm M(x0, y0)∈(E) ⇒ M1(−x0, y0), M2(−x0, − y0) vµ M3(x0, −y0) 
còng thuéc (E). Do vËy ta chØ cÇn x¸c ®Þnh c¸c ®iÓm M0 cã to¹ ®é nguyªn d¬ng. 

XÐt ph¬ng tr×nh (1) víi Èn y0 : 
(1) ⇔ 2

0y  = 8 − 4 2
0x . 

Ph¬ng tr×nh cã nghiÖm  

⇔ 8 − 4 2
0x >0 ⇔ 0 < x0 ≤ 2  ⇒ x0 = 1 vµ y0 = 2 ⇒ M0(1, 2) ∈ (E). 

Tõ M0 suy ra c¸c ®iÓm M1(−1, 2), M2(−1, −2) vµ M3(1, −2) còng thuéc (E). 
VËy (E) cã 4 ®iÓm M0, M1, M2, M3 cã to¹ ®é nguyªn. 

b. Ta cã: 

(x0 + y0)2 = 
2

00

8

y
.8

2

x
.2 








+ ≤ (2 + 8) 








+

8

y

2

x 2
0

2
0  = 10  

⇔  − 10  ≤ x0 + y0  ≤ 10 . 
dÊu b»ng x¶y ra khi: 











=+

=

1
8

y

2

x

8

2

8/y

2/x

2
0

2
0

0

0

⇔ 







=+

=

1
8

y

2

x

x4y
2
0

2
0

00

⇒  










−− )
5

104
,

5

10
(M

)
5

104
,

5

10
(M

5

4

. 

VËy, ta ®îc: 
 (x0 + y0)Max = 10 , ®¹t ®îc t¹i M4.  

 (x0 + y0)Min = − 10 , ®¹t ®îc t¹i M5. 

ThÝ dô 2. Cho ElÝp (E): 1
b

y

a

x
2

2

2

2

=+ . Tõ ®iÓm A∈(E) cã to¹ ®é d¬ng, dùng h×nh 

ch÷ nhËt ABCD néi tiÕp trong (E) cã c¸c c¹nh song song víi c¸c trôc to¹ 
®é. X¸c ®Þnh to¹ ®é cña A ®Ó h×nh ch÷ nhËt ABCD cã diÖn tÝch lín nhÊt. 
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 Gi¶i 
Ta cã thÓ thùc hiÖn theo hai c¸ch sau: 

C¸ch 1:  Gi¶ sö A(xA, yA)∈(E) víi xA, yA>0, suy ra:  

1
b

y

a

x
2

2
A

2

2
A =+ . 

Khi ®ã: 

SABCD =  SOMAN = 4x0y0 = 2ab.2
b

y
.

a

x AA ≤2ab. 
2

2
A

2

2
A

b

y

a

x
+  = 2ab. 

VËy Smax = 2ab, ®¹t ®îc khi:  










=

=+

b

y

a

x

1
b

y

a

x

AA

2

2
A

2

2
A

 ⇒ A(
2

a
, 

2

b
). 

C¸ch 2: ChuyÓn ph¬ng tr×nh ElÝp vÒ d¹ng tham sè: 

(E):




=
=

tcos.by

tsin.ax
, t∈[0, 2π). 

§iÓm A∈(E) vµ thuéc gãc phÇn t thø nhÊt ⇒ M(a.sint, b.cost), t∈(0, 
2

π
). 

Khi ®ã: 
SABCD =  SOMAN  = 4x0y0 = 4a.sint.b.cost = 2absin2t ≤ 2ab. 

VËy, ta ®îc Smax = 2ab, ®¹t ®îc khi: 

sin2t = 1 ⇔ t = 
4

π
 ⇒ A(

2

a
,

2

b
). 

 

§4. Hypebol 

D¹ng to¸n 1: X¸c ®Þnh c¸c thuéc tÝnh cña Hypebol (H) 
Ph¬ng ph¸p thùc hiÖn 

Ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: ChuyÓn ph¬ng tr×nh ban ®Çu cña Hypebol (H) vÒ d¹ng chÝnh t¾c 

(H): 
2

2

2

2

b

y

a

x
−  = ±1. 

Bíc 2: XÐt c¸c kh¶ n¨ng: 
Kh¶ n¨ng 1: NÕu 

(H): 
2

2

2

2

b

y

a

x
−  = 1 

O 

A 

y 

x xA 

yA 

b 

N 

B 

C D 

M 

y 

x O A1 F1 F2 A2 
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ta ®îc: 
 (H) cã trôc thùc thuéc Ox, ®é dµi b»ng 2a chøa hai tiªu ®iÓm  

F1(−c, 0), F2(c, 0) víi c2 = a2 + b2. 
 (H) cã trôc ¶o thuéc Oy víi ®é dµi b»ng 2b. 

 T©m sai e = 
a

c
. 

Kh¶ n¨ng 2: NÕu 

(H): 
2

2

2

2

b

y

a

x
−  =  − 1 

ta ®îc: 
 (H) cã trôc thùc thuéc Oy, ®é dµi b»ng 2b 

chøa hai tiªu ®iÓm  
F1(0,  − c), F2(0, c) víi c2 = a2 + b2. 

 (H) cã trôc ¶o thuéc Ox víi ®é dµi b»ng 2a. 

 T©m sai e = 
b

c
. 

ThÝ dô 1. Cho Hyperbol (H): 9x2 − 16y2 = 144. 
a. ChuyÓn ph¬ng tr×nh cña (H) vÒ d¹ng chÝnh t¾c. T×m to¹ ®é c¸c ®Ønh, 

to¹ ®é c¸c tiªu ®iÓm, tÝnh t©m sai, c¸c ®êng tiÖm cËn cña (H). 
b. ViÕt ph¬ng tr×nh Hyperbol (H1) liªn hîp cña (H). T×m c¸c thuéc 

tÝnh cña (H1). 
c. ViÕt ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña ElÝp (E) cã tiªu ®iÓm trïng víi tiªu 

®iÓm cña (H) vµ ngo¹i tiÕp h×nh ch÷ nhËt c¬ së cña (H). 

 Gi¶i 
a. §a ph¬ng tr×nh Hyperbol vÒ d¹ng  

(H): 
9

y

16

x 22

−  = 1 ⇒ a = 4, b = 3 vµ c = 5. 

Tõ ®ã: 
 T©m O(0, 0). 
 To¹ ®é c¸c ®Ønh A1( − 4, 0), A2(4, 0). 
 To¹ ®é c¸c tiªu ®iÓm F1( − 5, 0), F2(5, 0). 

 T©m sai e = 
4

5
. 

 Ph¬ng tr×nh hai ®êng tiÖm cËn lµ y = ±
4

3
x. 

b. Ph¬ng tr×nh Hyperbol (H1) liªn hîp cña (H) cã d¹ng: 

(H1): 
9

y

16

x 22

−  =  − 1. 

C¸c thuéc tÝnh cña (H1) vµ ph¬ng tr×nh tham sè cña (H1) b¹n däc tù lµm 

y 

x O 

F1 

F2 B2 

B1 
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c. Gi¶ sö ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña ElÝp cã d¹ng: 

(E): 1
b

y

a

x
2

2

2

2

=+ , víi a > b.      (1)
 

 Tiªu cù c = 5 ⇔ a2 − b2 = 52      (2) 
 P(4, 3) lµ mét ®Ønh cña h×nh ch÷ nhËt c¬ së cña (H). §Ó ElÝp (E) ngo¹i tiÕp 

h×nh ch÷ nhËt c¬ së cña (H)  
⇔ P(4, 3)∈(E) ⇔ 9a2 + 16b2 −  a2.b2 = 0    (3) 

Tõ (2), (3) suy ra a2 = 40, b2 = 15.  

VËy ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c (E): 1
15

y

40

x 22

=+ . 

ThÝ dô 2. ChuyÓn ph¬ng tr×nh Hypebol (H): x2 − 4y2 = −1 vÒ d¹ng chÝnh t¾c, tõ 
®ã x¸c ®Þnh c¸c thuéc tÝnh cña nã vµ vÏ h×nh. 

 Gi¶i 
§a ph¬ng tr×nh Hyperbol vÒ d¹ng: 

(H): 
2 2x y

1 1/ 4
−  = − 1 ⇒ a = 1, b = 

1

2
 vµ c = 

5

2
. 

Tõ ®ã: 
 T©m O(0, 0). 

 To¹ ®é c¸c ®Ønh B1(0, − 1

2
), B2(0, 

1

2
). 

 To¹ ®é c¸c tiªu ®iÓm F’1(0, − 5

2
), F’2(0, 

5

2
). 

 T©m sai e = 5 . 

 Ph¬ng tr×nh hai ®êng tiÖm cËn lµ y = ± 1

2
x. 

 Chó ý: Trong trêng hîp ph¬ng tr×nh cña (H) cã d¹ng: 

(H): 
2

2

2

2

b

)y(

a

)x( β−
−

α−
 = ±1. 

ta thùc hiÖn phÐp tÞnh tiÕn hÖ trôc Oxy theo vect¬ OI  víi I(α, β) thµnh hÖ trôc IXY 
víi c«ng thøc ®æi trôc: 





β−=
α−=

yY

xX
 ⇔ 





β+=
α+=

Yy

Xx
 

ta ®îc: 

(H): 1
b

Y

a

X
2

2

2

2

±=−  

tõ ®ã chØ ra c¸c thuéc tÝnh cña (H) trong hÖ trôc IXY råi suy ra c¸c thuéc tÝnh cña (H) 
trong hÖ trôc Oxy. 
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ThÝ dô 3. Cho Hyperbol (H) cã ph¬ng tr×nh: 
(H): x2 − 4y2 − 2x + 16y + 11 = 0. 

a. §a Hyperbol (H) vÒ d¹ng chÝnh t¾c. 
b. X¸c ®Þnh to¹ ®é t©m, tiªu ®iÓm F1, F2, c¸c ®Ønh A1, A2 vµ c¸c 

®êng tiÖm cËn cña (H). 

 Gi¶i 
ChuyÓn ph¬ng tr×nh cña (H) vÒ d¹ng: 

(H):
2 2(x 1) (y 2)

1
4 1

− −
− = −  

Thùc hiÖn phÐp tÞnh tiÕn hÖ trôc to¹ ®é Oxy theo vect¬ OI


 víi I(1, 2) thµnh hÖ trôc 
IXY, víi c«ng thøc ®æi trôc: 

X x 1

Y y 2

= −
 = −

 ⇔ 
x X 1

y Y 2

= +
 = +

 

Khi ®ã:  

(H): 
2 2X Y

1
4 1

− = − . 

Khi ®ã trong hÖ trôc IXY, (H) cã c¸c thuéc tÝnh: 
 T©m I. 
 Trôc thùc thuéc IY cã ®é dµi b»ng 2 chøa 2 tiªu ®iÓm  

F1(0, − 5 ),  F2(0, 5 ). 
 Trôc ¶o thuéc IX cã ®é dµi b»ng 4. 

 T©m sai e = 
5

2
. 

 Ph¬ng tr×nh hai ®êng tiÖm cËn: X = ± 1

2
Y. 

Do ®ã trong hÖ trôc Oxy, (H) cã c¸c thuéc tÝnh: 
 T©m I(1, 2). 
 (H) cã trôc thùc // Ox cã ®é dµi 2 chøa 2 tiªu ®iÓm  

F1(1, − 5  + 2), F2(1, 5  + 2) 
 Trôc ¶o // Ox cã ®é dµi b»ng 4. 

 T©m sai e = 
5

2
. 

 Ph¬ng tr×nh hai ®êng tiÖm cËn:  

x − 1 = ± 1

2
(y − 2) ⇔ 1

1

(d ) : 2x y 0

(d ) : 2x y 4 0

− =
 + − =

. 

D¹ng to¸n 2: LËp ph¬ng tr×nh cña Hypebol (H) 
Ph¬ng ph¸p thùc hiÖn 

Ta lùa chän mét trong hai c¸ch sau: 
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C¸ch 1: Sö dông ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña Hypebol 

(H): 1
b

y

a

x
2

2

2

2

±=−  

Tõ ®ã cÇn t×m a, b (hoÆc a2, b2) b»ng c¸ch thiÕt lËp mét hÖ hai ph¬ng tr×nh víi Èn 
a, b (hoÆc a2, b2). 
C¸ch 2:  Sö dông ®Þnh nghÜa 

 Chó ý:  
1. CÇn ph¶i c©n nh¾c gi¶ thiÕt cña bµi to¸n thËt kü cµng ®Ó lùa chän d¹ng ph¬ng 

tr×nh thÝch hîp. Trong trêng hîp kh«ng cã g× ®Æc biÖt, ta lu«n gi¶ sö Hypebol 
(H) cã ph¬ng tr×nh: 

(H): 1
b

y

a

x
2

2

2

2

±=−  

2. Trong nhiÒu trêng hîp ®Æc thï chóng ta cßn sö dông ph¬ng ph¸p quü tÝch ®Ó 
x¸c ph¬ng tr×nh Hypebol hoÆc chøng minh tËp hîp ®iÓm lµ Hypebol, trong 
trêng hîp nµy nµy chóng ta thêng thùc hiÖn theo hai bíc sau: 

Bíc 1: Chøng minh tËp hîp ®iÓm lµ Hypebol (H) b»ng viÖc chØ ra hai ®iÓm cè 
®Þnh A, B vµ M tho¶ m·n |MA − MB| = 2a  −  kh«ng ®æi. 

Bíc 2: LËp ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña Hypebol (H) nhËn A, B lµm tiªu ®iÓm vµ 
cã ®é dµi trôc thùc b»ng 2a. 

ThÝ dô 1. Cho ba ®iÓm F1(−4, 0), F2(4, 0) vµ ®iÓm A(2, 0).  
a. LËp ph¬ng tr×nh Hyperbol (H) ®i qua A vµ cã tiªu ®iÓm F1, F2. 
b. T×m to¹ ®é ®iÓm M trªn (H) sao cho MF2 = 2MF1. 

 Gi¶i 
a. V× hai tiªu ®iÓm F1 vµ F2 thuéc Ox vµ ®èi xøng qua Oy nªn Hypebol (H) cã d¹ng: 

(H): 1
b

y

a

x
2

2

2

2

=−      (1)
 

- Tiªu cù c = 4 ⇔ a2 + b2 = 42     (2) 
- §iÓm A(2, 0)∈(H) ⇔ a2 = 4     (3) 
- Tõ (2), (3) suy ra a2 = 4, b2 = 12.  

VËy ph¬ng tr×nh (H): 1
12

y

4

x 22

=− . 

b. Gi¶ sö M(x0, y0)∈(H) sao cho MF2 = 2MF1, ta cã: 
|MF1 − MF2| = 2a ⇒ MF1 = 2a ⇔ 2

1MF  = 4a2  

⇔ [( − 4 − x0)2 + 2
0y ] = 4.16 ⇔ [(4 + x0)2 + 2

0y ] = 64  (4) 

MÆt kh¸c M(x0, y0)∈(H)  

⇔ 1
12

y

4

x 2
0

2
0 =−        (5) 

Gi¶i hÖ t¹o bëi (4), (5), ta ®îc M1( − 3,  − 15 ), M2( − 3, 15 ). 
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ThÝ dô 2. LËp ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c vµ vÏ h×nh cña Hyperbol biÕt: 
a. §i qua ®iÓm M(2, 2) vµ mçi ®êng tiÖm cËn t¹o víi Ox mét gãc 600. 

b. §i qua ®iÓm N( 2 , 2) vµ hai ®êng tiÖm cËn cã ph¬ng tr×nh y = ± 2x. 

c. Hai trôc trïng víi trôc to¹ ®é vµ ®i qua 2 ®iÓm A( 6 , −1) vµ B(4, 6 ). 

 Gi¶i − B¹n ®äc tù vÏ h×nh 
a. Hyperbol (H) cã " mçi ®êng tiÖm cËn t¹o víi trôc hoµnh mét gãc 300 ". Kh«ng mÊt 
tÝnh tæng qu¸t ta gi¶ sö Hyperbol (H) cã ph¬ng tr×nh:  

(H): 
2 2

2 2

x y

a b
−  = ± 1      (1) 

 §iÓm M(2, 2)∈(H) ⇔ 4b2 − 4a2 = ±a2b2 .    (2) 
 TiÖm cËn cña (H) t¹o víi trôc hoµnh mét gãc 300  

⇔ 
b

a
 = tan600 ⇔ b = a 3      (3) 

Gi¶i hÖ ph¬ng tr×nh t¹o bëi (2), (3) ta ®îc a2 = 
8

3
 vµ b2 = 8. 

VËy ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña Hypebol (H): 
2 2x y

1
8 / 3 8

− = . 

b. Gi¶ sö Hyperbol (H) cã ph¬ng tr×nh:  

(H): 
2 2

2 2

x y

a b
−  = ± 1      (1) 

 §iÓm N( 2 , 2)∈(H) ⇔ 2b2 − 4a2 = ±a2b2 .   (2) 
 Hai ®êng tiÖm cËn cã ph¬ng tr×nh y = ± 2x, suy ra: 

⇔ 
b

a
 = 2 ⇔ b = 2a.      (3) 

Gi¶i hÖ ph¬ng tr×nh t¹o bëi (2), (3) ta ®îc a2 = 1 vµ b2 = 4. 

VËy ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña Hypebol (H): 
2 2x y

1
1 4

− = . 

c. Gi¶ sö Hyperbol (H) cã ph¬ng tr×nh:  

(H): 
2 2

2 2

x y

a b
−  = ± 1      (1) 

 §iÓm A( 6 , −1)∈(H) ⇔ 6b2 − a2 = ±a2b2 .   (2) 

 §iÓm B(4, 6 )∈(H) ⇔ 16b2 − 6a2 = ±a2b2 .   (3) 

Gi¶i hÖ ph¬ng tr×nh t¹o bëi (2), (3) ta ®îc a2 = 4 vµ b2 = 2. 

VËy ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña Hypebol (H): 
2 2x y

1
4 2

− = . 
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ThÝ dô 3. Cho ®êng trßn (C): x2 + y2 = 9. TiÕp tuyÕn cña (C) t¹i M  c¾t Ox t¹i N. 
Trªn ®êng th¼ng vu«ng gãc víi Ox t¹i N lÊy ®iÓm P sao cho PN = 3 MN 
víi k > 0. LËp ph¬ng tr×nh quü tÝch c¸c ®iÓm P khi M di ®éng trªn (C). 

 Gi¶i 

Gi¶ sö P(x, y), ta cã: 

N(x, 0), PN2 = y2 vµ MN2 = ON2 − OM2 = x2 − 9. 
Khi ®ã: 

PN = 3 MN ⇔ PN2 = 3MN2 ⇔ y2 = 3(x2 − 9) ⇔ 
2 2x y

1
9 27

− = . 

VËy quü tÝch c¸c ®iÓm M thuéc Hypebol  (H)cã ph¬ng tr×nh: 

(H): 
2 2x y

1
9 27

− = . 

D¹ng to¸n 3: XÐt vÞ trÝ t¬ng ®èi cña ®iÓm, ®êng th¼ng, ElÝp vµ Hypebol 
Ph¬ng ph¸p thùc hiÖn 

B»ng viÖc xÐt hÖ ph¬ng tr×nh t¹o bëi (H) vµ (d), khi ®ã sè nghiÖm cña ph¬ng 
tr×nh b»ng sè giao ®iÓm cña (d) vµ (H). 

ThÝ dô 1. Cho Hyperbol (H) vµ ®êng th¼ng  (d) cã ph¬ng tr×nh: 

(H): 
2 2x y 1

4 8
− =  vµ (d): x − y − 2 = 0. 

a. Chøng minh r»ng (d) lu«n c¾t (H) t¹i hai ®iÓm ph©n biÖt A, B. 
TÝnh ®é dµi AB. 

b. T×m to¹ ®é ®iÓm C thuéc (H) sao cho: 
- ∆ABC cã  diÖn tÝch b»ng 4. 
- ∆ABC c©n t¹i A. 
- ∆ABC vu«ng t¹i A. 

 Gi¶i 
a. XÐt hÖ ph¬ng tr×nh t¹o bëi (d) vµ (H): 

2 2x y
1

4 8
x y 2 0


− =


 − − =

 ⇔ 
A( 6, 8)

B(2,0)

− −



⇒ ®é dµi AB = 8 2 . 

b. LÊy C(x0, y0)∈(H), suy ra 
2 2
0 0x y

1
4 8

− = .     (1) 

 Ta cã:  

S∆ABC = 
2
1 AB.CH ⇔ 4 = 4CH 2 ⇔ CH = 

1

2
. 
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MÆt kh¸c: 

CH = d(C, (d)) ⇔ 
1

2
 = 

2
1 x0 − y0 − 1 ⇔ x0 − y0 − 1 = ±1. (2) 

Gi¶i hÖ ph¬ng tr×nh t¹o bëi (1), (2) − Dµnh cho b¹n ®äc. 
 (∆ABC c©n t¹i A): Ta cã thÓ lùa chän mét trong ba c¸ch sau: 
C¸ch 1: (Sö dông ph¬ng tr×nh ®iÒu kiÖn): ∆ABC c©n t¹i A suy ra: 

AB = AC ⇔ AB2 = AC2.      (3) 
Gi¶i hÖ ph¬ng tr×nh t¹o bëi (1), (3) − Dµnh cho b¹n ®äc. 

C¸ch 2: (Sö dông phÐp ®¸nh gi¸): ∆ABC c©n t¹i A suy ra 
B, C ®èi xøng nhau qua Ox ⇒ C − Dµnh cho b¹n ®äc. 

 ∆ABC vu«ng t¹i A thùc hiÖn t¬ng tù c©u ∆ABC c©n t¹i A. 

ThÝ dô 2. Cho ElÝp (E) vµ Hypebol (H) cã ph¬ng tr×nh:  

(E): 1
4

y

9

x 22

=+ vµ (H): 1
4

y

1

x 22

=− . 

LËp ph¬ng tr×nh ®êng trßn ®i qua c¸c giao ®iÓm cña hai Hyperbol. 

 Gi¶i 

Ta cã (E)∩(H) = {A,B,C,D} ®èi xøng víi nhau qua O (bëi (E1) vµ (E2) ®Òu nhËn 
O lµm t©m ®èi xøng).  

VËy ®êng trßn ®i qua A, B, C, D nhËn O lµm t©m vµ b¸n kÝnh  

R2 = OA2 = 2
A

2
A yx + . 

To¹ ®é ®iÓm A(xA, yA) lµ nghiÖm hÖ ph¬ng tr×nh : 







=−

=+

4yx4

36y9x4
22

22

⇔ 
2
A
2
A

x 9 / 5

y 16 / 5

 =


=
 ⇒ R2 = 2

A
2
A yx +  = 5. 

VËy, ph¬ng tr×nh ®êng trßn ®i qua A, B, C, D cã d¹ng:  
(C): x2 + y2 = 5. 

ThÝ dô 3. Cho Hypebol (H) : 
2 2x y 1

9 16
− = . Chøng minh r»ng diÖn tÝch h×nh b×nh 

hµnh t¹o bëi c¸c tiÖm cËn cña Hyperbol (H) vµ c¸c ®êng th¼ng kÎ tõ 
mét ®iÓm trªn (H) lÇn lît song song víi c¸c tiÖm cËn lµ mét h»ng sè. 

 Gi¶i 

Gäi α lµ gãc  t¹o bëi ®êng ®êng tiÖm y = 
4

3
x víi trôc Ox. Ta cã:  

tanα = 
4

3
 vµ sin2α = 2

2 tan
1 tan

α
+ α

 = 
24

25
. 

SOPMQ = OP.OQ.sin2α = 
24

25
OP.OQ ⇒ OP.OQ = 

25

24
SOPMQ 
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MÆt kh¸c:  

SOPMQ  = OQ.h1 = OP.h2 ⇒ S2
OPMQ  = OP.OQ.h1h2 = 

25

24
. SOPMQ. 

144

25
 

⇔ SOPMQ  = 6 kh«ng ®æi. 

D¹ng to¸n 4: §iÓm vµ Hypebol 
Ph¬ng ph¸p thùc hiÖn 

Víi Hypebol (H) cã ph¬ng tr×nh: 

(H): 1
b

y

a

x
2

2

2

2

=− . 

Ta lùa chän mét trong hai c¸ch sau: 
C¸ch 1: Ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 

Bíc 1: LÊy ®iÓm M(x0, y0)∈(H) suy ra 

2

2
0

2

2
0

b

y

a

x
−  = 1. 

Bíc 2: Dùa vµo ®iÒu kiÖn K cã thªm ®îc ®iÒu kiÖn cho x0, y0. Tõ ®ã suy ra to¹ 
®é ®iÓm M. 

C¸ch 1: Ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: ChuyÓn ph¬ng tr×nh Hypebol vÒ d¹ng tham sè: 

(H): 






=

=

btgty
tcos

a
x

, t∈[0, 2π)\{
2

π
, 

2

3π
}. 

Bíc 2: §iÓm M∈(H) ⇒ M(a.sint, b.cost). 
Bíc 3: Dùa vµo ®iÒu kiÖn K cã thªm ®îc ®iÒu kiÖn cho x0, y0. Tõ ®ã suy ra to¹ 

®é ®iÓm M. 

 Chó ý: Ta cÇn lu ý c¸c trêng hîp sau: 
1. NÕu ®iÓm ph¶i t×m tho¶ m·n ®iÒu kiÖn vÒ b¸n kÝnh qua tiªu ®iÓm ta sö dông c«ng 

thøc tÝnh b¸n kÝnh qua tiªu ®iÓm theo to¹ ®é ®iÓm ®ã lµ: 
§iÓm M(x, y)∈(H) lu«n cã:   

a. F1M = 
a

cx
 + a vµ F2M = 

a

cx
 − a víi x > 0. 

b. F1M =  − 
a

cx
 − a vµ F2M =  − 

a

cx
 + a víi x < 0. 

2. NÕu ®iÓm ph¶i t×m tho¶ m·n ®iÒu kiÖn vÒ gãc ta ®a bµi to¸n vÒ xÐt hÖ thøc lîng 
trong tam gi¸c. 

3. NÕu ®iÓm ph¶i t×m lµ giao cña Hypebol víi mét ®êng kh¸c ta xÐt hÖ ph¬ng 
tr×nh t¬ng giao ®Ó t×m to¹ ®é giao ®iÓm. 
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ThÝ dô 1. Cho Hyperbol (H): 1
b

y

a

x
2

2

2

2

=− . T×m ®iÓm M trªn (H) sao cho ®é dµi 

F1M (tiªu ®iÓm F1( − c, 0)) ng¾n nhÊt, dµi nhÊt. 

 Gi¶i 

LÊy M(x0, y0)∈(H), suy ra:  

1
b

y

a

x
2

2
0

2

2
0 =−  ⇔ 2

0x  = a2(1 + 
2

2
0

b

y
)≥a2 ⇒ |x0|≥a. 

Ta cã: 

F1M = |
a

cx0  + a|≥|
a

ca
−  + a| = | − c + a| = c − a. 

V©y, F1MMin = c − a, ®¹t ®îc khi M≡A1(−a, 0). 

ThÝ dô 2. Cho Hyperbol (H): 1
9

y

16

x 22

=− . T×m ®iÓm M trªn (H) sao cho: 

a. Cã to¹ ®é nguyªn. 
b. Nh×n hai tiªu ®iÓm díi mét gãc 900. 

 Gi¶i 
a. Ta chØ cÇn t×m c¸c cÆp (x, y) nguyªn kh«ng ©m, khi ®ã c¸c nghiÖm cßn l¹i lµ     
(x, −y), (−x, y), (−x, −y). Ta cã: 







∈

=−
+Zy,x

144y16x9 22

⇔








−≥+
∈

=−+
+

y4x3y4x3

Zy,x

144)y4x3)(y4x3(

 ⇔ 




=
=

0y

4x
. 

VËy cã hai ®iÓm trªn (H) cã to¹ ®é nguyªn lµ M9( − 4, 0), M10(4, 0). 

b. MF1⊥MF2 ⇒ M thuéc ®êng trßn (C) ®êng kÝnh F1F2 = 10 cã ph¬ng tr×nh:   
(C): x2 + y2 = 25. 

VËy to¹ ®é ®iÓm M lµ nghiÖm cña hÖ: 









=+

=−

1yx

1
9

y

16

x

2
0

2
0

2
0

2
0

  

ta ®îc bèn ®iÓm: 

M1(
5

344
, 

5

9 ), M2(−
5

344
, 

5

9 ), M3(
5

344
, −

5

9 ), M4(−
5

344
, −

5

9 ), 
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§5. Parabol 

D¹ng to¸n 1: X¸c ®Þnh c¸c thuéc tÝnh cña Parabol (P) 
Ph¬ng ph¸p thùc hiÖn 

Ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: ChuyÓn ph¬ng tr×nh ban ®Çu cña Parabol (P) vÒ d¹ng chÝnh t¾c 

(P): y2 = ±2px hoÆc (P): x2 = ±2py. 
Bíc 2: XÐt c¸c kh¶ n¨ng: 
D¹ng 1: Parabol (P): y2 =  2px (p>0) 
C¸c thuéc tÝnh cña (P) gåm: 
 §Ønh O(0. 0), 

 Tiªu ®iÓm F (
2

p
, 0), 

 §êng chuÈn (d): x = −
2

p
, 

 Parabol, nhËn Ox lµm trôc ®èi xøng, ®å thÞ ë bªn ph¶i Ox.  

D¹ng 2: Parabol (P): y2 = −2px (p>0) 
C¸c thuéc tÝnh cña (P) gåm: 
 §Ønh O(0. 0), 

 Tiªu ®iÓm F (−
2

p
, 0), 

 §êng chuÈn (d): x = 
2

p
, 

 Parabol, nhËn Ox lµm trôc ®èi xøng, ®å thÞ ë bªn tr¸i Ox. 

D¹ng 3: Parabol (P): x2 =  2py (p>0) 
C¸c thuéc tÝnh cña (P) gåm: 
 §Ønh O(0. 0), 

 Tiªu ®iÓm F (0, 
2

p
), 

 §êng chuÈn (d): y = −
2

p
, 

 Parabol, nhËn Oy lµm trôc ®èi xøng, ®å thÞ cã híng lªn trªn.  
D¹ng 4: Parabol (P): x2 =   − 2py (p>0) 
C¸c thuéc tÝnh cña (P) gåm: 
 §Ønh O(0. 0), 

 Tiªu ®iÓm F (0, −
2

p
), 

 §êng chuÈn (d): y = 
2

p
, 

 Parabol, nhËn Ox lµm trôc ®èi xøng, ®å thÞ cã híng xuèng díi.  

F 

(d) 

L 
O 

y 

x 

(P) 

p/2 −p/2 

F 

(d) 

L 
O 

y 

x 

(P) 

p/2  − p/2 

F 

(d) L 

O x 

(P) −p/2 

p/2 

y 

F 

(d) 
L 

O x 

(P) 
p/2 

−p/2 

y 
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 Chó ý: Trong trêng hîp ph¬ng tr×nh cña (P) cã d¹ng: 
(P): (y − β)2 = ±2p(x − α) hoÆc (P): (x − α)2 = ±2p(y − β). 

ta thùc hiÖn phÐp tÞnh tiÕn hÖ trôc Oxy theo vect¬ OI  víi I(α, β) thµnh 
hÖ trôc IXY víi c«ng thøc ®æi trôc: 





β−=
α−=

yY

xX
 ⇔ 





β+=
α+=

Yy

Xx
 

ta ®îc: 
(P): Y2 = ±2pX hoÆc (P): X2 = ±2pY. 

tõ ®ã chØ ra c¸c thuéc tÝnh cña (P) trong hÖ trôc IXY råi suy ra c¸c thuéc 
tÝnh cña (P) trong hÖ trôc Oxy. 

ThÝ dô 1. Chøng tá r»ng ph¬ng tr×nh Ax2 + By = 0, víi A, B ≠ 0 lµ ph¬ng tr×nh 
cña mét Parabol cã ®Ønh O(0, 0), nhËn Oy lµm trôc ®èi xøng. T×m tiªu 
®iÓm vµ ph¬ng tr×nh ®êng chuÈn cña Parabol ®ã. 

 Gi¶i 
ViÕt l¹i ph¬ng tr×nh díi d¹ng: 

Ax2 = −By ⇔ x2 = − B

A
y 

B
2p

A
− =

⇔   x2 = 2py 

®ã chÝnh lµ ph¬ng tr×nh cña mét Parabol cã ®Ønh O(0, 0), nhËn Oy lµm trôc ®èi 
xøng. Parabol ®ã cã: 

 Tiªu ®iÓm F(0; p) = (0; − B

2A
). 

 Ph¬ng tr×nh ®êng chuÈn y = −p ⇔ y = 
B

2A
. 

ThÝ dô 2. ChuyÓn ph¬ng tr×nh Parabol (P) vÒ d¹ng chÝnh t¾c, tõ ®ã x¸c ®Þnh c¸c 
thuéc tÝnh cña nã vµ vÏ h×nh, biÕt (P) : y2 + 2y − 4x − 3 = 0. 

 Gi¶i − B¹n ®äc tù vÏ h×nh 
ChuyÓn ph¬ng tr×nh cña (P) vÒ d¹ng: 

(P): (y + 1)2 = 4(x + 1) 
Thùc hiÖn phÐp tÞnh tiÕn hÖ trôc to¹ ®é Oxy theo vect¬ OS



 víi S(−1, −2) thµnh hÖ 
trôc SXY, víi c«ng thøc ®æi trôc: 

X x 1

Y y 1

= +
 = +

 ⇔ 
x X 1

y Y 1

= −
 = −

 

Khi ®ã:  
(P): Y2 = 4X  ⇒ p = 2. 

Khi ®ã trong hÖ trôc SXY, (P) cã c¸c thuéc tÝnh: 
 §Ønh S. 
 Trôc ®èi xøng SX chøa tiªu ®iÓm F(1, 0). 
 Ph¬ng tr×nh ®êng chuÈn (d): X = −1. 
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Do ®ã, trong hÖ trôc Oxy, (P) cã c¸c thuéc tÝnh: 

§Ønh S(−1, −1). 
 Trôc ®èi xøng lµ ®êng th¼ng y + 1 = 0 chøa tiªu ®iÓm F(0, −1). 
 Ph¬ng tr×nh ®êng chuÈn (d): x + 2 = 0. 

ThÝ dô 3. Cho hä ®êng cong (Pm) : y2 − 2my − 2mx + m2 = 0. 
T×m ®iÒu kiÖn cña m ®Ó (Pm) lµ ph¬ng tr×nh mét Parabol, khi ®ã: 
a. T×m quÜ tÝch ®Ønh cña hä (Pm). 
b. T×m quÜ tÝch tiªu ®iÓm cña hä (Pm). 

 Gi¶i 
ChuyÓn ph¬ng tr×nh cña (Pm) vÒ d¹ng: 

(Pm): (y − m)2 = 2mx 
§Ó ph¬ng tr×nh trªn lµ ph¬ng tr×nh cña mét Parab«n ®iÒu kiÖn lµ m ≠ 0. 
Thùc hiÖn phÐp tÞnh tiÕn hÖ trôc to¹ ®é Oxy theo vect¬ OS



 víi S(0; m) thµnh hÖ 
trôc SXY, víi c«ng thøc ®æi trôc: 

X x
Y y m

=
 = −

 ⇔ 
x X
y Y m

=
 = +

 

Khi ®ã:  
(P): Y2 = 2mX  ⇒ p = m. 

Khi ®ã trong hÖ trôc SXY, (Pm) cã c¸c thuéc tÝnh: 
 §Ønh S. 

 Trôc ®èi xøng SX chøa tiªu ®iÓm F(
m
2

, 0). 

 Ph¬ng tr×nh ®êng chuÈn (d): X = − m
2

. 

Do ®ã trong hÖ trôc Oxy, (Pm) cã c¸c thuéc tÝnh: 
 §Ønh S(0; m). 

 Trôc ®èi xøng lµ y − m = 0 chøa tiªu ®iÓm F(
m
2

; m). 

 Ph¬ng tr×nh ®êng chuÈn (d): x + 
m
2

 = 0. 

a. QuÜ tÝch ®Ønh cña hä (Pm). 

S : 
x 0
y m

=
 =

 ⇒ x = 0. 

VËy quÜ tÝch ®Ønh cña (Pm) thuéc trôc tung. 
b. QuÜ tÝch tiªu ®iÓm cña hä (Pm). 

F: 
mx
2

y m

 =

 =

 ⇒ y = 2x ⇔ 2x − y = 0. 

VËy quÜ tÝch tiªu ®iÓm cña (Pm) thuéc ®êng th¼ng 2x − y = 0. 
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D¹ng to¸n 2: LËp ph¬ng tr×nh cña Parabol (P) 
Ph¬ng ph¸p thùc hiÖn 

Ta lùa chän mét trong hai c¸ch sau: 
C¸ch 1: Sö dông ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña Parabol 

(P): y2 = 2px hoÆc (P): x2 = 2py. 
Tõ ®ã cÇn t×m a, b (hoÆc a2, b2) b»ng c¸ch thiÕt lËp mét hÖ hai ph¬ng tr×nh víi Èn 

a, b (hoÆc a2, b2). 
C¸ch 2:  Sö dông ®Þnh nghÜa 

Bíc 1: LÊy ®iÓm M(x, y)∈(P) cã tiªu ®iÓm F vµ dêng chuÈn (d). 
Bíc 2: ChuyÓn MF = MH thµnh biÓu thøc gi¶i tÝch nhê:  

MF2 = (x − xF)2 + (y − yF)2 vµ MH = d(M, (d)). 
Bíc 3: Thu gän. 

 Chó ý:  
1. CÇn ph¶i c©n nh¾c gi¶ thiÕt cña bµi to¸n thËt kü cµng ®Ó lùa chän d¹ng ph¬ng 

tr×nh thÝch hîp. Trong trêng hîp kh«ng cã g× ®Æc biÖt, ta lu«n gi¶ sö Parabol (P) 
cã ph¬ng tr×nh: 

(P): y2 = 2px. 
2. Trong nhiÒu trêng hîp ®Æc thï chóng ta cßn sö dông ph¬ng ph¸p quü tÝch ®Ó x¸c 

ph¬ng tr×nh Parabol hoÆc chøng minh tËp hîp ®iÓm lµ Parabol. 

ThÝ dô 1. ViÕt ph¬ng tr×nh Parabol (P) cã ®Ønh lµ gèc to¹ ®é vµ ®i qua ®iÓm 
A(2, 2). 

 Gi¶i 

Parabol (P) cã ®Ønh O cã ph¬ng tr×nh 
(P): y2 = 2px hoÆc (P): x2 = 2py. 

Trêng hîp 1: NÕu ph¬ng tr×nh cña (P): y2 = 2px. 

V× A∈(P), suy ra 4 = 4p ⇔ p = 1. 
Khi ®ã ph¬ng tr×nh Parabol (P1): y2 = 2x.  

Trêng hîp 2: NÕu ph¬ng tr×nh cña (P): x2 = 2py. 

V× A∈(P), suy ra 4 = 4p ⇔ p = 1. 
Khi ®ã ph¬ng tr×nh Parabol (P2): x2 = 2y.  
VËy tån t¹i hai Parabol (P1) vµ (P2) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

ThÝ dô 2. Cho ®iÓm F(3, 0). 
a. LËp ph¬ng tr×nh Parabol (P) cã tiªu ®iÓm F vµ ®Ønh lµ gèc to¹ ®é. 
b. Mét ®iÓm n»m trªn Parabol (P) cã hoµnh ®é x = 2. H·y tÝnh 

kho¶ng c¸ch tõ ®iÓm ®ã tíi tiªu ®iÓm. 
c. Qua I(2, 0) dùng ®êng th¼ng (d) thay ®æi lu«n c¾t Parabol (P) t¹i 

hai ®iÓm A, B. Chøng minh r»ng tÝch sè kho¶ng c¸ch tõ A vµ B tíi 
Ox lµ mét h»ng sè. 
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 Gi¶i 
a. Parabol (P) cã tiªu ®iÓm F(3, 0) vµ ®Ønh O(0, 0) suy ra: 

(P): y2 = 2px. 

Ta cã 
p

2
 = 3 ⇒ p = 6.  

VËy, ph¬ng tr×nh Parabol (P): y2 = 12x.  
b. Víi ®iÓm M(2, y) ∈ (P) lu«n cã:   

FM = x + 
p
2

 = 2 + 3 = 5. 

c. §êng th¼ng (d): a(x − 2) + by = 0 ®i qua I. 
To¹ ®é giao ®iÓm A(xA, yA) vµ B(xB, yB) cña (P) vµ (d) lµ nghiÖm hÖ: 

2y 12x

a(x 2) by 0

 =


− + =
. 

Ph¬ng tr×nh tung ®é giao ®iÓm cña (P) vµ (d)  cã d¹ng: 
ay2 − 12by + 24a = 0.       (1) 

 Tõ ®ã, ta cã  

A B

A B

12b
y y

a
y .y 24

 + =

 =

. 

Kho¶ng c¸ch tõ A vµ B ®Õn trôc Ox theo thø tù lµ:  
h1 = |yA|, h2 = |yB|.  

NhËn xÐt tÝch  
h1.h2 = |yA.yB| = 24 − kh«ng ®æi. 

D¹ng to¸n 3: VÞ trÝ t¬ng ®èi cña ®iÓm, ®êng th¼ng vµ Parabol 
Ph¬ng ph¸p thùc hiÖn 
1. XÐt vÞ trÝ t¬ng ®èi cña ®iÓm M(x0, y0) víi Parabol (P) : y2 = 2px, ta thùc hiÖn 

theo c¸c bíc: 
Bíc 1: X¸c ®Þnh ph¬ng tÝch cña M ®èi víi Parabol (P) lµ :  

)P/(MP  = 2
0y  − 2px0. 

Bíc 2: KÕt luËn: 
 NÕu )P/(MP <0 ⇔ M n»m trong Parabol. 

 NÕu )P/(MP  = 0 ⇔ M n»m trªn Parabol. 

 NÕu )P/(MP >0 ⇔ M n»m ngoµi Parabol. 

 Chó ý: Ta cã c¸c kÕt qu¶ sau: 
 M(x, y)∈ miÒn trong cña (P) ⇒ qua M kh«ng thÓ  kÎ ®îc tiÕp tuyÕn tíi (P). 
 M(x, y)∈ miÒn ngoµi cña (P) ⇒ qua M kÎ ®îc 2 tiÕp tuyÕn tíi (P). 
 M(x, y) n»m trªn  (P) ⇒ qua M kÎ ®îc mét tiÕp tuyÕn tíi (P). 
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2. XÐt vÞ trÝ t¬ng ®èi cña ®êng th¼ng víi Parabol b»ng viÖc xÐt hÖ ph¬ng tr×nh 
t¹o bëi (P) vµ (d), khi ®ã sè nghiÖm cña ph¬ng tr×nh b»ng sè giao ®iÓm cña (d) 
vµ (P). 

ThÝ dô 1. Cho Parabol (P): y2 = 4x vµ (d): 2x − y − 4 = 0.  

T×m c¸c ®iÓm M∈(d) ®Ó tõ ®ã: 
a. Kh«ng kÎ ®îc tiÕp tuyÕn nµo tíi (P). 
b. KÎ ®îc mét tiÕp tuyÕn tíi (P). 
c. KÎ ®îc hai tiÕp tuyÕn tíi (P). 

 Gi¶i 
Víi mçi ®iÓm M(x0, y0)∈(d), ta cã:  

2x0 − y0 − 4 = 0 ⇔ y0 = 2x0 − 4. 

)P/(MP  = 2
0y  − 4x0 = (2x0 − 4)2 − 4x0 = 4 2

0x  − 20x0 + 16. 

a. §Ó tõ M kh«ng kÎ ®îc tiÕp tuyÕn nµo tíi (P)  
⇔ )P/(MP <0 ⇔ 4 2

0x  − 20x0 + 16<0 ⇔ 1<x0<4. 

VËy, tËp hîp c¸c ®iÓm M(x0, y0)∈(d) cã hoµnh ®é tho¶ m·n 1<x0<4 kh«ng kÎ 
®îc tiÕp tuyÕn nµo tíi (P). 
b. §Ó tõ M kÎ ®îc mét tiÕp tuyÕn tíi (P)  

⇔ )P/(MP  = 0 ⇔ 4 2
0x  − 20x0 + 16 = 0 ⇔ 




=

=

4x

1x

0

0  ⇒ 


 −

)4,4(M

)2,1(M

2

1 . 

VËy, tån t¹i hai ®iÓm M1(1,  − 2) vµ M2(4, 4) thuéc (d) tõ ®ã kÎ ®îc mét tiÕp 
tuyÕn tíi (P). 
c. §Ó tõ M kÎ ®îc hai tiÕp tuyÕn tíi (P)  

⇔ )P/(MP >0 ⇔ 4 2
0x  − 20x0 + 16>0 ⇔ 




>

<

4x

1x

0

0  

VËy, tËp hîp c¸c ®iÓm M(x0, y0)∈(d) cã hoµnh ®é x0∈( − ∞, 1)∪(4,  + ∞) kÎ ®îc 
hai tiÕp tuyÕn tíi (P). 

ThÝ dô 2. Cho Parabol vµ ®êng th¼ng (d1) cã ph¬ng tr×nh:  

(P): y = x2 − 2x + 2, (d1): x − y − 1 = 0. 
LËp ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d) cïng ph¬ng víi ®êng th¼ng (d1) vµ 
c¾t (P) t¹i 2 ®iÓm ph©n biÖt A, B sao cho AB = 4. 

 Gi¶i 
§êng th¼ng (d) cïng ph¬ng víi ®êng th¼ng (d1) cã ph¬ng tr×nh: 

(d): x − y + C = 0. 
To¹ ®é giao ®iÓm A(xA, yA) vµ B(xB, yB) cña (P) vµ (d) lµ nghiÖm hÖ: 

2y x 2x 2

x y C 0

 = − +


− + =
. 
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Ph¬ng tr×nh hoµnh ®é giao ®iÓm cña (P) vµ (d)  cã d¹ng: 
x2 − 3x + 2 − C = 0.       (1) 

§Ó (1) cã hai nghiÖm ph©n biÖt ®iÒu kiÖn lµ: 

∆ ≥ 0 ⇔ 9 − 4(2 − C) ≥ 0 ⇔ C ≥ − 1

4
. 

 Tõ ®ã, ta cã: 

A B

A B

x x 3

x .x 2 C

+ =
 = −

. 

Víi gi¶ thiÕt AB = 4, ta ®îc: 
16 = (xA − xB)2 + (yA − yB)2 = (xA − xB)2 + [(xA + C) − (xB + C)]2  

  = 2(xA − xB)2 = 2[(xA + xB)2 − 4xAxB] = 2[9 − 4(2 − C)] = 2(1 + 4C) 

⇔ 1 + 4C = 8 ⇔ C = 
7

4
. 

VËy, ®êng th¼ng (d) cã ph¬ng tr×nh x − y + 
7

4
 = 0. 

ThÝ dô 3. Cho Parabol (P): y2 = 4x. Mét ®êng th¼ng bÊt kú ®i qua tiªu ®iÓm cña 
(P) c¾t (P) t¹i hai ®iÓm ph©n biÖt A vµ B. Chøng minh r»ng tÝch c¸c 
kho¶ng c¸ch tõ A vµ B ®Õn trôc cña (P) lµ mét ®¹i lîng kh«ng ®æi. 

 Gi¶i 
Parabol (P) cã tiªu ®iÓm F(1, 0). 
§êng th¼ng (d): ax + by + c = 0 ®i qua F(1, 0) cã d¹ng: 

(d): ax + by − a = 0. 
To¹ ®é giao ®iÓm A(xA, yA) vµ B(xB, yB) cña (P) vµ (d) lµ nghiÖm hÖ: 





=−+
=

0abyax

x4y2

. 

Ph¬ng tr×nh tung ®é giao ®iÓm cña (P) vµ (d)  cã d¹ng: 

ay2 + 4by − 4a = 0.       (1) 
 Tõ ®ã, ta cã  







−=

−=+

4y.y
a

b4
yy

BA

BA . 

Kho¶ng c¸ch tõ A vµ B ®Õn trôc Ox theo thø tù lµ:  

h1 = |yA|, h2 = |yB|.  
NhËn xÐt tÝch  

h1.h2 = |yA.yB| = 4. 
VËy, tÝch c¸c kho¶ng c¸ch tõ A vµ B ®Õn trôc cña (P) lµ mét ®¹i lîng kh«ng ®æi. 
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ThÝ dô 4. Cho Parabol (P) vµ  ElÝp (E) cã ph¬ng tr×nh: 

(P): y = x2 − 2x vµ (E): 1
1

y

9

x 22

=+ . 

a. Chøng minh r»ng (P) c¾t (E) t¹i bèn ®iÓm ph©n biÖt A, B, C, D. 
b. LËp ph¬ng tr×nh ®êng trßn ®i qua c¸c giao ®iÓm ®ã. 

 Gi¶i 
a. XÐt hÖ ph¬ng tr×nh t¹o bëi (P) vµ (E) 







−=

=+

x2xy

9y9x
2

22

    (I) 

⇒  x2 + 9(x2 − 2x)2 = 9  

⇔ f(x) = 9x4 − 36x3 + 37x2 − 9 = 0. (1) 
Ta cã:  

f(−1) = 73 > 0, f(0) = −9 < 0, f(1) = 1 < 0, f(2) = −77 < 0, f(3) = 81 > 0 
Do ®ã:  

 f(−1).f(0) < 0 ⇒ ph¬ng tr×nh (1) cã mét nghiÖm thuéc (−1, 0). 

 f(0).f(1) < 0 ⇒ ph¬ng tr×nh (1) cã mét nghiÖm thuéc (0, 1). 

 f(1).f(2) < 0 ⇒ ph¬ng tr×nh (1) cã mét nghiÖm thuéc (1, 2). 

 f(2).f(3) < 0 ⇒ ph¬ng tr×nh (1) cã mét nghiÖm thuéc (2, 3). 

VËy, ph¬ng tr×nh (1) cã 4 nghiÖm ph©n biÖt ⇔ (d)∩(P) =  {A, B, C, D}. 
b. Tõ hÖ (I), ta ®îc : 







=−

=+

y8)x2x(8

9y9x
2

22

⇒ 9x2 + 9y2 − 16x − 8y − 9 = 0  

⇔ (x − 
9

8
)2 + (y − 

9

4
)2 = 

81

161
.     (*) 

NhËn xÐt r»ng to¹ ®é cña A,B,C,D cïng tho¶ m·n (*).  
VËy, ph¬ng tr×nh ®êng trßn ®i qua A, B, C, D cã d¹ng:  

(C): (x − 
9

8
)2 + (y − 

9

4
)2 = 

81

161
. 

D¹ng to¸n 4: §iÓm vµ Parabol. 
Ph¬ng ph¸p thùc hiÖn 

Víi Parabol (P) cã ph¬ng tr×nh: 
(P): y2 = 2px. 

ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: LÊy ®iÓm M(x0, y0)∈(P) ⇒ 2

0y  = 2px0. 
Bíc 2: Dùa vµo ®iÒu kiÖn K cã thªm ®îc ®iÒu kiÖn cho x0, y0. 

O 

y 

x 

(P
 

(C) 

A 

B 

D 

C 

−3 3 
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 Chó ý: Ta cÇn lu ý c¸c trêng hîp sau: 
1. NÕu ®iÓm ph¶i t×m tho¶ m·n ®iÒu kiÖn vÒ b¸n kÝnh qua tiªu ®iÓm ta sö dông c«ng 

thøc tÝnh b¸n kÝnh qua tiªu ®iÓm theo to¹ ®é ®iÓm ®ã lµ: 

MF = x0 + 
2

p
. 

2. NÕu ®iÓm ph¶i t×m tho¶ m·n ®iÒu kiÖn vÒ gãc ta ®a bµi to¸n vÒ xÐt hÖ thøc lîng 
trong tam gi¸c. 

3. NÕu ®iÓm ph¶i t×m lµ giao cña Parabol víi mét ®êng kh¸c ta xÐt hÖ ph¬ng tr×nh 
t¬ng giao ®Ó t×m to¹ ®é giao ®iÓm. 

ThÝ dô 1. Cho Parabol (P): y = x2. Mét gãc vu«ng ë ®Ønh O c¾t Parabol t¹i A1 vµ 
A2. H×nh chiÕu cña A1 vµ A2 lªn  Ox lµ B1 vµ B2. 
a. Chøng minh r»ng OB1.OB2 = const. 
b. Chøng minh r»ng A1A2 lu«n ®i qua mét ®iÓm cè ®Þnh. 

 Gi¶i 

a. Gi¶ sö A1∈(P) ⇒ A1(x0, 2
0x ).  

Khi ®ã: 
- B1(x0, 0) ⇒  OB1 = |x0|. 
- Ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (OA1): y = xx0. 
- Theo gi¶ thiÕt OA2⊥OA1  

⇒ ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (O A2): y = −
0x

1
x. 

- To¹ ®é cña A2 lµ nghiÖm hÖ ph¬ng tr×nh: 

A2: 








−=

=

x
x

1
y

xy

0

2

⇒ A2: 











=

−=

2
0

0

x

1
y

x

1
x

⇒ A2(−
0x

1
, 

2
0x

1
).  

- B2(−
0x

1
, 0) ⇒ OB2 = | − 

0x

1
|. 

VËy OB1.OB2 = 1. 
b. Ta lÇn lît cã: 
 Ph¬ng tr×nh (A1A2) ®îc x¸c ®Þnh bëi: 

(A1 A2):  

2
0

2
0

2
0

0
0

0

x

1
x

x

1
y

x

1
x

x

1
x

−

−
=

+

+
  

⇔ (A1 A2): x 3
0x  + (1 − y) 2

0x  − xx0 = 0.      (1) 

O 

y 

x 

(P) 
A2 

A1 

B2 B1 

I 
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 Ta ®i chøng minh A1A2 lu«n ®i qua mét ®iÓm cè ®Þnh.  
ThËt vËy gi¶ sö I(x, y) lµ ®iÓm cè ®Þnh cña hä ®êng th¼ng A1A2 

⇔ (1) ®óng víi mäi x0 ⇔ 




=−
=

0y1

0x
 ⇔ 





=
=

1y

0x
 ⇔ I(0, 1). 

VËy (A1A2) lu«n ®i qua mét ®iÓm cè ®Þnh I(0, 1).  
 

§6. Ba ®êng c«nÝc 

ThÝ dô 1. BiÖn luËn theo m h×nh d¹ng cña ®êng (C) cã ph¬ng tr×nh: 

(C): (m − 1)x2 + my2 = m2 − m. 

 Gi¶i 
Ta lùa chän mét trong hai c¸ch sau: 

C¸ch 1:  BiÕn ®æi ph¬ng tr×nh cña (C) vÒ d¹ng: 

m[(x − 1)2 + y2] = (x − m)2 ⇒ 
2 2(x 1) y

| x m |
− +

−
 = 

1
m

. 

VËy víi ®iÓm F(1, 0) vµ ®êng th¼ng (∆): x = m, ta cã nhËn xÐt: 
 Víi m < 0, th× (C) lµ tËp ∅. 

 Víi m = 0, th× (C): x2 = 0 ⇔ (C): x = 0 lµ ph¬ng tr×nh trôc Oy. 
 Víi: 

m 0
1 1
m

>

 <

 ⇔ m > 1 ⇒ (C)  lµ ph¬ng tr×nh cña ElÝp. 

 Víi: 
m 0

1 1
m

>

 >

 ⇔ 0 < m < 1 ⇒ (C) lµ ph¬ng tr×nh cña Hypebol. 

 Víi: 
m 0

1 1
m

>

 =

 ⇔ m = 1 ⇒ (C)  lµ ph¬ng tr×nh cña Parabol ®iÓm (cã d¹ng y2 = 0). 

C¸ch 2:  Ta xÐt dùa trªn c¸c tÝnh chÊt ®¹i sè: 
a. Víi m2 − m = 0 ⇔ m = 0 ∨ m = 1 
 Víi m = 0, ta ®îc: 

(C): − x2 = 0 ⇔ (C): x = 0 lµ ph¬ng tr×nh trôc Oy. 
 Víi m = 1, ta ®îc: 

(C): y2 = 0 ⇔ (C): y = 0 lµ ph¬ng tr×nh trôc Ox. 
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b. Víi m2 − m ≠ 0 ⇔ m ≠ 0 ∧ m ≠ 1 

(C): 
2 2x y

m m 1
+

−
 = 1. 

 Víi: 
m 0
m 1 0

>
 − >

 ⇔ m > 1 ⇒ (C)  lµ ph¬ng tr×nh cña ElÝp. 

 Víi: 
m(m − 1) < 0 ⇔ 0 < m < 1 ⇒ (C)  lµ ph¬ng tr×nh cña Hypebol. 

ThÝ dô 2. LËp ph¬ng tr×nh cña C«nÝc (C) cã t©m sai e = 
1
2

, mét tiªu ®iÓm lµ 

F(−3; 1) vµ ®êng chuÈn øng víi tiªu ®iÓm ®ã lµ  (∆): y + 2 = 0. 

 Gi¶i 
Víi M(x, y) ∈ (E) ta cã: 

MF
d(M, )∆

 = e ⇔ 
2 2(x 3) (y 1)

| y 2 |
+ + −

+
 = 

1
2

  

⇔ 4[(x + 3)2 + (y − 1)2] = (y + 2)2 ⇔ 4x2 + 3y2 + 24x − 12y + 36 = 0  

⇔ 
2 2(x 3) (y 2) 182

3

+ −
+ = . 

§ã chÝnh lµph¬ng tr×nh cña ElÝp (E). 

ThÝ dô 3. LËp ph¬ng tr×nh cña Hypebol, biÕt tiªu ®iÓm F(2,  − 3), ®êng chuÈn 
øng víi tiªu ®iÓm ®ã cã ph¬ng tr×nh 3x − y + 3 = 0 vµ t©m sai e = 5 . 

 Gi¶i 
Víi M(x, y) ∈ (H) ta cã: 

MF
d(M, )∆

 = e ⇔ 
2 2(x 2) (y 3)

| 3x y 3 |
10

− + +
− +

 = 5  ⇔ 7x2 − y2 − 6xy + 26x − 18y − 17 = 0. 

§ã chÝnh lµph¬ng tr×nh cña Hypebol (H). 

ThÝ dô 4. LËp ph¬ng tr×nh cña Parabol, biÕt tiªu ®iÓm F(0, 2), ®êng chuÈn øng 
víi tiªu ®iÓm ®ã cã ph¬ng tr×nh 3x − 4y − 12 = 0. 

 Gi¶i 
Víi M(x, y) ∈ (P) ta cã: 

MF
d(M, )∆

 = 1 ⇔ MF2 = d2(M, (∆)) ⇔ x2 + (y − 2)2  = 
2(3x 4y 12)

25
− −

 

⇔ 16x2 + 9y2 + 24xy + 72x − 196y − 44 = 0. 
§ã chÝnh lµ ph¬ng tr×nh cña Parabol (P). 
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C.  C¸c bµi to¸n chän läc 
 

VÝ dô 1: Cho h×nh b×nh hµnh ABCD, biÕt t©m I(2; 2) vµ ph¬ng tr×nh c¹nh  
(AB): 2x − y = 0, (AD): 4x − 3y = 0.  

LËp ph¬ng tr×nh c¸c c¹nh BC vµ CD. 

 Gi¶i 
a. C¹nh BC ®èi xøng víi AD qua I, ta lÇn lît thùc hiÖn: 

Víi mçi ®Óm M(x, y) ∈ (AD) ⇒ tån t¹i ®iÓm M1(x1, y1) ∈ (BC) nhËn I lµm trung 
®iÓm, ta ®îc: 

1

1

x x 4
y y 4

+ =
 + =

 ⇔ 1

1

x 4 x
y 4 y

= −
 = −

.       (I) 

Thay (I) vµo ph¬ng tr×nh cña (AD), ta ®îc:  
4(4 − x1) − 3(4 − y1) = 0 ⇔ 4x1 − 3y1 − 4 = 0.     (1) 
4x − 3y − 4 = 0.        (2) 

VËy ph¬ng tr×nh (BC): 4x − 3y − 4 = 0. 
b. C¹nh CD ®èi xøng víi AB qua I, ta lÇn lît thùc hiÖn: 

LÊy ®iÓm O(0, 0) ∈ (AB), gäi O1 lµ ®iÓm ®èi xøng víi O qua I ⇒ O1(4, 4). 
 V× (CD) // (AB): 2x − y = 0 ⇒ (CD): 2x − y + C = 0. 
 V× O1 ∈ (CD) ⇒ C = − 4. 
VËy, ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (CD): 2x − y − 4 = 0.  

VÝ dô 2: Cho ∆ABC, biÕt A(1, 3) vµ hai trung tuyÕn cã ph¬ng tr×nh lµ:  
x − 2y + 1 = 0, y − 1 = 0. 

LËp ph¬ng tr×nh c¸c c¹nh cña ∆ABC. 

 Gi¶i 
Ta cã thÓ tr×nh bµy theo c¸c c¸ch sau: 

C¸ch 1: §Ó cã ®îc ph¬ng tr×nh c¸c c¹nh cña ∆ABC ta ®i x¸c ®Þnh to¹ ®é ®iÓm B, C. 
Gäi A' lµ ®iÓm ®èi xøng víi A qua träng t©m G cña ∆ABC, khi ®ã: 

1

2

A 'B//(d )
A 'C //(d )





. 

Suy ra:  
§iÓm B lµ giao ®iÓm cña (A'B) vµ (d2). 
§iÓm C lµ giao ®iÓm cña (A'C) vµ (d1).  

VËy ta lÇn lît thùc hiÖn theo c¸c bíc sau: 
 Gäi G lµ träng t©m ∆ABC, khi ®ã to¹ ®é cña G lµ nghiÖm cña hÖ: 

x 2y 1 0
y 1 0

− + =
 − =

⇒ G(1, 1). 

 §iÓm A' lµ ®iÓm ®èi xøng víi A qua G, suy ra A'(1; −1). 

(d1) (d2) 

 B 

  A 

  C 
A' 

  G 
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 To¹ ®é ®iÓm B: Ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (A'B) ®îc x¸c ®Þnh bëi: 

(A'B): 
1

qua A '
(A 'B) //(d )





⇔ (A'B): 
qua A '(1, 1)

vtcp CG(2,1)

−



  ⇔ (A'B): 
x 1 y 1

2 1
− +

=    

⇔ (A'B): x − 2y − 3 = 0. 
§iÓm {B} = (A'B) ∩ (d2), to¹ ®é ®iÓm B lµ nghiÖm hÖ:  

x 2y 3 0
y 1 0

− − =
 − =

⇒ B(5, 1). 

 T¬ng tù, ta cã to¹ ®é ®iÓm C( − 3,  − 1). 
 Ph¬ng tr×nh c¹nh AC, ®îc x¸c ®Þnh bëi: 

(AC):
qua A(1,3)
qua C( 3, 1)


 − −

⇔ (AC): 
x 1
3 1
−

− −
 = 

y 3
1 3
−

− −
 ⇔ (AC): x − y + 2 = 0. 

 T¬ng tù, ta cã :   
(AB): x + 2y − 7 = 0 vµ (BC): x − 4y − 1 = 0. 

VËy, ph¬ng tr×nh ba c¹nh cña ∆ABC lµ:  
(AB): x + 2y − 7 = 0,     (BC): x − 4y − 1 = 0,     (AC): x − y + 2 = 0. 

C¸ch 2: Sö dông ph¬ng tr×nh tham sè cña ®êng th¼ng 
Gäi (d1): x − 2y + 1 = 0 lµ trung tuyÕn ®Ønh C, ta cã : 

(d1): 
x 2t 1
y t

= −
 =

, t ∈ R ⇒ C(2t − 1, t). 

Gäi (d2): y − 1 = 0 lµ trung tuyÕn ®Ønh B, ta cã : 

(d2): 
x u
y 1

=
 =

, u ∈ R ⇒ B(u, 1). 

Gäi G lµ träng t©m ∆ABC, khi ®ã to¹ ®é cña G lµ nghiÖm cña hÖ: 

x 2y 1 0
y 1 0

− + =
 − =

 ⇒ G(1, 1). 

Ta cã: 

A B C G

A B C G

x x x 3x
y y y 3y

+ + =
 + + =

⇔
1 u 2t 1 3
3 1 t 3

+ + − =
 + + =

⇔
t 1
u 5

= −
 =

⇒
B(5,1)
C( 3, 1)


 − −

. 

Khi ®ã: 
 Ph¬ng tr×nh c¹nh (AB), ®îc cho bëi: 

(AB): 
qua A(1,3)
qua B(5,1)





⇔ (AB): x + 2y − 7 = 0. 

 Ph¬ng tr×nh c¹nh (AB), ®îc cho bëi: 

(AC): 
qua A(1,3)
qua C( 3, 1)


 − −

⇔ (AC): x − y + 2 = 0. 

(d1) (d2) 

B 

A 
 

C 
 

G 
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 Ph¬ng tr×nh c¹nh (BC), ®îc cho bëi: 

(BC): 
qua B(5,1)
qua C( 3, 1)


 − −

⇔ (BC): x − 4y − 1 = 0. 

VËy, ph¬ng tr×nh c¸c c¹nh cña ∆ABC lµ: 
(AB): x + 2y − 7 = 0, (AC): x − y + 2 = 0, (BC): x − 4y − 1 = 0. 

VÝ dô 3: Cho ba ®êng th¼ng (d1), (d2) vµ (d3) cã ph¬ng tr×nh: 
(d1): 3x + 4y − 6 = 0, (d2): 4x + 3y − 1 = 0, (d3): y = 0. 

Gäi A = (d1)∩(d2), B = (d3)∩(d2), C = (d1)∩(d3). 

a. LËp ph¬ng tr×nh ®êng ph©n gi¸c trong cña gãc A  cña ∆ABC . 
b. TÝnh diÖn tÝch tam gi¸c, x¸c ®Þnh t©m vµ tÝnh b¸n kÝnh ®êng trßn 

néi tiÕp ∆ABC. 
c. X¸c ®Þnh to¹ ®é ®iÓm M sao cho 2 MB



 + MC


 = 0


. 

 Gi¶i 
Tríc tiªn: 
 Täa ®é cña A lµ nghiÖm cña hÖ ph¬ng tr×nh: 

3x 4y 6 0
4x 3y 1 0

+ − =
 + − =

⇔ 
x 2
y 3

= −
 =

 ⇒ A(−2; 3). 

 Täa ®é cña B lµ nghiÖm cña hÖ ph¬ng tr×nh: 
4x 3y 1 0
y 0

+ − =
 =

⇔ 
x 1/ 4
y 0

=
 =

 ⇒ B(
1
4

; 0). 

 Täa ®é cña C lµ nghiÖm cña hÖ ph¬ng tr×nh: 
3x 4y 6 0
y 0

+ − =
 =

⇔ 
x 2
y 0

=
 =

 ⇒ C(2; 0). 

a. Gäi (dA) lµ ®êng ph©n gi¸c trong cña gãc A  cña ∆ABC.  
Khi ®ã, ®iÓm M(x, y)∈(dA) 

⇔

M vµ B cïng phÝa víi (AC)
M vµ C cïng phÝa víi (AB)
d(M,(AB)) d(M,(AC))




 =

 ⇔      

2 2 2 2

1(3x 4y 6)(3. 6) 0
4

(4x 3y 1)(4.2 1) 0
| 3x 4y 6 | | 4x 3y 1|

3 4 4 3

+ − − >

+ − − >
+ − + −

=
+ +

 

⇔ 

3x 4y 6 0
4x 3y 1 0

(3x 4y 6) 4x 3y 1

+ − <
 + − >
− + − = + −

⇔ x + y − 1 = 0.  

§ã chÝnh lµ ph¬ng tr×nh tæng qu¸t cña ®êng th¼ng (dA). 
b. DiÖn tÝch ∆ABC ®îc cho bëi: 

S∆ABC = 
1
2

d(A, BC).BC = 
1
2

.3.(2 − 
1
4

) = 
21
8

 (®vdt). 
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Gi¶ sö I(x; y) lµ t©m ®êng trßn néi tiÕp ∆ABC, khi ®ã: 

A

I

I (d )
d(I,AC) d(I,BC)
y 0

∈
 =
 >

 ⇔ 
2 2

x y 1 0
| 3x 4y 6 | | y |

3 4
y 0

 + − =


+ − =
+

 >

 ⇔ 
x y 1 0
3x 4y 6 5y

+ − =
 + − = ±

  

⇔ x = y = 
1
2

. 

VËy, ®êng trßn néi tiÕp ∆ABC cã t©m I(
1
2

; 
1
2

) vµ b¸n kÝnh b»ng 
1
2

. 

c. Gi¶ sö M(x; y), tõ hÖ thøc: 

0


 = 2 MB


+ MC


= 3 MB


+ BC


 ⇔
1 10 3( x) (2 )
4 4

0 3y

 = − + −

 = −

⇒ M(
5
6

; 0). 

VÝ dô 4: Cho hai ®iÓmA(0, 2), B(2, − 2) vµ ®êng th¼ng (d): x − y − 1 = 0. T×m trªn 
®êng th¼ng ®iÓm M trªn (d) sao cho MA + MB nhá nhÊt. 

 Gi¶i 
Ta cã nhËn xÐt: 

tA.tB = (−2 − 1)(2 + 2 − 1) = −9 < 0 ⇒ A, B kh¸c phÝa víi (d) 
Ta lu«n cã: 

MA + MB ≥ AB 
do ®ã (MA + MB)Min = AB ®¹t ®îc khi: 

A, B, M th¼ng hµng ⇔ {M} = (d) ∩ (AB). 
 Ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (AB) ®îc cho bëi: 

(AB): 
qua A(0,2)
qua B(2, 2)


 −

 ⇔ (AB): 
x y 2
2 2 2

−
=

− −
 ⇔ (AB): 2x + y − 2 = 0 

 To¹ ®é ®iÓmM lµ nghiÖm cña hÖ: 
2x y 2 0
x y 1 0

+ − =
 − − =

 ⇔ 
x 1
y 0

=
 =

 ⇒ M(1, 0). 

VËy, t¹i ®iÓm M(1, 0) ta ®îc MA + MB nhá nhÊt. 
VÝ dô 5: X¸c ®Þnh to¹ ®é ®Ønh C cña ∆ABC, biÕt A(2; −3), B(3; −2), träng t©m cña 

∆ABC thuéc ®êng th¼ng 3x − y − 8 = 0 vµ diÖn tÝch cña ∆ABC b»ng 
3
2

. 

 Gi¶i 
Ph©n tÝch: Gäi M lµ trung ®iÓm AB, G lµ träng t©m ∆ABC.  

Khi ®ã  

GC


 = 2 MG


⇔ C G G M

C G G M

x x 2(x x )
y y 2(y y )

− = −
 − = −

 ⇔ C G M G

C G M G

x 2(x x ) x
y 2(y y ) y

= − +
 = − +

  (I) 

VËy ®Ó x¸c ®Þnh to¹ ®é C, ta ®i x¸c ®Þnh to¹ ®é M, G.  
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• To¹ ®é ®iÓm M ®îc cho bëi:  

M A B

M A B

2x x x
2y y y

= +
 = +

⇒ M(
5
2

,  − 5
2

). 

• §iÓm G(x, y)∈(d) ⇒ 3x − y − 8 = 0   (1) 
Gäi CH lµ ®êng cao cña ∆ABC h¹ tõ C, ta cã: 

S∆ABC = 3 ⇔ 
1
2

AB.CH = 
3
2

 ⇔ CH = 
3

AB
 ⇔ CH = 

2 2

3
(3 2) ( 2 3)− + − +

 = 
3 2

2
. 

Qua G dùng ®êng th¼ng song song víi AB c¾t CH t¹i H1, khi ®ã: 

1HH MG
CH MC

=  = 
1
3

 ⇔ HH1 = 
1
3

CH = 
2

2
. 

Ph¬ng tr×nh (AB) ®îc cho bëi  

(AB):
qua A(2, 3)
qua B(3, 2)

−
 −

 ⇔ (AB): 
x 2 y 3
3 2 2 3

− +
=

− − +
 ⇔ (AB): x − y − 5 = 0. 

NhËn xÐt r»ng:  

d(G, (AB))  = HH1 ⇔ 
| x y 5 |

1 1
− −

+
 = 

2
2

⇔ |x − y − 5|  = 1  (2) 

Tõ (1), (2) ta cã hÖ ph¬ng tr×nh: 

3x y 8 0
| x y 5 | 1

− − =
 − − =

⇔ 

3x y 8 0
x y 5 1
x y 5 1

− − =
 − − =

 − − = −

⇔  
x 1 & y 5
x 2 & y 2

= = −
 = = −

⇔ 
G(1, 5)
G(2, 2)

−
 −

. 

Khi ®ã: 
- Víi G(1,  − 5) thay vµo (I), ta ®îc C(−2, −10). 
- Víi G(2,  − 2) thay vµo (I), ta ®îc C(1, −1). 
VËy cã hai ®iÓm C tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

VÝ dô 6: Cho hä ®êng cong: 
(Cm): x2 + y2 − (m + 6)x − 2(m − 1)y + m + 10 =  0. (1) 

a. T×m m ®Ó (Cm) lµ mét hä ®êng trßn. T×m quÜ tÝch t©m Im. 
b. Chøng minh r»ng tån t¹i mét ®êng th¼ng lµ trôc ®¼ng ph¬ng cho 

tÊt c¶ c¸c ®êng trßn (Cm). 
c. Chøng minh r»ng c¸c ®êng trßn cña hä (Cm) lu«n tiÕp xóc víi 

nhau t¹i mét ®iÓm cè ®Þnh. 

 Gi¶i 
a. Ta cã:  

a2 + b2 − c = 
2(m 6)

4
+

 + (m − 1)2 − m − 10 = 
25m

4
 ≥ 0, ∀m. 

VËy, víi mäi gi¸ trÞ cña m ph¬ng tr×nh (1) lµ ph¬ng tr×nh cña mét ®êng trßn, 

cã t©m Im(
m 6

2
+

; m − 1) vµ b¸n kÝnh R = 
5 | m |

2
. 

C 
 
 

B(3, −2) 
 
 

A(2, −3) 
 
 

(d) 
 G 

 
 

 

M 
 
 

H 
 
 

H1 

 

C' 
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QuÜ tÝch t©m Im: 

Im: 
m 6x

2
y m 1

+ =

 = −

.        (I) 

Khö m tõ hÖ (I), ta ®îc (d): 2x − y − 7 = 0. 
VËy, t©m Im cña hä (Cm) thuéc ®êng th¼ng (d): 2x − y − 7 = 0. 

b. Gi¶ sö M(x; y) thuéc trôc ®¼ng ph¬ng cho tÊt c¶ c¸c ®êng trßn (Cm) 
⇔ 

m1M /(C )P  = 
m2M /(C )P , ∀m1, m2 vµ m1 ≠ m2 

⇔ x2 + y2 − (m1 + 6)x − 2(m1 − 1)y + m1 + 10 =  
=  x2 + y2 − (m2 + 6)x − 2(m2 − 1)y + m2 + 10 

⇔ (m1 − m2)(x + 2y − 1) = 0, ∀m1, m2 vµ m1 ≠ m2 ⇔ x + 2y − 1 = 0. 
VËy, ®êng th¼ng x + 2y − 1 = 0 lµ trôc ®¼ng ph¬ng cÇn t×m. 

c. Ta cã thÓ lùa chän mét trong hai c¸ch sau: 
C¸ch 1: Víi m1 vµ m2 bÊt kú (m1≠ m2), th×: 

(
1mC ) cã t©m I1( 1m 6

2
+

; m1 − 1) vµ b¸n kÝnh R1 = 15 | m |
2

. 

(
2mC ) cã t©m I2( 2m 6

2
+

; m2 − 1) vµ b¸n kÝnh R2 = 25 | m |
2

. 

suy ra: 

I1I2 = 
2

21 2
1 2

m m (m m )
2
−  + − 

 
 = 1 25 | m m |

2
−

 = 
1 2

1 2

R R
R R

+
 −

. 

VËy, c¸c ®êng trßn cña hä (Cm) lu«n tiÕp xóc víi nhau t¹i mét ®iÓm cè ®Þnh M(3; −1). 
C¸ch 2:  Gi¶ sö M(x0; y0) lµ ®iÓm cè ®Þnh mµ hä (Cm) lu«n ®i qua. 

⇔ x2 + y2 − (m + 6)x − 2(m − 1)y + m + 10 =  0 , ∀m 
⇔ m( − x − 2y + 1) + x2 + y2 − 6x + 2y + 10  =  0 , ∀m 

⇔ 
2 2

x 2y 1 0
x y 6x 2y 10 0
− − + =


+ − + + =

 ⇔ 
x 3
y 1

=
 = −

  ⇔ M(3,  − 1). 

NhËn xÐt r»ng t©m Im cña hä (Cm) lu«n thuéc ®êng th¼ng (d) cè ®Þnh ®i qua M. 
VËy, c¸c ®êng trßn cña hä (Cm) lu«n tiÕp xóc víi nhau t¹i mét ®iÓm cè ®Þnh M(3; −1). 

VÝ dô 7: Cho hai ®iÓm A(8; 0); B(0; 6). 
a. LËp ph¬ng tr×nh ®êng trßn ngo¹i tiÕp ∆OAB. 
b. LËp ph¬ng tr×nh ®êng trßn néi tiÕp ∆OAB. 

 Gi¶i 
a. ChÝnh lµ ®êng trßn ®êng kÝnh AB, cã ph¬ng tr×nh (x − 4)2 + (y − 3)2 = 25. 
b. Gi¶ sö ®êng trßn (C) cã t©m I(a, b) vµ b¸n kÝnh r. 

C¸ch 1: T©m I thuéc ®êng ph©n gi¸c trong cña gãc AOB  vµ ph©n gi¸c trong cña 
gãc ∠BAO. 
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Ph¬ng tr×nh ph©n gi¸c trong cña gãc AOB  lµ x − y = 0. 
Ph¬ng tr×nh c¹nh (AB) ®îc cho bëi:  

(AB): 
x y
8 6

+  = 1 ⇔ 3x + 4y − 24 = 0. 

Ph¬ng tr×nh c¸c ®êng ph©n gi¸c cña gãc BAO  ®îc cho bëi: 

3x 4y 24
9 16

+ −
+

 = ± y
1

 ⇔ 1

2

( ) :3x y 24 0
( ) :3x 9y 24 0
∆ − − =

 ∆ + − =
. 

(∆2) lµ ®êng ph©n gi¸c trong cña gãc BAO .  
Khi ®ã to¹ ®é t©m I lµ nghiÖm hÖ ph¬ng tr×nh:  

x y 0
3x 9y 24 0

− =
 + − =

⇔ I(2, 2). 

B¸n kÝnh r ®îc cho bëi r = d(I, OA) = 2. 

VËy ph¬ng tr×nh (C): (x − 2)2 + (y − 2)2 = 4. 
C¸ch 2: NhËn xÐt r»ng:  
 T©m I(a, b) thuéc gãc phÇn t thø nhÊt, suy ra a, b > 0. 
 (C) tiÕp xóc víi OA, OB, vËy a = b = r. 
Ta cã S∆OAB = p.r        (1) 

trong ®ã:  

S∆OAB = 
1
2

OA.OB = 24       (2) 

p = 
1
2

(OA + OB + AB) = 12      (3) 

Thay (2), (3) vµo (1), ta ®îc r = 2.  
VËy, ph¬ng tr×nh ®êng trßn (C): (x − 2)2 + (y − 2)2 = 4. 

VÝ dô 8: Cho ®iÓm M(6, 2) vµ  ®êng trßn (C): (x − 1)2 + (y − 2)2 = 5.  
a. Chøng tá r»ng ®iÓm M n»m ngoµi (C). 
b. LËp ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d) ®i qua M vµ c¾t ®êng trßn (C) 

t¹i hai ®iÓm A, B sao cho AB = 10 . 

 Gi¶i 

§êng trßn (C) cã t©m I(1, 2) vµ b¸n kÝnh R = 5 . 
a. Ta cã: 

pM/(C) = (6 − 1)2 + (2 − 2)2 − 5 = 20>0 ⇔ M n»m ngoµi ®êng trßn. 
b. Gäi H lµ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña I lªn AB, ta cã: 

IH2 = IA2 − AH2 = R2 − 
2AB

4
 = 5 − 10

4
 = 

5
2

 ⇔ IH = 
10
2

. 

§êng th¼ng (d) ®i qua M cã d¹ng: 
(d): A(x − 6) + B(y − 2) = 0 ⇔ (d): Ax + By − 6A − 2B = 0. 

H 

M 

A 
B 

I 



 417 

§êng th¼ng (d) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn dÇu bµi khi vµ chØ khi: 

d(I, (d)) = IH ⇔ 
2 2

| A 2B 6A 2B |
A B

+ − −

+
 = 

10
2

 ⇔ 9A2 = B2 ⇔ A = ±3B. 

Khi ®ã: 
 Víi A =  − 3B, ta ®îc (d1): x − 3y = 0. 
 Víi A = 3B, ta ®îc (d2): x + 3y − 12 = 0. 
VËy, tån t¹i hai ®êng th¼ng (d1), (d2) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

VÝ dô 9: Cho ®êng trßn (C) cã ph¬ng tr×nh : 
(C): x2 + y2 − 4x + 8y − 5 = 0. 

a. T×m to¹ ®é t©m vµ vµ b¸n kÝnh cña (C). 
b. ViÕt ph¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn víi (C) ®i qua ®iÓm A(−1, 0). 
c. ViÕt ph¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn víi (C) vu«ng gãc víi ®êng th¼ng   

(d): 3x − 4y + 5 = 0. 

 Gi¶i 

a. Ta cã ngay, t©m I(2, −4) vµ b¸n kÝnh R = 5. 

b. V× A ∈ (C) nªn tiÕp tuyÕn cã ph¬ng tr×nh: 

x.(−1) + y.0 − 2(x + 1) + 4(y + 0) − 5 = 0 ⇔ 3x − 4y + 3 = 0. 

c. Gäi (∆) lµ tiÕp tuyÕn cña ®êng trßn (C) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 
Ta cã hai c¸ch gi¶i sau: 

C¸ch 1: TiÕp tuyÕn (∆) ⊥ (d) nªn cã ph¬ng tr×nh:  
(∆) : 4x + 3y + c = 0. 

§êng th¼ng (∆) lµ tiÕp tuyÕn cña (C) ®iÒu kiÖn lµ: 

d(I, (∆)) = R ⇔ 
| 4.2 3.( 4) c |

16 9
+ − +

+
 = 1 ⇔ 1

2

c 21
c 29

=
 = −

. 

Khi ®ã: 
 Víi c1 = 21, ta ®îc tiÕp tuyÕn (∆1): 4x + 3y − 21 = 0. 
 Víi c2 = −29, ta ®îc tiÕp tuyÕn (∆2): 4x + 3y + 29 = 0. 
VËy, tån t¹i hai tiÕp tuyÕn (d1), (d2) tíi (C) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

C¸ch 2 (Híng dÉn): Gi¶ sö tiÕp ®iÓm lµ M(x0, y0), khi ®ã ph¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cã d¹ng: 
(d): x.x0 + y.y0 − 2(x + x0) + 4(y + y0) − 5 = 0 
⇔ (d): (x0 − 2)x + (y0 + 4)y − 2x0 + 4y0 − 5 = 0   (1) 

V× M(x0, y0) ∈ (C) nªn 2 2
0 0x y+  − 4x0 + 8y0 − 5 = 0.   (2) 

§êng th¼ng (d) ⊥ (∆) khi vµ chØ khi: 
3.(x0 − 2) − 4(y0 + 4) = 0 ⇔ 3x0 − 4y0 − 22 = 0.   (3) 

Gi¶i hÖ ph¬ng tr×nh t¹o bëi (2), (3) ®Ó suy ra x0 vµ y0, tõ ®ã suy ra hai tiÕp tuyÕn 
(d1), (d2). 
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VÝ dô 10: Cho ®iÓm M(2; 3) vµ ®êng trßn (C): x2 + y2 − 2x − 6y + 6 = 0. LËp 
ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d) qua M c¾t (C) t¹i hai ®iÓm ph©n biÖt A, B  
sao cho:  

a.   MA


 = −3 MB


.   b.   MA


 = − MB


. 

 Gi¶i 
§êng trßn (C) cã t©m I(1; 3) vµ b¸n kÝnh R = 2. 

a. Ta  thùc hiÖn phÐp biÕn ®æi: 

MA


 = −3 MB


 ⇒ MA


 = 
3 BA
4



 vµ MB


 = − 1 BA
4



 

Khi ®ã:  

pM/(C) = −3  = MA


. MB


 = 
3 BA
4



.(− 1 BA
4



) = − 3
16

AB2 ⇔ AB2 = 16 ⇔ AB = 4. 

V× (d) ®i qua M vµ c¾t ®êng trßn (C) t¹i hai ®iÓm A, B sao cho: 

AB = 4 = 2R ⇔ (d2): 
qua M(2;3)
qua t m I(1;3)©





 ⇔ (d):  
x 1
2 1

−
−

 = 
y 3
3 3

−
−

 ⇔ (d): y − 3 = 0. 

b. Tõ ®iÒu kiÖn suy ra M lµ trung ®iÓm AB, do ®ã: 

(d): 
qua M(2;3)

vtpt IM(1;0)




  ⇔ (d): 1.(x − 2) = 0 ⇔ (d): x − 2 = 0. 

VÝ dô 11: Cho ®êng trßn (C): (x − 1)2 + (y − 2)2 = 9. X¸c ®Þnh to¹ ®é c¸c ®Ønh B, 
C cña ∆ABC  ®Òu néi tiÕp trong ®êng trßn (C), biÕt ®iÓm A(−2, 2). 

 Gi¶i 

Ta cã thÓ thùc hiÖn theo ba c¸ch sau: 

C¸ch 1:  Gäi A1 lµ ®iÓm ®èi xøng víi A qua I ⇒ to¹ ®é ®iÓm A1(4, 2). 

§êng trßn (C1) tho¶ m·n: 

(C1): 1tam A (4,2)
bkinh R 3


 =

 ⇔ (C1): (x − 4)2 + (y − 2)2 = 9. 

Khi ®ã: (C)∩(C1) = {B, C}, to¹ ®é B, C lµ nghiÖm cña hÖ: 

2 2

2 2

(x 1) (y 2) 9
(x 4) (y 2) 9

 − + − =


− + − =
⇔ 

2 2(x 1) (y 2) 9
6x 15 0

 − + − =


− =
⇒ 

5 3 3B( ,2 )
2 2
5 3 3C( ,2 )
2 2


−


 +

. 

C¸ch 2: NhËn xÐt r»ng: ∆ABC  ®Òu néi tiÕp trong ®êng trßn (C) ⇒ t©m I lµ träng 
t©m cña ∆ABC. 

Gäi H lµ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña A lªn BC ⇒ AI


 = 2 IH


 ⇒ H(
5
2

, 2). 
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Ph¬ng tr×nh c¹nh BC ®îc cho bëi: 

(BC): 
5qua H( ,2)
2

vtpt AI(3,0)








 ⇔ (BC): x − 5
2

 = 0. 

Khi ®ã (BC)∩(C) = {B, C}, to¹ ®é B, C lµ nghiÖm cña : 

2 2(x 1) (y 2) 9
5x 0
2

 − + − =



− =

⇒ 

5 3 3B( ,2 )
2 2
5 3 3C( ,2 )
2 2


−


 +

. 

C¸ch 3: Gi¶i sö AB = a, khi ®ã:  

AH = 
a 3

2
 = 

3
4

.6 ⇔ a2 = 27. 

§iÓm M(x0, y0)∈(C) sao cho AM2 = 27, ta cã: 

2 2
0 0

2 2
0 0

(x 1) (y 2) 9

(x 2) (y 2) 27

 − + − =


+ + − =
⇔ 

2 2
0 0

0

(x 1) (y 2) 9
5x
2

 − + − =



=

⇒ 

5 3 3B( ,2 )
2 2
5 3 3C( ,2 )
2 2


−


 +

. 

VÝ dô 12: Cho ®iÓm A(2, 0) vµ ®iÓm M di chuyÓn trªn ®êng trßn (C) t©m O b¸n 
kÝnh b»ng 2. Gäi H lµ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña M lªn Oy. 
a. TÝnh c¸c to¹ ®é giao ®iÓm P cña c¸c ®êng th¼ng OM vµ AH theo 

gãc α = ( OA


, OM


). 
b. X¸c ®Þnh vµ vÏ quÜ tÝch cña P khi m thay ®æi trªn (C). 

 Gi¶i 
§êng trßn (C): x2 + y2 = 4  
§iÓm M(a, b)∈(C) ⇔ a2 + b2 = 4.   (1) 
H lµ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña M lªn Oy, vËy H(0, b). 
Ph¬ng tr×nh (AH) ®îc cho bëi:  

(AH): 
x y
2 b

+  = 1 ⇔ (AT): bx + 2y − 2b = 0. 

Ph¬ng tr×nh OM lµ (OM): bx − ay = 0. 
To¹ ®é giao ®iÓm P lµ nghiÖm hÖ ph¬ng tr×nh  

bx 2y 2b 0
bx ay 0

+ − =
 − =

.            (I) 

HÖ cã nghiÖm khi  
 − ab − 2b ≠ 0 ⇔ b ≠ 0 & a ≠ −2 ⇔ a ≠ ±2. 

a. Ta cã  

M:
a OM.cos
b OM.sin

= α
 = α

 ⇔ 
a 2cos
b 2sin

= α
 = α

 

x 
A 

y 

M 

O 

H P 
B 
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⇔ M(2cosα, 2sinα) & P(
2cos

cos 1
α

α +
,

2sin
cos 1

α
α +

). 

b. X¸c ®Þnh vµ vÏ quÜ tÝch cña P khi M thay ®æi trªn (C). 

Tõ hÖ (I), ta ®îc 
2xa

2 x
=

−
 vµ 

2yb
2 x

=
−

.     (2) 

Thay (2) vµo (1) ta ®îc ph¬ng tr×nh quÜ tÝch P lµ y2 = 4 − 4x. 
VËy tËp hîp ®iÓm P thuéc Parabol y2 = 4 − 4x trõ hai ®iÓm A, B. 

VÝ dô 13: Cho hai ®iÓm A(a; 0) vµ B(0; b) víi ab ≠ 0. Gäi (C) lµ ®êng trßn tiÕp 
xóc víi Ox t¹i A vµ cã t©m C víi tung ®é yC = m (m lµ tham sè). LÊy 

mäi gi¸ trÞ kh¸c 0 vµ kh¸c 
2 2a b
2b
+

. 

a. §êng th¼ng AB c¾t ®êng trßn (C) t¹i giao ®iÓm thø hai lµ P. X¸c 
®Þnh to¹ ®é cña P. 

b. X¸c ®Þnh t©m K cña ®êng trßn (K) tiÕp xóc víi Oy t¹i B, vµ ®i qua P. 
c. Gi¶ sö (C) ∩ (K) = {P, Q}. Chøng minh r»ng khi m thay ®æi  PQ 

lu«n ®i qua mét ®iÓm cè ®Þnh. 

 Gi¶i 
§êng trßn (C) tiÕp xóc víi Ox t¹i A vµ cã t©m C víi tung ®é yC = m, suy ra    

C(a, m) vµ b¸n kÝnh R = CA = m. VËy ph¬ng tr×nh ®êng trßn (C) cã d¹ng:  
(C): (x − a)2 + (y − m)2 = m2 ⇔ (C): x2 + y2 − 2ax − 2my + a2 = 0. 

a. X¸c ®Þnh to¹ ®é cña P. 
Ph¬ng tr×nh (AB) cã d¹ng:  

(AB): 
x y
a b

+  = 1 ⇔ (AB): bx + ay − ab = 0.  

To¹ ®é giao ®iÓm cña (AB) vµ (C) lµ nghiÖm hÖ ph¬ng tr×nh: 

2 2 2

bx ay ab 0 (1)
(x a) (y m) m (2)

+ − =


− + − =
 

Rót x − a tõ (1) thay vµo (2) ta ®îc:  

2a y
b

 − 
 

 + (y − m)2 = m2 ⇔ (a2 + b2)y2 − 2b2my = 0 ⇔ 2

2 2

y 0
2b my

a b

=

 =
 +

. 

Thay y = 
2

2 2

2b m
a b+

 vµo (1), ®îc x = a
2

2 2

2b m1
a b

 
− + 

.  

VËy, to¹ ®é ®iÓm P(a
2

2 2

2b m1
a b

 
− + 

, 
2

2 2

2b m
a b+

). 

b. Gi¶ sö ®êng trßn (K) cã d¹ng:  
(K): (x − α)2 + (y − β)2 = R2. 

O 

y 

x 
 

a 

B 
b 

K 

C 
P 

Q 
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(K) tiÕp xóc víi Oy t¹i B ®iÒu kiÖn lµ: 
R

b
= α

β =
.  

Khi ®ã (K) cã d¹ng: (x − α)2 + (y − b)2 = α2. 
§êng trßn (K) ®i qua P, suy ra:  

(a
2

2 2

2b m1
a b

 
− + 

 − α)2 + (
2

2 2

2b m
a b+

 − b)2 = α2 ⇔ α = 
2 2a b 2mb

2a
+ −

. 

VËy K(
2 2a b 2mb

2a
+ −

, b) vµ ph¬ng tr×nh ®êng trßn (K) cã d¹ng: 

(K): (x − 
2 2a b 2mb

2a
+ −

)2 + (y − b)2 = (
2 2a b 2mb

2a
+ −

)2  

⇔ (K): x2 + y2 − 
2 2a b 2mb

a
+ −

x − 2by + b2 = 0. 

c. Hai ®êng trßn (C), (K) c¾t nhau t¹i P, Q, vËy ta cã hÖ ph¬ng tr×nh : 
2 2 2

2 2
2 2 2

x y 2ax 2my a 0
a b 2mbx y x 2by b 0

a

 + − − + =

 + −

+ − − + =

 

⇒ (a2 − b2 + 2mb)x + 2a(m − b)y − a(a2 − b2) = 0 
§ã chÝnh lµ ph¬ng tr×nh (PQ). 

• Gi¶ sö M(x0, y0) lµ ®iÓm cè ®Þnh mµ (PQ) lu«n ®i qua víi mäi m. Khi ®ã: 
(a2 − b2 + 2mb)x0 + 2a(m − b)y0 − a(a2 − b2) = 0 ∀m 
⇔ 2(bx0 + ay0)m + (a2 − b2)x0 − 2aby0 − a(a2 − b2) = 0 ∀m 

⇔ 0 0
2 2 2 2

0 0

bx ay 0

(a b )x 2aby a(a b ) 0

+ =


− − − − =
⇔ x0 = 

2 2

2 2

a(a b )
a b

−
+

 vµ y0 = 
2 2

2 2

b(a b )
a b

−
−

+
. 

§ã chÝnh lµ to¹ ®é ®iÓm cè ®Þnh M mµ (PQ) lu«n ®i qua víi ∀m. 

VÝ dô 14: Cho hä ElÝp (Em): x2 = 2y − 
2y

m
 víi 0 < m < 1. 

a. §a ph¬ng tr×nh vÒ d¹ng chÝnh t¾c, x¸c ®Þnh to¹ ®é t©m, tiªu 
®iÓm F1, F2 vµ c¸c ®Ønh A1, A2 cña ElÝp. 

b. T×m quÜ tÝch c¸c ®Ønh A1, A2 cña ElÝp khi m thay ®æi. 
c. T×m quÜ tÝch c¸c tiªu ®iÓm F1, F2 cña ElÝp khi m thay ®æi. 

 Gi¶i 
a. ChuyÓn ph¬ng tr×nh cña (Em) vÒ d¹ng:  

(Em): mx2 + y2 − 2my = 0 ⇔ (Em): mx2 + (y − m)2 = m2  

⇔ (Em): 
2 2

2

x (y m) 1
m m

−
+ = .  
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TÞnh tiÕn hÖ trôc to¹ ®é Oxy theo vect¬ OI


 víi I(0; m) thµnh hÖ trôc IXY, víi 
c«ng thøc ®æi trôc: 

X x
Y y m

=
 = −

 ⇔ 
x X
y Y m

=
 = +

 

Khi ®ã  

(E): 
2 2

2

X Y 1
m m

+ =  v× 0 < m < 1 ⇒ m2 < m. 

Trong hÖ trôc IXY, (E) cã c¸c thuéc tÝnh: 
 T©m I(0; 0), 

 2 tiªu ®iÓm F1(− 2m m− ; 0),  F2( 2m m− ; 0), 

 2 ®Ønh A1(− m ; 0), A2( m ; 0). 
Do ®ã trong hÖ trôc Oxy, (Em) cã: 
 T©m I(0; m), 

 2 tiªu ®iÓm vµ F1(− 2m m− ; m), F2( 2m m− ; m) 

 2 ®Ønh A1(− m ; m), A2( m ; m). 
b. QuÜ tÝch c¸c ®Ønh A1, A2. 
 QuÜ tÝch ®Ønh A1:  

x m
y m

 = −


=
 ⇔ 

2

0 y 1 vµ x 0
x y

< < <


=
.  

VËy quÜ tÝch ®Ønh A1 cña ElÝp khi m thay ®æi thuéc phÇn ®å thÞ cña Parabol (P): x2 
= y víi 0 < y < 1 vµ x < 0. 
 T¬ng tù quÜ tÝch ®Ønh A2 thuéc phÇn ®å thÞ cña Parabol  

(P): x2 = y víi 0 < y < 1 vµ x > 0. 
c. QuÜ tÝch c¸c tiªu ®iÓm F1, F2. 
 QuÜ tÝch tiªu ®iÓm F1:  

2x m m
y m

 = − −


=
 ⇔ 

2 2

0 y 1 vµ x 0
x y y

< < <


= −
⇔ 2 2

0 y 1 vµ x 0
1 1x (y )
2 4

< < <



+ − =

. 

VËy quÜ tÝch tiªu ®iÓm F1 cña ElÝp khi m thay ®æi thuéc ®êng trßn (C) cã t©m 

C(0; 
1
2

) b¸n kÝnh R = 
1
2

 víi 0 < y < 1 vµ x < 0. 

 T¬ng tù quÜ tÝch tiªu ®iÓm F2 thuéc ®êng trßn (C) cã t©m C(0; 
1
2

) b¸n kÝnh R = 

1
2

 víi 0 < y < 1 vµ x > 0. 

VÝ dô 15: Cho ElÝp (E): 
2x

4
 + y2 = 1. T×m c¸c ®iÓm M thuéc ElÝp (E) sao cho: 

a. Cã b¸n kÝnh qua tiªu ®iÓm nµy b»ng 7 lÇn b¸n kÝnh qua tiªu ®iÓm kia. 
b. M nh×n hai tiªu ®iÓm díi mét gãc 900. 
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 Gi¶i 
§iÓm M(x0, y0)∈(E) suy ra: 

2
20
0

x y 1
4

+ = ,         (1) 

MF1 = a + 0cx
a

 = 2 + 0x 3
2

 vµ  MF2 = a − 0cx
a

 = 2 − 0x 3
2

.     (2) 

a. Tõ gi¶ thiÕt ta cã:   

1 2

2 1

MF 7MF
MF 7MF

=
 =

 

⇔ 0 = (MF1 − 7MF2)(MF2 − 7MF1) = 50MF1.MF2 − 7( 2
1MF  + 2

2MF ) 

 = 50MF1.MF2  −  7[(MF1 + MF2)2 − 2MF1.MF2] 
 = 50MF1.MF2  −  7(16 − 2MF1.MF2)  = 64MF1.MF2  − 112 

 = 64(2 + 0x 3
2

).(2 − 0x 3
2

)  − 112 = 64(4 − 
2
03x

4
) − 112  

 = 144 − 48 2
0x  

⇔ x0 = ± 3  
(1)

⇒  y0 = ± 1
2

. 

VËy tån t¹i bèn ®iÓm tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi lµ: 

M1( 3 , 
1
2

),M2( − 3 , 
1
2

),M3( 3 ,  − 1
2

) vµ M4(− 3 , − 1
2

). 

b. Ta cã thÓ lùa chän mét trong hai c¸ch sau: 
C¸ch 1: XÐt ∆MF1F2, ta cã: 

2
1 2F F  = 2

1MF  + 2
2MF   −  thùc hiÖn t¬ng tù b). 

C¸ch 2: V× M nh×n F1F2 díi mét gãc vu«ng do ®ã M thuéc ®êng trßn (C) ®êng 
kÝnh F1F2, do ®ã M lµ giao ®iÓm cña ®êng trßn (C): x2 + y2 = 3 vµ (E) cã to¹ ®é lµ 
nghiÖm cña hÖ: 

2
2

2 2

x y 1
4

x y 3


+ =


 + =

 ⇔ 

2 6x
3
3y

3


= ±


 = ±

 

VËy tån t¹i bèn ®iÓm tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi lµ: 

M9(
2 6

3
, 

3
3

), M10( − 2 6
3

, 
3

3
),  

M11(
2 6

3
,  − 3

3
) vµ M12( − 2 6

3
,  − 3

3
). 

VÝ dô 16: Cho ®iÓm A(0; 6) vµ ®êng trßn (C): x2 + y2 = 100. LËp ph¬ng tr×nh 
quü tÝch t©m c¸c ®êng trßn ®i qua A vµ tiÕp xóc víi (C). 
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 Gi¶i 
XÐt ®êng trßn (C), ta ®îc: 

(C): 
Tam O(0,0)
Bkinh R 10


 =

. 

Gi¶ sö M, lµ t©m ®êng trßn qua A vµ tiÕp xóc víi (C), ta ®îc: 
MA + MB = MN + MB = BN = 10 

VËy tËp hîp c¸c ®iÓm M thuéc ElÝp (E) nhËn O, A lµm tiªu ®iÓm vµ cã ®é dµi trôc 
lín b»ng 10. 
 X¸c ®Þnh ph¬ng tr×nh cña ElÝp (E) 

V× O, A thuéc Oy nªn ph¬ng tr×nh cña (E) cã t©m I(0, 3) cã d¹ng: 

(E): 
2 2

2 2

x (y 3) 1
a b

−
+ = , víi 0 < a < b. 

trong ®ã:  
2b = 10 ⇔ b = 5, 

a2 = b2 − c2 = 25 − 9
2

2OF
2

 
 
 

 = 25 − 9 = 16. 

Do ®ã (E): 
2 2x (y 3) 1

16 25
−

+ = . 

VËy tËp hîp c¸c ®iÓm M thuéc ElÝp (E): 
2 2x (y 3) 1

16 25
−

+ = . 

VÝ dô 17: Cho ElÝp (E): 
2 2x y 1

9 25
+ = . T×m c¸c ®iÓm M thuéc ElÝp (E) sao cho: 

a. Cã tæng hai to¹ ®é ®¹t gi¸ trÞ lín nhÊt, nhá nhÊt . 

b. 1

2

MF 3
MF 5

= . 

Gi¶i 

a. §iÓm M(x0, y0)∈(E) ⇒ 
2 2
0 0x y 1

9 25
+ = .     (1) 

Khi ®ã:   

(x0 + y0)2 = 
2

0 0x y3. 5.
4 5

 + 
 

≤ (9 + 25) 
2 2
0 0x y

9 25
 

+ 
 

 = 34  

⇔ − 34  ≤ x0 + y0 ≤ 34  
dÊu b»ng x¶y ra khi: 

0

0
2 2
0 0

x / 3 3
y / 5 5

x y 1
9 25

 =

 + =

⇔ 
0 0

2 2
0 0

25y x
9

x y 1
9 25

 =

 + =

⇒  
1

2

3 25M ( ; )
34 3 34

3 25M ( ; )
34 3 34

 −

 − −


 

A 

A 

M 

y 

x −10 O 
10 

−10 
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VËy, ta ®îc: 
 (x0 + y0)Max = 34 , ®¹t ®îc t¹i M1.  

 (x0 + y0)Min = − 34 , ®¹t ®îc t¹i M2. 
b. Tõ gi¶ thiÕt ta cã:   

1 2

2 1

MF 3MF
MF 3MF

=
 =

 

⇔ 0 = (MF1 − 3MF2)(MF2 − 3MF1) = 10MF1.MF2  −  3( 2
1MF  + 2

2MF ) 

 = 10MF1.MF2  − 3[(MF1 + MF2)2 − 2MF1.MF2] 
 = 10MF1.MF2  − 3(100 − 2MF1.MF2)  = 16MF1.MF2  − 300 

 = 16(5 + 04x
5

).(5 − 04x
5

)  − 300 = 16(25 − 
2
016x

25
) − 300 = 100 − 

2 2
016 x

25
 

⇔ x0 = ± 25
8

 . 

VËy tån t¹i bèn ®iÓm tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi (B¹n ®äc tÝnh tiÕp) 

VÝ dô 18: Cho ElÝp (E): 
2 2

2 2

x y 1
a b

+ = , víi 0 < b < a. 

1. Gäi A lµ mét giao ®iÓm cña ®êng th¼ng y = kx víi (E). TÝnh OA 
theo a, b, k. 

2. Gäi A, B lµ hai ®iÓm tuú ý thuéc (E) sao cho OA⊥OB.  

a. Chøng minh r»ng 2 2

1 1
OA OB

+  kh«ng ®æi, tõ ®ã suy ra ®êng 

th¼ng (AB) lu«n tiÕp xóc víi mét ®êng trßn cè ®Þnh. 
b. X¸c ®Þnh k ®Ó ∆OAB cã diÖn tÝch lín nhÊt, nhá nhÊt. T×m gi¸ 

trÞ lín nhÊt, nhá nhÊt ®ã. 

 Gi¶i 
1.   To¹ ®é A lµ nghiÖm cña hÖ: 

2 2

2 2

x y 1
a b
y kx


+ =


 =

⇒ 
2 2

2
A 2 2 2

a bx
a k b

=
+

 vµ 
2 2 2

2
A 2 2 2

k a by
a k b

=
+

. 

Tõ ®ã, suy ra  

OA2 = 2 2
A Ax y+  = 

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

a b k a b
a k b a k b

+
+ +

 = 
2 2 2

2 2 2

a b (1 k )
a k b

+
+

  

⇒ OA = ab
2

2 2 2

1 k
a k b

+
+

, 

2.   Gi¶ sö ®êng th¼ng (OA) cã ph¬ng tr×nh y = kx  

⇒ OA = ab
2

2 2 2

1 k
a k b

+
+

. 

O 

y 

x 
−a a 

A2 A1 

 
A 

B 

H 

z 

t 
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V× OA ⊥ OB ⇒ (OB) cã ph¬ng tr×nh: 

y = − 1
k

x ⇒ OB = ab
2

2 2
2

11
k

1a . b
k

+

+
 = ab

2

2 2 2

1 k
a b k

+
+

. 

c. Ta cã:  

2 2

1 1
OA OB

+  = 
2 2 2

2 2 2

a k b
a b (1 k )

+
+

 + 
2 2 2

2 2 2

a b k
a b (1 k )

+
+

 = 
2 2

2 2

a b
a b

+
. 

d. Gäi H lµ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña O lªn AB, khi ®ã: 

2

1
OH

 = 2 2

1 1
OA OB

+  = 
2 2

2 2

a b
a b

+
  ⇒ OH = 

2 2

ab
a b+

. 

VËy (AB) lu«n tiÕp xóc víi ®êng trßn (C) t©m O b¸n kÝnh R = OH cã: 

(C): x2 + y2 = 
2 2

2 2

a b
a b+

. 

Ta cã:  

S∆OAB = 
1
2

OA.OB = 
1
2

ab
2

2 2 2

1 k
a k b

+
+

ab
2

2 2 2

1 k
a b k

+
+

 

 = 
2 2 2

2 2 2 2 2 2

a b (1 k )
2 (a k b )(a b k )

+

+ +
.      (1) 

∆OAB cã diÖn tÝch nhá nhÊt.  
Ta cã: 

2 2 2 2 2 2(a k b )(a b k )+ +  ≤ 
2 2 2 2 2 2(a k b ) (a b k )

2
+ + +

 = 
2 2 2(a b )(1 k )

2
+ +

 

⇒ 
2

2 2 2 2 2 2

1 k
(a k b )(a b k )

+

+ +
≥ 2 2

2
a b+

    (2) 

Thay (2) vµo (1), ®îc  

S∆OAB ≥ 2 2

ab
a b+

 ⇒ Smin = 2 2

ab
a b+

  

®¹t ®îc khi a2k2 + b2 = a2 + b2k2 ⇔ k = ±1. 
∆OAB cã diÖn tÝch lín nhÊt  −  §Ò nghÞ b¹n ®äc gi¶i. 

VÝ dô 19: Cho Hyperbol (H): 
2 2x y 1

4 1
− = . T×m to¹ ®é ®iÓm M thuéc Hyperbol 

(H) sao cho: 
a. Cã b¸n kÝnh qua tiªu ®iÓm nµy b»ng 2 lÇn b¸n kÝnh qua tiªu ®iÓm kia. 
b. Nh×n hai tiªu ®iÓm díi mét gãc 600. 
c. §é dµi F1M ng¾n nhÊt, dµi nhÊt. 
d. Kho¶ng c¸ch tõ M ®Õn ®êng th¼ng (∆): x − y + 1 = 0 ®¹t gi¸ trÞ 

lín nhÊt, nhá nhÊt.  
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Híng dÉn 

a. Ta cã hai tiªu ®iÓm F1(− 5 , 0) vµ F2( 5 , 0). 

§iÓm M(x0, y0)∈(H) víi x0 > 0, suy ra:  
2 2
0 0x y 1

4 1
− = ,         (1) 

MF1 = 05x
2

 + 2 vµ MF2 =  05x
2

 − 2.    (2) 

Tõ gi¶ thiÕt ta cã:   

1 2

2 1

MF 2MF
MF 2MF

=
 =

 

⇔ 0  = (MF1 − 2MF2)(MF2 − 2MF1) = 5MF1.MF2  −  2( 2
1MF  + 2

2MF ) 

 = 5MF1.MF2  −  2[(MF1 − MF2)2 + 2MF1.MF2] 

 = 5MF1.MF2  −  2(16 + 2 MF1.MF2)  = MF1.MF2  − 32 

 = ( 05x
2

 + 2).( 05x
2

 − 2)  −  32 = 
2
05x

4
 − 36 

⇔ x0 = ± 12
5

 ⇒ y0 − Dµnh cho b¹n ®äc. 

b. XÐt ∆MF1F2, ta cã: 
2

1 2F F  = 2
1MF  + 2

2MF  − 2MF1.MF2.cos600  

= [(MF1 − MF2)2 + 2 MF1.MF2] − MF1.MF2
 

⇔ 20 = 16 + MF1.MF2 ⇔ 4 = ( 05x
2

 + 2).( 05x
2

 − 2) = 
2
05x

4
 − 4 

⇔ x0 = ± 4 10
5

 ⇒ y0 − Dµnh cho b¹n ®äc. 

c. Tõ (1) suy ra: 

2
0x  = a2(1 + 

2
0
2

y
b

) ≥ a2 ⇒ |x0| ≥ a. 

Ta cã: 

F1M = | 0cx
a

 + a| ≥ | ca
a

−  + a| = |−c + a| = c − a. 

V©y, ta ®îc F1MMin = c − a, ®¹t ®îc khi M ≡ A1(−a, 0). 
d. Ta cã:  

d = d(M, (∆)) = 0 0x y 1
2

− +
 ⇔ d 2  = x0 − y0 + 1. 

¸p dông bÊt ®¼ng thøc tam gi¸c, ta cã: 

d 2  ≥ x0 − y0 − 1.      (2) 
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¸p dông bÊt ®¼ng thøc gi¶ Bunhiac«psk, ta cã: 

x0 − y0 = 2. 0x
2

 − 0y
1

 ≥
2 2

2 2 0 0x y(2 1 )( )
4 1

− −  = 3 .  (3) 

Tõ (2) vµ (3), suy ra:  

d ≥ 
3 1

2
−

.         (4) 

DÊu ' = ' x¶y ra khi vµ chØ khi: 

0 0

2 2
0 0

1 x 2y
2
x y 1
4 1

 = −

 − =

⇔ 
1 1

2 2

4 1x & y
5 5
4 1x & y
5 5

− = =


− = =

. 

Thö l¹i: dÊu b»ng chØ x¶y ra t¹i M2(x2, y2), do ®ã: 

Mind = 
3 1

2
−

 ®¹t ®îc t¹i ®iÓm M2. 

§Ó x¸c ®Þnh to¹ ®é ®iÓm H2 t¬ng øng, ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
− LËp ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d2) qua M2 vµ vu«ng gãc víi (d). 
− X¸c ®Þnh t¹o ®é giao ®iÓm H2 = (d2)∩(d). 

VÝ dô 20: Cho Hypebol (H): 
2 2x y 1

4 9
− = . Gäi (d) lµ ®êng th¼ng qua O cã hÖ sè 

gãc k, (d') lµ ®êng th¼ng qua O vµ vu«ng gãc víi (d). 
a. T×m ®iÒu kiÖn ®èi víi k ®Ó (d) vµ (d') ®Òu c¾t (H). 
b. TÝnh theo k diÖn tÝch h×nh thoi víi 4 ®Ønh lµ 4 giao ®iÓm  cña (d), 

(d') vµ (H). 
c. X¸c ®Þnh k ®Ó h×nh thoi Êy cã diÖn tÝch nhá nhÊt. 

 Gi¶i 
a. Ta lÇn lît cã: 
 §êng th¼ng (d) qua O cã hÖ sè gãc k cã d¹ng: y = kx. 

 §êng th¼ng (d') qua O vµ vu«ng gãc víi (d) cã d¹ng: y = − 1
k

x. 

To¹ ®é giao ®iÓm A, C cña (d) vµ (H) lµ nghiÖm cña hÖ : 
2 2x y 1

4 9
y kx


− =


 =

⇒ (9 − 4k2)x2 = 36      (1) 

Ph¬ng tr×nh (1) cã hai nghiÖm ph©n biÖt khi: 
9 − 4k2 > 0 ⇔ |k| < 3/2       (2) 

Khi ®ã:  

2
Ax  = 2

36
9 4k=

 vµ 2
Ay  = 

2

2

36k
9 4k=

. 
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To¹ ®é giao ®iÓm B, D cña (d') vµ (H) lµ nghiÖm cña hÖ: 
2 2x y 1

4 9
1y x
k


− =


 = −

⇒ (9k2 − 4)y2 = 36      (3) 

Ph¬ng tr×nh (3) cã hai nghiÖm ph©n biÖt khi:  

9 − 4k2 > 0 ⇔ |k| > 
2
3

       (4) 

Khi ®ã:  

2
Bx  = 

2

2

36k
9k 4−

 vµ 2
By  = 2

36
9k 4−

. 

KÕt hîp (2) vµ (4), ta ®îc: 

2
3

 < |k| < 
3
2

 ⇔ 

3 2k
2 3

2 3k
3 2

− < < −

 < <

.      (I) 

b. NhËn xÐt: 
 A, C lµ giao ®iÓm cña (d) vµ (H) ⇒ A, C ®èi xøng qua O. 
 B, D lµ giao ®iÓm cña (d) vµ (H) ⇒ B, D ®èi xøng qua O. 
 Ngoµi ra AC⊥BD. 
VËy ABCD lµ h×nh thoi.  
Ta cã:  

SABCD = 4S∆AOB = 4.
1
2

.OA.OB = 2 2 2
A Ax y+ 2 2

B Bx y+  

=  2.
2

2 2

36 36k
9 4k 9 4k

+
= =

2

2 2

36k 36
9k 4 9k 4

+
− −

 

= 
2

2 2

72(1 k )
(9 4k )(9k 4)

+

− −
 

c. H×nh thoi ABCD cã diÖn tÝch nhá nhÊt  

⇔ 
2

2 2

72(1 k )
(9 4k )(9k 4)

+

− −
 nhá nhÊt.  

Ta cã:  
2

2 2

72(1 k )
(9 4k )(9k 4)

+

− −
≥

2

2 2

72(1 k )
1 [(9 4k ) (9k 4)]
2

+

− + −
 = 

144
5

. 

VËy, h×nh thoi ABCD cã diÖn tÝch nhá nhÊt b»ng 
144

5
 ®¹t ®îc khi: 

9 − 4k2 = 9k2 − 4 ⇔ k = ±1. 
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VÝ dô 21: Cho Hypebol (H) cã ph¬ng tr×nh:  

(H): 
2 2

2 2

x y 1
a b

− = .  

a. Chøng minh r»ng tÝch c¸c kho¶ng c¸ch tõ M∈(H) ®Õn c¸c tiÖm 
cËn cña nã lµ mét h»ng sè. 

b. Tõ ®iÓm M∈(H) kÎ c¸c ®êng th¼ng song song víi hai tiÖm cËn vµ 
c¾t chóng t¹i P, Q. Chøng minh r»ng diÖn tÝch h×nh b×nh hµnh 
OPMQ lµ mét h»ng sè. 

 Gi¶i 
§iÓm M0(x0, y0)∈(H)  

⇔ 
2 2
0 0
2 2

x y 1
a b

− = ⇔ 2 2 2 2
0 0b x a y−  = a2b2.  (1) 

Ph¬ng tr×nh hai ®êng tiÖm cËn cña (H) lµ:  

y = ± b
a

x ⇔ 
bx ay 0
bx ay 0

+ =
 − =

. 

a. Kho¶ng c¸ch h1 tõ ®iÓm M tíi tiÖm cËn bx + ay = 0 ®îc x¸c ®Þnh bëi:  

h1 = 0 0
2 2

| bx ay |
b a

+

+
. 

Kho¶ng c¸ch h2 tõ ®iÓm M tíi tiÖm cËn bx − ay = 0 ®îc x¸c ®Þnh bëi:   

h2 = 0 0
2 2

| bx ay |
b a

−

+
. 

Do ®ã:  

h1.h2 = 0 0
2 2

| bx ay |
b a

+

+
0 0
2 2

| bx ay |
b a

−

+
 = 

2 2 2 2
0 0
2 2

| b x a y |
b a

−
+

 = 
2 2

2 2

a b
a b+

. 

VËy, tÝch c¸c kho¶ng c¸ch tõ ®iÓm M bÊt kú cña Hypebol (H) ®Õn c¸c tiÖm cËn 
cña nã lµ mét h»ng sè. 

b. Gäi α lµ gãc  t¹o bëi ®êng ®êng tiÖm y = 
b
a

x víi trôc Ox. Ta cã:  

tgα = 
b
a

 vµ sin2α = 2

2tg
1 tg

α
+ α

 = 2 2

2ab
a b+

. 

SOPMQ  = OP.OQ.sin2α = 2 2

2ab
a b+

. OP.OQ ⇒ OP.OQ = 
2 2a b
2ab
+

. SOPMQ 

MÆt kh¸c:  

SOPMQ  = OQ.h1 = OP.h2 ⇒ S2
OPMQ  = OP.OQ.h1h2 = 

2 2a b
2ab
+

. SOPMQ. 
2 2

2 2

a b
a b+

 

⇔ SOPMQ  = 
ab
2

 kh«ng ®æi. 

O M 
x 

y 

Q 

P 
(d2) 

(d1) 
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VÝ dô 22: Cho Parabol (P): y2 = 2px, p > 0. Chøng minh r»ng ®êng trßn cã 
®êng kÝnh lµ d©y cung qu¸ tiªu, tiÕp xóc víi ®êng chuÈn. 

 Gi¶i 
Ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d) ®i qua F cã d¹ng: 

(d): 2mx − 2y − mÆt ph¼ng = 0. 
To¹ ®é giao ®iÓm A(xA, yA) vµ B(xB, yB) cña (P) vµ (d) lµ 

nghiÖm cña hÖ: 
2y 2px

2mx 2y mp 0
 =


− − =
  

Ph¬ng tr×nh hoµnh ®é giao ®iÓm cña (P) vµ (d)  cã d¹ng: 
4m2x2 − 4p(m2 + 2)x + m2p2 = 0.  (1) 

 Tõ ®ã, ta cã : 
2

A B 2

2

A B

p(m 2)x x
m

px .x
4

 +
+ =


 =

. 

Ph¬ng tr×nh tung ®é giao ®iÓm cña (P) vµ (d) cã d¹ng: 
my2 − 2py − mp2 = 0                           (2) 

Tõ ®ã, ta cã  

A B
2

A B

y y p / m

y .y p

+ =


=
. 

 Ph¬ng tr×nh ®êng trßn (C) ®êng kÝnh AB:  

M(x, y)∈(C) ⇔ MA
→

. MB
→

 = 0  
⇔ x2 + y2 − (xA + xB)x − (yA + yB)y + xAxB +  yAyB  = 0. 

Gäi I(xI, yI) lµ t©m cña ®êng trßn (C), ta cã: 

I: 

A B

A B

x xx
2

y yy
2

+ =
 + =


⇔ I: 

2

2

p(m 2)x
2m

py
m

 +
=


 =

. 

Gäi R lµ b¸n kÝnh cña ®êng trßn (C), ta cã: 

R2 = 2 2
A Bx x+  − ( xAxB +  yAyB) = 

22

2

p(m 1)
m

 +
 
 

⇔ R = 
2

2

p(m 1)
m

+
. 

Kho¶ng c¸ch tõ I ®Õn ®êng chuÈn (∆): x = − p
2

  cña (P), ®îc x¸c ®Ønh bëi: 

I2x p
2
+

 = 
2

2

1 p(m 2) p
2 m

+
+  = 

2

2

p(m 1)
m

+
 = R. 

VËy ®êng trßn (C) tiÕp xóc víi ®êng chuÈn (∆) cña (P).  

O 

y 

x 

(P) A 

B 

F 

J I 

B1 

A1 



 432 

 Chó ý: 
1. Ta cã thÓ chøng minh b»ng ®Þnh nghÜa, thùc hiÖn c¸c bíc: 

Bíc 1: Gäi A1, B1 theo thø tù lµ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña A, B lªn ®êng chuÈn 
cña (P). 
Gäi I, J theo thø tù lµ trung ®iÓm cña AB, A1B1.  

Bíc 2: Ta cã: 

IJ = 
1
2

(AA1 + BB1) = 
1
2

(AF + BF) = 
1
2

AB  

⇔ ∆ABJ vu«ng t¹i J  

⇔ §êng trßn ®êng kÝnh AB tiÕp xóc víi ®êng chuÈn cña Parabol 
(P). 

2. §Ò nghÞ b¹n ®äc chøng minh thªm c¸c tÝnh chÊt sau: 

a. TÝnh ®é dµi FA, FB theo p, α = ( Ox


, OM


) víi 0≤α≤2π. Tõ ®ã chøng tá r»ng 
1 1

FA FB
+  kh«ng ®æi khi (d) quay quanh F. 

b. Chøng minh r»ng FA.FB nhá nhÊt khi (d) vu«ng gãc víi Ox. 
Ngoµi ra cßn cã tÝch c¸c kho¶ng c¸ch tõ A vµ B ®Õn trôc Ox lµ mét ®¹i lîng 

kh«ng ®æi. 

VÝ dô 23: Cho Parabol (P) vµ ®êng th¼ng (d) cã ph¬ng tr×nh: 
(P): y2 = x vµ (d): x − y − 2 = 0. 

a. X¸c ®Þnh to¹ ®é giao ®iÓm A, B cña (d) vµ (P). 
b. T×m to¹ ®é ®iÓm C thuéc (P) sao cho : 

- ∆ABC cã  diÖn tÝch b»ng 6. 
- ∆ABC ®Òu 

c. T×m ®iÓm M trªn cung AB cña Parabol  (P) sao cho tæng diÖn tÝch 
hai phÇn h×nh ph¼ng giíi h¹n bëi (P) vµ hai d©y cung MA, MB lµ 
nhá nhÊt. 

 Gi¶i 
a. To¹ ®é giao ®iÓm A, B cña (d) vµ (P) lµ nghiÖm cña hÖ ph¬ng tr×nh: 

2y x
x y 2 0

 =


− − =
⇒ 

A(1, 1)
B(4,2)

−



 vµ AB = 3 2 . 

b. Víi C(x, y)∈(P) ⇒ C(y2, y). 
 ∆ABC cã  diÖn tÝch b»ng 6 

⇔ 6 = 
1
2

AB.d(C,(d)) =  
1
2

.3 2 .
| x y 2 |

2
− −

 = 
3
2

|y2 − y − 2| 

⇔ |y2 − y  − 2| = 4 ⇔ 
2

2

y y 2 4
y y 2 4

 − − =


− − = −
⇔ 

y 2
y 3

= −
 =

 ⇒ 1

2

C (4, 2)
C (9,3)

−



 



 433 

 ∆ABC ®Òu 

⇔  AB = BC = CA ⇔ 
AC AB
AC BC

=
 =

  

⇔ 
2 2 2

2 2 2 2 2 2

18 (y 1) (y 1)
(y 1) (y 1) (y 4) (y 2)

 = − + +


− + + = − + −
 ⇔ 

4 2

2

y y 2y 16 0
y y 18 0

 − + − =


+ − =
 

⇔ 
2 2

2

(y y 3)(y y 3) 4y 7 0
y y 3 0

 − + + − − − =


+ − =
 ⇔ 

2

4y 7 0
y y 3 0

+ =


+ − =
 v« nghiÖm. 

VËy kh«ng tån t¹i ®iÓm C thuéc (P) ®Ó ∆ABC ®Òu. 
c. Víi M(x0, y0) thuéc cung AB cña (P) nªn: 

2
0 0

0

x y
1 y 2 (*)

 =


− ≤ ≤
. 

Tæng diÖn tÝch hai phÇn h×nh ph¼ng giíi h¹n bëi (P) vµ 
hai d©y cung MA, MB lµ nhá nhÊt  

⇔ ∆MAB cã diÖn tÝch lín nhÊt ⇔ d(M, (d)) lín nhÊt. 
Ta cã: 

d(M, (d)) = 0 0| x y 2 |
2

− −
 =  

2
0 0| y y 2 |

2
− − (*)

=
1
2

(y0 + 1)(2 − y0) 

C«si
≤  

1
2

2
0 0(y 1) (2 y )

2
+ + − 

  
 = 

9 2
8

. 

do ®ã Maxd(M, (d)) =  
9 2

8
, ®¹t ®îc khi  

y0 + 1 = 2 − y0 ⇔ y0 = 
1
2

⇒ M(
1
4

, 
1
2

) 

VËy, víi M(
1
4

, 
1
2

) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

VÝ dô 24: Cho Parabol (P): y2 = 2px víi p > 0. §iÓm M kh¸c O ch¹y trªn (P). Gäi 
A, B theo thø tù lµ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña M lªn Ox vµ Oy. Chøng 
minh r»ng: 
a. §êng th¼ng qua B vu«ng gãc víi OM lu«n ®i qua mét ®iÓm cè ®Þnh.  
b. §êng th¼ng qua B vu«ng gãc víi AB lu«n ®i qua mét ®iÓm cè ®Þnh. 
c. §êng th¼ng AB lu«n tiÕp xóc víi mét Parabol  cè ®Þnh. 

 Gi¶i 
§iÓm M∈(P) suy ra: 

M(
2
0y

2p
, y0), A(

2
0y

2p
, 0) vµ B(0, y0). 
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a. §êng th¼ng (d1) qua B vu«ng gãc víi OM ®îc cho bëi: 

(d1): 
0
2
0

0

qua B(0, y )

yvtpt OM( , y )
2p







  ⇔ (d1): 
2
0y

2p
.x + y0(y − y0) = 0  

⇔ (d1): 2
0y .x + 2py0y − 2p 2

0y  = 0. 
NhËn xÐt r»ng (d1) lu«n ®i qua ®iÓm cè ®Þnh M1(2p, 0). 

b. §êng th¼ng (d2) qua B vu«ng gãc víi AB ®îc cho bëi: 

(d2): 
0
2
0

0

qua B(0, y )

yvtpt BA( , y )
2p





−


  

 ⇔ (d2): 
2
0y

2p
.x − y0(y − y0) = 0  

⇔ (d2): 2
0y .x − 2py0y + 2p 2

0y  = 0. 
NhËn xÐt r»ng (d2) lu«n ®i qua ®iÓm cè ®Þnh 

M2( − 2p, 0). 

 Chó ý: Còng cã thÓ chøng minh b»ng c¸ch: 

Gäi M2 lµ ®Óm ®èi xøng víi M1 qua Oy ⇒ M2( − 2p, 0). 
NhËn xÐt r»ng BM2⊥AB. 
VËy ®êng th¼ng qua B vu«ng gãc víi AB lu«n ®i qua ®iÓm cè ®Þnh M2 

c. §êng th¼ng (AB) ®îc cho bëi: 

(AB): 
0
2
0

0

qua B(0, y )

yvtcp BA( , y )
2p





−


  ⇔ (AB): 2
0

x
y
2p

  = 0

0 0

y y
y y

−
− −

  

⇔ (AB): 2px + y0y − 2
0y  = 0. 

 Gäi N(x, y) lµ ®iÓm mµ (AB) kh«ng ®i qua víi mäi y0, khi ®ã 
ph¬ng tr×nh 2px + y0y − 2

0y  = 0, v« nghiÖm y0  

⇔ ph¬ng tr×nh 2
0y  − y0y − 2px = 0, v« nghiÖm y0 ⇔ ∆ < 0 ⇔ y2 + 8px < 0. 

 Ta ®i chøng minh (AB) lu«n tiÕp xóc víi Parabol (P1): y2 = −8px. 
ThËt vËy: 

 − 2AC + pB2 = 2.2p.(− 2
0y ) + 4p. 2

0y  = 0. 

VËy (AB) lu«n tiÕp xóc víi Parabol (P1): y2 = −8px. 

O 

y 

x 

(P) 
M 

(d2) 

A 

B 

(d1) 

M2 M1 

(P1) 
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