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phÇn II: h×nh häc 

ch­¬ng 1 −  vect¬ 

A.  KiÕn thøc cÇn nhí 

I.  c¸c ®Þnh nghÜa 

I.kiÕn thøc cÇn nhí  
1. vect¬ lµ g× ? 

VÐct¬ lµ mét ®o¹n th¼ng cã ®Þnh h­íng: 
 Mét ®Çu ®­îc x¸c ®Þnh lµ gèc, cßn ®Çu kia lµ ngän. 
 H­íng tõ gèc ®Õn ngän gäi lµ h­íng cña vÐct¬. 
 §é dµi cña ®o¹n th¼ng gäi lµ ®é dµi cña vÐct¬.  

2. Vect¬ kh«ng 

§Þnh nghÜa: Vect¬ kh«ng lµ vect¬ cã ®iÓm ®Çu vµ ®iÓm cuèi trïng nhau. 
Nh­ vËy, vÐct¬ kh«ng, kÝ hiÖu 0



 lµ vect¬ cã: 
 §iÓm gèc vµ ngän trïng nhau.  
 §é dµi b»ng 0. 

3. Hai vect¬ cïng ph­¬ng 

Hai vect¬ AB


, CD


 gäi lµ cïng ph­¬ng, ký hiÖu: 

AB


 // CD


 ⇔ 
AB// CD
A,B,C,D th ng h ng¼ µ





. 

4. Hai vect¬ cïng h­íng, ng­îc h­íng 

a. Hai vÐct¬ AB


, CD


 gäi lµ cïng h­íng , ký hiÖu: 

AB


 ↑↑ CD


 ⇔ 
AB// CD
hai tia AB,CDc ng h ngï ­í





. 

b. Hai vÐct¬ AB


, CD


 gäi lµ ng­îc h­íng, ký hiÖu: 

AB


 ↑↓ CD


 ⇔ 
AB// CD
hai tia AB,CDng c h ng­î ­í





. 

5. Hai vect¬ b»ng nhau 

Hai vÐct¬ AB


, CD


 gäi lµ b»ng nhau, ký hiÖu: 

AB


 = CD


 ⇔ 
AB CD

AB CD

=


↑↑
  . 
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II.  tæng cña hai vect¬ 
§Þnh nghÜa: Tæng cña hai vect¬ a



 vµ b


 lµ mét vÐct¬ ®­îc x¸c ®Þnh nh­ sau: 

 Tõ mét ®iÓm tïy ý A trªn mÆt ph¼ng dùng vect¬ AB


 = a


. 

 Tõ ®iÓm B dùng vect¬ BC


 = b


. 

 Khi ®ã vÐct¬ AC


 gäi lµ vect¬ tæng cña hai vect¬ a


 vµ b


, ta viÕt  

AC


 = a


 + b


. 
 
 
 
 
Tõ ®Þnh nghÜa trªn ta ®­îc quy t¾c ba ®iÓm: 

AB


 + BC


 = AC


, víi ba ®iÓm A, B, C bÊt k×. 
 

TÝnh chÊt cña phÐp céng vÐct¬ 
Víi mäi vÐct¬ a



, b


 vµ c


, ta cã: 

TÝnh chÊt 1: (TÝnh chÊt giao ho¸n): a


 + b


 = b


 + a


. 

TÝnh chÊt 2: (TÝnh chÊt kÕt hîp): ( a


 + b


) + c


 = a


 + ( b


 + c


). 

TÝnh chÊt 3: (TÝnh chÊt cña vect¬ kh«ng): a


 + 0


 = 0


 + a


 = a


. 

Quy t¾c h×nh b×nh hµnh: 

AB


 + AD


 = AC


, víi ABCD lµ h×nh b×nh hµnh. 

Ta cã "NÕu M lµ trung ®iÓm ®o¹n th¼ng AB th× MA


 + MB


 = 0


". 

Ta cã "Gäi G lµ träng t©m ∆ABC th×: 

GA


 + GB


 + GC


 = 0


, 

MA MB MC 3MG, M.+ + = ∀
   

 + GB


 + GC


 = 0


". 

III. hiÖu cña hai vect¬ 
1. Hai vect¬ ®èi nhau 

Hai vÐct¬ AB


, CD


 gäi lµ ®èi nhau, ký hiÖu: 

AB


 = − CD


 ⇔ 
AB CD

AB CD

=


↑↓
  . 

2. hiÖu cña hai vect¬  

§Þnh nghÜa:  HiÖu cña hai vÐct¬ a


 vµ b


, kÝ hiÖu a


 − b


, lµ tæng cña vect¬ a


  vµ 
vect¬ ®èi cña vect¬ b



, nghÜa lµ: 
a


 − b


 = a


 + (− b


). 

C A 

B 

ba +  
a  

b  
a  b  
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PhÐp lÊy hiÖu cña hai vect¬ gäi lµ phÐp trõ vect¬. 

§Ó dùng vect¬ a


 − b


 khi biÕt c¸c vect¬ a


 vµ b


 ta lÊy ®iÓm A tuú ý, tõ ®ã dùng 

vect¬ AB


 = a


 vµ AC


 = b


, khi ®ã CB


 = a


 − b


. 
 
 
 
 
Tõ c¸ch dùng trªn ta ®­îc quy t¾c hiÖu hai vect¬ cïng gèc: 

AB


 − AC


 = CB


, víi ba ®iÓm A, B, C bÊt k×. 

TÝnh chÊt cña phÐp trõ vÐct¬ 
a


 − b


 = c


 ⇔ a


 = b


 + c


. 

IV.  tÝch cña mét vect¬ víi mét sè 
§Þnh nghÜa:  TÝch cña vect¬ a



 víi mét sè thùc k lµ mét vect¬, kÝ hiÖu k a


 ®­îc x¸c 
®Þnh nh­ sau: 

a. Vect¬ k a


 cïng ph­¬ng víi vect¬ a


 vµ sÏ : 

 Cïng h­íng víi  vect¬ a


 nÕu k ≥ 0. 

 Ng­îc h­íng víi vect¬ a


 nÕu k < 0. 

b. Cã ®é dµi b»ng k. a


. 

PhÐp lÊy tÝch cña mét vect¬ víi mét sè gäi lµ phÐp nh©n vect¬ víi sè (hoÆc phÐp 
nh©n sè víi vect¬). 

Tõ ®Þnh nghÜa trªn ta cã ngay c¸c kÕt qu¶: 

1. a


 = a


 ,   (−1). a


 = − a


. 

1. TÝnh chÊt cña phÐp nh©n vect¬ víi sè 

Víi mäi vÐct¬ a


, b


 vµ c¸c sè thùc m, n, ta cã: 

TÝnh chÊt 1: m(n. a


)  = (mn). a


. 

TÝnh chÊt 2: (m + n). a


 = m. a


 + n. a


. 

TÝnh chÊt 3: m( a


 + b


)  = m. a


 + n. b


. 

TÝnh chÊt 4: m a


 = 0


 ⇔ a


 = 0


 hoÆc m = 0. 

2. ®iÒu kiÖn ®Ó hai vect¬ cïng ph­¬ng 

§Þnh lÝ 1 (Quan hÖ gi÷a hai vect¬ cïng ph­¬ng): Vect¬ b


 cïng ph­¬ng víi vect¬ 
a


≠ 0


 khi vµ chØ khi tån t¹i sè k sao cho b


 = k a


. 

HÖ qu¶: §iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó ba ®iÓm A, B, C th¼ng hµng lµ tån t¹i sè k sao cho   
AB


 = k AC


. 

C A 

B 
ba −  

a  

b  

 

a  

b  
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3. BiÓu thÞ mét vect¬ qua hai vect¬ kh«ng cïng ph­¬ng 
§Þnh lÝ 2  (Ph©n tÝch mét vect¬ thµnh hai vect¬ kh¸c 0



 kh«ng cïng ph­¬ng): Cho 
hai vect¬ a



 vµ b


 kh¸c 0


 vµ kh«ng cïng ph­¬ng. Víi mäi vect¬ c


 bao giê 
còng t×m ®­îc mét cÆp sè thùc m, n duy nhÊt, sao cho: 

c


  =  m a


  +  n b


. 

V. HÖ to¹ ®é 
1. Vect¬ 

Cho 2 ®iÓm M1(x1; y1), M1(x2; y2) th× 1 2M M


 = (x2 − x1; y2 − y1) 

2. C¸c phÐp to¸n Vect¬  
NÕu cã hai vect¬ 1v (x1; y1) vµ 2v (x2; y2) th×: 

(i): 1v  = 2v  ⇔ 1 2

1 2

x x
y y

=
 =

. 

(ii): 1v // 2v  ⇔ 1 1

2 2

x y
x y

= . 

(iii): 1v  + 2v  = (x1 + x2; y1 + y2). 

(iv): 1v  − 2v  = (x1 − x2; y1 − y2). 

(v): k 1v (x1; y1) =  (kx1; ky1) , k ∈  . 

(vi): α 1v  + β 2v  = (αx1 + βx2; αy1 + βy2). 

3. Kho¶ng c¸ch  

Kho¶ng c¸ch d gi÷a hai ®iÓm M1(x1; y1) vµ M1(x2; y2) lµ ®é dµi cña vect¬ 1 2M M


, 
®­îc cho bëi: 

d  = | 1 2M M


|  = 2 2
1 2 1 2(x x ) (y y )− + − . 

4. Chia mét ®o¹n th¼ng theo mét tØ sè cho tr­íc 

§iÓm M(x; y) chia ®o¹n th¼ng M1M2 theo mét tØ sè k (tøc lµ 1MM


= k 2MM


) ®­îc 
x¸c ®Þnh bëi c¸c c«ng thøc: 

1 2

1 2

x kxx
1 k

y kyy
1 k

− = −
 − =
 −

. 

§Æc biÖt nÕu k = −1, th× M lµ trung ®iÓm cña ®o¹n th¼ng M1M2 , khi ®ã to¹ ®é cña 
M ®­îc x¸c ®Þnh bëi: 

1 2

1 2

x xx
2

y yy
2

+ =
 + =


. 
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5. Ba ®iÓm th¼ng hµng 

Ba ®iÓm A(x1; y1) , B(x2; y2) vµ C(x3; y3) th¼ng hµng khi vµ chØ khi:  

AC


// AB


 ⇔ 3 1

2 1

x x
x x

−
−

 = 3 1

2 1

y y
y y

−
−

. 

B  Ph­¬ng ph¸p gi¶i c¸c d¹ng to¸n liªn quan 

§1. Vect¬ 

D¹ng to¸n 1: Më ®Çu vÒ vect¬ 

ThÝ dô 1. Cho ∆OAB vu«ng c©n víi OA = OB = a. H·y dùng c¸c vect¬ sau ®©y 
vµ tÝnh ®é dµi cña chóng: 

OA


 + OB


, OA


 − OB


, 3 OA


 + 4 OB


 
21
4

OA


 + 2.5 OB


, 
14
4

OA


 − 
3
7

OB


. 

 Gi¶i 
a. Víi C lµ ®Ønh thø t­ cña h×nh vu«ng OACD, ta cã ngay: 

OA


 + OB


 = OC


, theo quy t¾c h×nh b×nh hµnh. 
Tõ ®ã, suy ra: 

 OA


 + OB


 =  OC


 = OC = a 2 . 
b. Ta cã ngay: 

OA


 − OB


 = BA


, quy t¾c hiÖu hai vect¬ cïng gèc 

⇒  OA


 − OB


 =  BA


 = BA = a 2 . 

c. §Ó dùng vect¬ 3 OA


 + 4 OB


 ta lÇn l­ît thùc hiÖn: 
 Trªn tia OA lÊy ®iÓm A1 sao cho OA1 = 3OA. 
 Trªn tia OB lÊy ®iÓm B1 sao cho OB1 = 4OB. 
 Dùng h×nh ch÷ nhËt OA1C1B1. 
Tõ ®ã, ta cã: 

3 OA


 + 4 OB


 = 1OA


 + 1OB


 = 1OC


 

⇒ 3 OA


 + 4 OB


 =  1OC


 = OC1 = 2 2
1 1 1OA C A+  = 5a. 

d. Thùc hiÖn t­¬ng tù c©u c), ta dùng ®­îc vect¬ 
21
4

OA


 + 2.5 OB


 vµ 

 21
4

OA


 + 2.5 OB


 = 
a 541

4
. 

e. Thùc hiÖn t­¬ng tù c©u c), ta dùng ®­îc vect¬ 
14
4

OA


 − 
3
7

OB


 vµ  

 14
4

OA


 − 
3
7

OB


 = 
a 6073

28
. 

 

A 

B C 

O 

A 

B 

O A1 

B1 C1 
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ThÝ dô 2. Cho ∆ABC ®Òu cã c¹nh b»ng a. TÝnh ®é dµi vect¬ tæng AB


 + AC


. 

 Gi¶i 
Gäi M lµ trung ®iÓm BC, lÊy ®iÓm A1 ®èi xøng víi A 

qua M, ta cã ngay ABA1C lµ h×nh b×nh hµnh, suy ra: 

AB


 + AC


 = 1AA


 

⇒  AB


 + AC


 =  1AA


  = 2AM = 2.
a 3

2
 = a 3 . 

 Chó ý: Víi c¸c em häc sinh ch­a n¾m v÷ng kiÕn thøc vÒ tæng cña hai vect¬ 
th× th­êng kÕt luËn ngay r»ng: 

 AB


 + AC


 =  AB


 +  AC


 = a + a = 2a. 

D¹ng to¸n 2: Chøng minh mét ®¼ng thøc vect¬ 
Ph­¬ng ph¸p ¸p dông 

Ta lùa chän mét trong c¸c h­íng biÕn ®æi sau: 
H­íng 1: BiÕn ®æi mét vÕ thµnh vÕ cßn l¹i (VT ⇒ VP hoÆc VP ⇒ VT). Khi ®ã: 

 NÕu xuÊt ph¸t tõ vÕ phøc t¹p ta cÇn thùc hiÖn viÖc ®¬n gi¶n biÓu 
thøc. 

 NÕu xuÊt ph¸t tõ vÕ ®¬n gi¶n ta cÇn thùc hiÖn viÖc ph©n tÝch 
vect¬. 

H­íng 2: BiÕn ®æi ®¼ng thøc cÇn chøng minh vÒ mét ®¼ng thøc ®· biÕt lµ lu«n 
®óng. 

H­íng 3: BiÕn ®æi mét ®¼ng thøc vect¬ ®· biÕt lµ lu«n ®óng thµnh ®¼ng thøc 
cÇn chøng minh. 

H­íng 4: T¹o dùng c¸c h×nh phô. 
Khi thùc hiÖn c¸c phÐp biÕn ®æi ta sö dông: 
 Quy t¾c ba ®iÓm: 

AB


 = AC


 + CB


. 
 Quy t¾c h×nh b×nh hµnh: Víi h×nh b×nh hµnh ABCD lu«n cã: 

AC


 = AB


 + AD


. 
 HiÖu hai vect¬ cïng gèc 

AB


 − AC


 = CB


. 
 TÝnh chÊt trung ®iÓm: Víi ®iÓm M tuú ý vµ I lµ trung ®iÓm cña AB lu«n cã: 

MI


 = 
1
2

( MA


 + MB


). 

 TÝnh chÊt träng t©m tam gi¸c: Víi ∆ABC cã träng t©m G ta cã: 

GA


 + GB


  + GC


 = 0


. 

MA


 + MB


 + MC


 = 3 MG


, víi M tuú ý. 
 C¸c tÝnh chÊt cña phÐp céng, trõ vect¬ vµ phÐp nh©n mét sè víi mét vect¬. 

A C 

M 

B A1 
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ThÝ dô 1. Cho bèn ®iÓm A, B, C, D. Chøng minh r»ng AB


 + CD


 + BC


 = AD


. 

 Gi¶i 
Ta cã thÓ tr×nh bµy theo ba c¸ch sau: 

C¸ch 1: Sö dông quy t¾c ba ®iÓm, ta cã: 
VT = ( AB



 + BC


) + CD


 = AC


 + CD


 = AD


, ®pcm. 
C¸ch 2: Sö dông quy t¾c ba ®iÓm, ta cã: 

VT = AB


 + ( BC


 + CD


) = AB


 + BD


 = AD


, ®pcm. 
C¸ch 3: Sö dông quy t¾c ba ®iÓm, ta cã: 

AD


 = AC


 + CD


 = AB


 + BC


 + CD


, ®pcm. 
C¸ch 4: Sö dông quy t¾c ba ®iÓm, ta cã: 

AD


 = AB


 + BD


 = AB


 + BC


 + CD


, ®pcm. 

 NhËn xÐt: ViÖc tr×nh bµy thÝ dô trªn theo bèn c¸ch chØ mang tÝnh chÊt minh 
ho¹ cho nh÷ng ý t­ëng sau: 
1. Víi c¸ch 1 vµ c¸ch 2, chóng ta gom hai vect¬ cã "®iÓm cuèi 

cña vect¬ thø nhÊt trïng víi ®iÓm ®Çu cña vect¬ thø hai" tõ ®ã 
sö dông chiÒu thuËn cña quy t¾c ba ®iÓm. 

2. Víi c¸ch 3 vµ c¸ch 4, chóng ta sö dông chiÒu ng­îc l¹i cña quy 
t¾c ba ®iÓm, cô thÓ "víi mét vect¬ AB



 bÊt k× chóng ta ®Òu cã thÓ 
xen thªm vµo gi÷a mét ®iÓm tuú ý ®Ó tõ ®ã ph©n tÝch ®­îc vect¬ 
AB


 thµnh tæng cña hai vect¬". 

ThÝ dô 2. Cho 4 ®iÓm A, B, C, D.  Chøng minh r»ng AB


 + CD


 = AD


 + CB


. 
Gi¶i 

Ta cã thÓ tr×nh bµy theo c¸c c¸ch sau: 
C¸ch 1: Ta cã:  

VT = ( AD


 + DB


) + CD


 = AD


 + CD


 + DB


 = AD


 + CB


 = VP. 
C¸ch 2: Ta cã:  

VT = ( AC


 + CB


) + CD


 = AC


 + CD


 + CB


 = AD


 + CB


 = VP. 
C¸ch 3: BiÕn ®æi t­¬ng ®­¬ng biÓu thøc vÒ d¹ng:  

AB


 − AD


 = CB


 − CD


 DB DB⇔ =
 

, ®óng ⇒ §iÒu ph¶i chøng minh. 
C¸ch 4: BiÕn ®æi t­¬ng ®­¬ng ®¼ng thøc vÒ d¹ng:  

AB


 − CB


 = AD


 − CD


 ⇔ AB


 + BC


 = AD


 + DC


 ⇔ AC


 = AC


, lu«n ®óng. 

 NhËn xÐt: 1.   §Ó thùc hiÖn chøng minh ®¼ng thøc vect¬ ®· cho chóng ta lùa 
chän h­íng biÕn ®æi VT thµnh VP vµ hai c¸ch gi¶i trªn ®Òu cã 
chung mét ý t­ëng, cô thÓ b»ng viÖc lùa chän vect¬ xuÊt ph¸t 
lµ AB  ta cã: 
 Trong c¸ch 1, ta ý thøc ®­îc r»ng cÇn t¹o ra sù xuÊt hiÖn 

cña vect¬ AD  do ®ã ta xen vµo ®iÓm D. 
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 Trong c¸ch 2, ta ý thøc ®­îc r»ng cÇn t¹o ra sù xuÊt hiÖn 
cña vect¬ CB  do ®ã ta xen vµo ®iÓm C. 

2.  Tõ nhËn xÐt trªn h¼n c¸c em häc sinh thÊy ®­îc thªm r»ng cßn 
cã 4 c¸ch kh¸c ®Ó gi¶i bµi to¸n, cô thÓ: 
 Hai c¸ch víi viÖc lùa chän vect¬ xuÊt ph¸t lµ CD . 
 Hai c¸ch theo h­íng biÕn ®æi VP thµnh VT. 

ThÝ dô 3. Cho M vµ N lÇn l­ît lµ trung ®iÓm c¸c ®o¹n th¼ng AB vµ CD. Chøng 
minh r»ng: 

2 MN


 = AC


 + BD


 = AD


 + BC


. 

 Gi¶i 
a. Ta cã thÓ tr×nh bµy theo c¸c c¸ch sau: 
C¸ch 1: Ta cã ph©n tÝch: 

AC


 = AM


 + MN


 + NC


,  (1) 

BD


 = BM


 + MN


 + ND


.  (2) 

Céng theo vÕ (1) vµ (2) víi l­u ý AM


 + BM


 = 0


 vµ NC


 + ND


 = 0


 (v× M vµ N 
lÇn l­ît lµ trung ®iÓm c¸c ®o¹n th¼ng AB vµ CD), ta ®­îc: 

AC


 + BD


 = 2 MN


, ®pcm.      (*) 
C¸ch 2: Ta cã ph©n tÝch: 

MN MA AC CN= + +
   

,       (3) 

MN MB BD DN= + +
   

,       (4) 

Céng theo vÕ (3) vµ (4) víi l­u ý MA MB 0+ =
  

 vµ NC ND 0+ =
  

 (v× M vµ N lÇn 
l­ît lµ trung ®iÓm c¸c ®o¹n th¼ng AB vµ CD), ta ®­îc: 

2 MN


 = AC


 + BD


, ®pcm. 
b. Ta cã: 

AC


 + BD


 = AD


 + DC


 + BC


 + CD


 = AD


 + BC


, ®pcm.  (**) 
Tõ (*) vµ (**) ta ®­îc ®¼ng thøc cÇn chøng minh. 

ThÝ dô 4. Cho O lµ t©m cña h×nh b×nh hµnh ABCD. Chøng minh r»ng víi ®iÓm M 
bÊt k×, ta cã: 

MO


 = 
1
4

(MA


 + MB


 + MC


 + MD


). 

 Gi¶i 
Ta cã: 

MA


 + MB


 + MC


 + MD


  

= MO


 + OA


 + MO


 + OB


 + MO


 + OC


 + MO


 + OD


  

= 4MO


 + (OA


 + OC


) + (OB


 + OD


) = 4MO


 

⇔ 
1
4

(MA


 + MB


 + MC


 + MD


) = MO


, ®pcm. 

A 
B 

C D N 

M 
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 Chó ý: C¸c em häc sinh h·y tr×nh bµy thªm c¸ch biÕn ®æi VT thµnh VP. 

ThÝ dô 5. Cho ∆ABC. Gäi M, N, P lÇn l­ît lµ trung ®iÓm cña BC, CA, AB. 
Chøng minh r»ng:  

AM


 + BN


 + CP


 = 0


. 

 Gi¶i 

Sö dông quy t¾c trung ®iÓm ta biÕn ®æi: 

VT = 
1
2

(AB AC)+
 

 + 
1
2

(BA BC)+
 

 + 
1
2

(CA CB)+
 

 

= 
1
2

(AB BA AC CA BC CB)+ + + + +
     

, ®pcm. 

ThÝ dô 6. Cho ∆A1B1C1 vµ ∆A2B2C2 lÇn l­ît cã träng t©m lµ G1, G2. Chøng minh r»ng: 

1 2A A


 + 1 2B B


 + 1 2C C


 = 3 1 2G G


. 

 Gi¶i 

Víi G1, G2 lµ trong t©m c¸c ∆A1B1C1 vµ ∆A2B2C2, ta cã: 

1 1G A


 + 1 1G B


  + 1 1G C


 = 0


.      (1) 

2 2G A


 + 2 2G B


  + 2 2G C


 = 0


.      (2) 

MÆt kh¸c, ta cã: 

1 2A A


 = 1 1A G


 + 1 2G G


 + 2 2G A


.     (3) 

1 2B B


 =  1 1B G


 + 1 2G G


 + 2 2G B


.     (4) 

1 2C C


 =  1 1C G


 + 1 2G G


 + 2 2G C


.     (5) 

Céng theo vÕ (3), (4), (5) vµ sö dông c¸c kÕt qu¶ trong (1) vµ (2), ta ®­îc: 

1 2A A


 + 1 2B B


 + 1 2C C


 = 3 1 2G G


, ®pcm. 

ThÝ dô 7. Cho ∆ABC. Gäi M lµ trung ®iÓm cña AB vµ N lµ mét ®iÓm trªn c¹nh 
AC, sao cho NC = 2NA. Gäi K lµ trung ®iÓm cña MN. 

a. Chøng minh r»ng AK


 = 
1
4

AB


 + 
1
6

AC


. 

b. Gäi D lµ trung ®iÓm cña BC. Chøng minh r»ng KD  = 
1
4

AB


 + 
1
3

AC


. 

 Gi¶i 
a. Tõ gi¶ thiÕt ta nhËn thÊy: 

AB 2AM

AB AM

=


↑↑
    ⇔ AB



 = 2 AM


;  
AC 3AN

AC AN

=


↑↑
    ⇔ AC



 = 3 AN


.  
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V× K lµ trung ®iÓm MN nªn: 

AK


 = 
1
2

(AM


 + AN


) = 
1
2

(
1
2

AB


 + 
1
3

AC


) = 
1
4

AB


 + 
1
6

AC


, ®pcm. 

b. V× D lµ trung ®iÓm BC nªn: 

AD


 = 
1
2

( AB


 + AC


) 

tõ ®ã, suy ra: 

KD  = AD


 − AK


 = 
1
2

( AB


 + AC


) − ( 1
4

AB


 + 
1
6

AC


) = 
1
4

AB


 + 
1
3

AC


, ®pcm. 

D¹ng to¸n 3: X¸c ®Þnh ®iÓm M tho¶ mét ®¼ng thøc vect¬ cho tr­íc 
Ph­¬ng ph¸p ¸p dông 

Ta biÕn ®æi ®¼ng thøc vect¬ cho tr­íc vÒ d¹ng: 
OM


 = v , 
trong ®ã ®iÓm O cè ®Þnh vµ vect¬ v  ®· biÕt.  

ThÝ dô 1. Cho ∆ABC ®Òu néi tiÕp ®­êng trßn t©m O. 

a. Chøng minh r»ng OA OB OC 0+ + =
   

. 
b. H·y x¸c ®Þnh c¸c ®iÓm M, N, P sao cho: 

OM


 = OA OB+
 

;  ON


 = OB OC+
 

;  OP


 = OC OA+
 

. 

 Gi¶i 

a. V× ∆ABC ®Òu nªn O chÝnh lµ träng t©m ∆ABC, do ®ã ta cã ngay: 

OA OB OC 0+ + =
   

. 
b. Gäi A1, B1, C1 theo thø tù lµ trung ®iÓm cña BC, AC, AB. 
 Dùng h×nh b×nh hµnh AOBM b»ng viÖc lÊy ®iÓm M 

®èi xøng víi O qua C1, ta cã ®­îc OM


 = OA OB+
 

. 
 C¸c ®iÓm N, P ®­îc x¸c ®Þnh t­¬ng tù. 

ThÝ dô 2. Cho ∆ABC. H·y x¸c ®Þnh ®iÓm M tho¶ m·n ®iÒu kiÖn: 

MA


 − MB


 + MC


 = 0


.    (*) 

 Gi¶i 
BiÕn ®æi (*) vÒ d¹ng: 

BA


 + MC


 = 0


 ⇔ MC


 = AB


  

⇔ ABCM lµ h×nh b×nh hµnh. 
Tõ ®ã, ®Ó x¸c ®Þnh ®iÓm M ta thùc hiÖn: 
 KÎ Ax // BC. 
 KÎ Cy // AB. 
 Giao cña Ax vµ Cy chÝnh lµ ®iÓm M cÇn t×m. 

B C 

M 

O 

A 

C1 

B C 

 

A M 
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ThÝ dô 3. Cho ∆ABC ®Òu, néi tiÕp ®­êng trßn t©m O. 
a. H·y x¸c ®Þnh c¸c ®iÓm M, N, P sao cho: 

OM


 = OA


 + OB


, ON


 = OB


 + OC


, OP


 = OC


 + OA


. 

b. Chøng minh r»ng OA


 + OB


 + OC


 = 0


. 

 Gi¶i 
a. Dùa theo quy t¾c h×nh b×nh hµnh, ta lÇn l­ît cã: 
 Víi ®iÓm M tho¶ m·n: 

OM


 = OA


 + OB


  
⇒ M lµ ®Ønh thø t­ cña h×nh b×nh hµnh AOBM 
⇒ CM lµ ®­êng kÝnh cña (O), v× ∆ABC ®Òu. 

 Víi ®iÓm N tho¶ m·n: 

ON


 = OB


 + OC


 ⇒ N lµ ®Ønh thø t­ cña h×nh b×nh hµnh BOCN 

⇒ AN lµ ®­êng kÝnh cña (O), v× ∆ABC ®Òu. 
 Víi ®iÓm P tho¶ m·n: 

OP


 = OC


 + OA


 ⇒ P lµ ®Ønh thø t­ cña h×nh b×nh hµnh AOCP 

⇒ BP lµ ®­êng kÝnh cña (O), v× ∆ABC ®Òu. 
VËy, c¸c ®iÓm M, N, P n»m trªn ®­êng trßn (O) sao cho CM, AN, BP lµ c¸c 

®­êng kÝnh cña ®­êng trßn (O). 

b. Dùa vµo kÕt qu¶ c©u a) vµ OC


 = MO


, ta cã ngay: 

OA


 + OB


 + OC


 = OM


 + MO


 = MO


 + OM


 = MM


 = 0


. 

ThÝ dô 4. Cho ∆ABC. 

a. T×m ®iÓm I sao cho IA


 + 2 IB


 = 0


. 

b. T×m ®iÓm K sao cho KA


 + 2 KB


 = CB


. 

c. T×m ®iÓm M sao cho MA


 + MB


 + 2 MC


 = 0


. 

 Gi¶i 
a. Ta biÕn ®æi: 

0


 = IA


 + 2 (IA AB)+
 

 = 3 IA


 + 2 AB


  

⇔ IA


 = − 
2 AB
3



, suy ra ®iÓm I ®­îc hoµn toµn x¸c ®Þnh. 

b. Ta biÕn ®æi: 

0


 = KA


 + KB


 + ( KB


 + BC


) = KA


 + KB


 + KC


 

⇔ K lµ träng t©m ∆ABC. 
c. Gäi E, F, N lµ trung ®iÓm AB, BC, EF, ta cã: 

0


 = (MA


 + MC


) + (MB


 + MC


) = 2ME


 + 2MF


 = 4MN


 ⇔ M ≡ N. 

A 

B C 
O 

M 

N 

P 
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ThÝ dô 5. Cho tr­íc hai ®iÓm A, B vµ hai sè thùc α, β tho¶ m·n α + β ≠ 0. 
a. Chøng minh r»ng tån t¹i duy nhÊt ®iÓm I tho¶ m·n α IA



 + β IB


 = 0


. 
b. Tõ ®ã, suy ra víi ®iÓm bÊt kú M, ta lu«n cã: 

α MA


 + β MB


 = (α + β) MI


. 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

α IA


 + β IB


 = 0


 ⇔ α IA


 + β( IA


 + AB


) = 0


 ⇔ (α + β) IA


 + β AB


 = 0


  

⇔ (α + β) AI


 = β AB


⇔ AI


 = 
β

α + β
AB


. 

V× A, B cè ®Þnh nªn vect¬ 
β

α + β
AB


 kh«ng ®æi, do ®ã tån t¹i duy nhÊt ®iÓm I 

tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 
b. Ta cã: 

αMA


 + βMB


 = α(MI


 + IA


) + β(MI


 + IB


) = (α + β)MI


 + (α IA


 + β IB


) 
    = (α + β) MI



, ®pcm. 

 NhËn xÐt quan träng: 
1. NÕu α = β = 1 th× ®iÓm I chÝnh lµ trung ®iÓm cña AB. 
2. Bµi to¸n trªn ®­îc më réng tù nhiªn cho ba ®iÓm A, B, C vµ bé ba sè thùc α, β, γ 

cho tr­íc tho¶ m·n α + β + γ ≠ 0, tøc lµ: 
a. Tån t¹i duy nhÊt ®iÓm I tho¶ m·n: 

α IA


 + β IB


 + γ IC


 = 0


. 
b. Tõ ®ã suy ra víi ®iÓm bÊt kú M, ta lu«n cã  

α MA


 + β MB


 + γ IC


 = (α + β + γ) MI


. 
vµ khi α = β = γ = 1 th× I lµ träng t©m ∆ABC. 

3. ViÖc më réng cho n ®iÓm Ai, i = 1,n  vµ bé n sè thùc αi, i = 1,n  tho¶ m·n 
n

i
i 1=

α∑ ≠ 0, 

xin dµnh cho b¹n ®äc. 
4. KÕt qu¶ trªn ®­îc sö dông ®Ó gi¶i bµi to¸n: 

“ Cho n ®iÓm Ai, i = 1,n  vµ bé n sè thùc αi, 1,n  tho¶ m·n 
n

i
i 1=

α∑ ≠ 0. T×m sè thùc 

k vµ ®iÓm cè ®Þnh I sao cho ®¼ng thøc vect¬ 
n

i i
i 1

MA
=

α∑


 = k MI


,      (1) 

tho¶ m·n víi mäi ®iÓm M. ” 
Ph­¬ng ph¸p gi¶i 

V× (1) tho¶ m·n víi mäi ®iÓm M, do ®ã ®óng víi M ≡ I, khi ®ã: 
n

i i
i 1

IA
=

α∑


 = k II


 = 0


.       (2) 
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 X¸c ®Þnh ®­îc ®iÓm I tõ (2). 
 Tõ (2), suy ra 

n

i i
i 1

MA
=

α∑


 = 
n

i
i 1=

α∑ MI


.      (3) 

Tõ (1) vµ (3), suy ra: 
n

i
i 1=

α∑ MI


 = k MI


 ⇔ k = 
n

i
i 1=

α∑ . 

ThÝ dô 6. Cho tø gi¸c ABCD, M lµ ®iÓm tuú ý. Trong mçi tr­êng hîp h·y t×m sè 
k vµ ®iÓm cè ®Þnh I, J, K sao cho c¸c ®¼ng thøc vect¬ sau tho¶ m·n víi 
mäi ®iÓm M. 

a. 2 MA


 + MB


 = k MI


. 

b. MA


 + MB


 + 2 MC


 = k MJ


. 

c. MA


 + MB


 + MC


 + 3 MD


 = k MK


. 

 Gi¶i 
a. V× (1) tho¶ m·n víi mäi ®iÓm M, do ®ã ®óng víi M ≡ I, khi ®ã: 

2 IA


 + IB


 = k II


 = 0


.       (1.1) 
 Tõ (1.1), ta ®­îc: 

2 IA


 + ( IA


 + AB


) = 0


 ⇔ IA


 = − 1
3

AB


 ⇒ x¸c ®Þnh ®­îc ®iÓm I. 

 Tõ (1.1), ta ®­îc: 

2 MA


 + MB


 = (2 + 1) MI


 = 3 MI


.     (1.2) 
Tõ (1) vµ (1.2), suy ra: 

3 MI


 = k MI


 ⇔ k = 3. 
b. V× (2) tho¶ m·n víi mäi ®iÓm M, do ®ã ®óng víi M ≡ J, khi ®ã: 

JA


 + JB


 + 2 JC


 = k JJ


 = 0


.      (2.1) 
 Gäi E lµ trung ®iÓm AB, tõ (2.1), ta ®­îc: 

2 JE


 + 2 JC


 = 0


 ⇔ J lµ trung ®iÓm cña CE. 
 Tõ (2.1), ta ®­îc: 

MA


 + MB


 + 2 MC


 = (1 + 1 + 2) MJ


 = 4 MJ


.   (2.2) 
Tõ (2) vµ (2.2), suy ra: 

4 MJ


 = k MJ


 ⇔ k = 4. 
c. V× (3) tho¶ m·n víi mäi ®iÓm M, do ®ã ®óng víi M ≡ K, khi ®ã: 

KA


 + KB


 + KC


 + 3 KD


 = k KK


 = 0


.    (3.1) 
 Gäi G lµ träng t©m ∆ABC, tõ (3.1), ta ®­îc: 

3 KG


 + 3 KD


 = 0


 ⇔ K lµ trung ®iÓm cña GD. 
 Tõ (3.1), ta ®­îc: 

MA


 + MB


 + MC


 + 3 MD


 = 6 MK


.    (3.2) 
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Tõ (3) vµ (3.2), suy ra: 

6 MK


 = k MK


 ⇔ k = 6. 

 Chó ý: Bµi to¸n t×m ®iÓm cã thÓ ®­îc më réng thµnh bµi to¸n t×m tËp hîp 
®iÓm (quÜ tÝch). Víi c¸c bµi to¸n quÜ tÝch ta cÇn nhí r»ng: 
1. NÕu | MA



| = | MB


|, víi A, B cho tr­íc th× M thuéc ®­êng trung trùc 
cña ®o¹n AB. 

2. | MC


| = k| AB


|, víi A, B, C cho tr­íc th× M thuéc ®­êng trßn t©m C, 
b¸n kÝnh b»ng k.AB. 

3. NÕu MA


 = k BC


, víi A, B, C cho tr­íc th×  
a. Víi k ∈   ®iÓm M thuéc ®­êng th¼ng qua A song song víi BC. 
b. Víi k ∈  + ®iÓm M thuéc nöa ®­êng th¼ng qua A song song víi 

BC theo h­íng BC


. 
c. Víi k ∈  − ®iÓm M thuéc nöa ®­êng th¼ng qua A song song víi 

BC ng­îc h­íng BC


. 

ThÝ dô 7. Cho ∆ABC, t×m tËp hîp nh÷ng ®iÓm M tho¶ m·n:  
a. MA



 + k MB


 − k MC


 = 0


.     (1) 
b. (1 − k) MA



 + MB


 − k MC


 = 0


.    (2) 

 Gi¶i 
a. Ta biÕn ®æi (1) vÒ d¹ng: 

MA


 = k( MC


 − MB


) ⇔ MA


 = k BC


 

⇔ M thuéc ®­êng th¼ng qua A song song víi BC. 
b. Ta biÕn ®æi (2) vÒ d¹ng: 

MA


 + MB


 − k( MA


 + MC


) = 0


.     (3) 
Gäi E, F theo thø tù lµ trung ®iÓm cña AB vµ AC, ta ®­îc: 

(3) ⇔ 2 ME


 − 2k MF


 = 0


 ⇔ ME


 = k MF


 

⇔ M thuéc ®­êng trung b×nh EF cña ∆ABC. 

D¹ng to¸n 4: BiÓu diÔn mét vect¬ thµnh tæ hîp vect¬ 
Ph­¬ng ph¸p ¸p dông 

Ta lùa chän mét trong hai h­íng: 
H­íng 1: Tõ gi¶ thiÕt x¸c ®Þnh ®­îc tÝnh chÊt h×nh häc, råi tõ ®ã khai triÓn 

vect¬ cÇn biÓu diÔn b»ng ph­¬ng ph¸p xen ®iÓm hoÆc hiÖu cña hai 
vect¬ cïng gèc. 

H­íng 2: Tõ gi¶ thiÕt thiÕt lËp ®­îc mèi liªn hÖ vect¬ gi÷a c¸c ®èi t­îng, råi 
tõ ®ã khai triÓn biÓu thøc nµy b»ng ph­¬ng ph¸p xen ®iÓm hoÆc hiÖu 
cña hai vect¬ cïng gèc. 
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ThÝ dô 1. Cho ®o¹n th¼ng AB vµ ®iÓm I sao cho 2 IA


 + 3 IB


 = 0


. 

a. T×m sè k sao cho AI


 = k AB


. 

b. Chøng minh r»ng víi mäi ®iÓm M ta cã MI


 = 
2
5

MA


 + 
3
5

MB


. 

 Gi¶i 
a. BiÕn ®æi gi¶ thiÕt: 

0


 = 2 IA


 + 3 IB


 = 5 IA


 + 3( IB


 − IA


) = −5AI


 + 3 AB


 ⇔ AI


 = 
3
5

AB


. 

VËy, víi k = 
3
5

 tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

b. BiÕn ®æi gi¶ thiÕt: 

0


 = 2 IA


 + 3 IB


 = 2( MA


 − MI


) + 3( MB


 − MI


) 

⇔ 5 MI


 = 2 MA


 + 3 MB


 ⇔ MI


 = 
2
5

MA


 + 
3
5

MB


, ®pcm. 

ThÝ dô 2. Cho ∆OAB. Gäi M, N lÇn l­ît lµ trung ®iÓm hai c¹nh OA vµ OB. H·y 
t×m c¸c sè m vµ n thÝch hîp trong mçi ®¼ng thøc sau ®©y: 

OM


 = m OA


 + n OB


; MN


 = m OA


 + n OB


; 
AN


 = m OA


 + n OB


; MB


 = m OA


 + n OB


; 

 Gi¶i 

a. Ta cã ngay OM


 = 
1
2

OA


 

do ®ã ®¼ng thøc OM


 = m OA


 + n OB


 sÏ cã m = 
1
2

 vµ n = 0. 

b. Ta cã: 

MN


 = 
1
2

AB


 = 
1
2

( OB


 − OA


) = − 1
2

OA


 + 
1
2

OB


 

do ®ã ®¼ng thøc MN


 = m OA


 + n OB


 sÏ cã m = − 1
2

 vµ n = 
1
2

. 

c. Ta cã: 

AN


 = AO


 + ON


 = − OA


 + 
1
2

OB


 

do ®ã ®¼ng thøc AN


 = m OA


 + n OB


 sÏ cã m = −1 vµ n = 
1
2

. 

d. Ta cã: 

MB


 = MO


 + OB


 = − 1
2

OA


 + OB


 

do ®ã ®¼ng thøc MB


 = m OA


 + n OB


 sÏ cã m = − 1
2

 vµ n = 1. 

A B 

O 

M N 
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ThÝ dô 3. Gäi G lµ träng t©m ∆ABC. §Æt a


 = GA


 vµ b


 = GB


. H·y biÓu thÞ mçi 
vect¬ AB



, GC


, BC


, CA


 qua c¸c vect¬ a


 vµ b


. 

 Gi¶i 
a. Sö dông quy t¾c hiÖu cña hai vect¬ cïng gèc, ta cã ngay: 

AB


 = GB


 − GA


 = b


 − a


. 

b. V× G lµ träng t©m ∆ABC nªn: 

GA


 + GB


 + GC


 = 0


 ⇔ GC


 = − GA


 − GB


  = − a


 − b


. 
c. Sö dông quy t¾c hiÖu cña hai vect¬ cïng gèc vµ kÕt qu¶ trong b), ta cã: 

BC


 = GC


 − GB


 = − a


 − b


 − b


 = − a


 − 2 b


. 
d. Sö dông quy t¾c hiÖu cña hai vect¬ cïng gèc vµ kÕt qu¶ trong b), ta cã: 

CA


 = GA


 − GC


 = a


 − (− a


 − b


) = 2 a


 + b


. 

ThÝ dô 4. Cho ∆ABC. Gäi M, N, P lÇn l­ît lµ trung ®iÓm cña BC, CA, AB. TÝnh 
c¸c vect¬ AB



, BC


, CA


 theo c¸c vect¬ BN


 vµ CP


. 

 Gi¶i 
Ta lÇn l­ît cã: 

AB


 = AM MB+
 

 = 3GM (GB GM)+ −
  

 = 2GM GB+
 

  

= 2
1 (GB GC) GB
2

+ +
  

 = 2GB GC+
 

 = 
2 22. BN CP
3 3

− −
 

  

= 
4 2BN CP
3 3

− −
 

. 

BC


 = GC GB−
 

 = 
2 2CP BN
3 3

− +
 

. 

Vect¬ CA


 ®­îc biÓu diÔn t­¬ng tù  AB


. 

ThÝ dô 5. Cho ∆ABC.  
a. T×m c¸c ®iÓm M vµ N sao cho: 

MA


 − MB


 + MC


 = 0


,  2 NA


 + NB


 + NC


 = 0


. 
b. Víi c¸c ®iÓm M vµ N ë c©u a), t×m c¸c sè p vµ q sao cho: 

MN


 = p AB


 + q AC


. 

 Gi¶i 
a. Ta lÇn l­ît thùc hiÖn: 

0


 = MA


 − MB


 + MC


 = BA


 + MC


 = −AB


 + MC


 ⇔ MC


 = AB


 
⇔ M lµ ®Ønh thø t­ cña h×nh b×nh hµnh ABCM. 
0


 = 2 NA


 + NB


 + NC


 = 2 NA


 + 2 NE


, víi E lµ trung ®iÓm BC 

⇔ NA


 + NE


 = 0


 ⇔ N lµ trung ®iÓm cña AE. 

B C 

N 

M 

A 

P G 
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b. Ta cã biÓu diÔn: 

MN


 = MA


 + AN


 = CB


 + 
1
2

AE


  

= ( AB


 − AC


) + 
1
4

( AB


 + AC


) = 
5
4

AB


 − 
3
4

AC


. 

ThÝ dô 6. Cho ∆ABC träng t©m G. Gäi I lµ ®iÓm trªn c¹nh BC sao cho 2CI = 3BI 
vµ J lµ ®iÓm trªn BC kÐo dµi sao cho 5JB = 2JC. 
a. TÝnh AI



, AJ


 theo AB


 vµ AC


. 
b. TÝnh AG



 theo AI


 vµ AJ


 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

2CI 3BI

IC IB

=


↑↓
   ⇔ 2 IC



 = − 3 IB


 

⇔ 2( AC


 − AI


) = − 3( AB


 − AI


) ⇔ 5 AI


 = 3 AB


 + 2 AC


  

⇔ AI


 = 
3
5

AB


 + 
2
5

AC


.      (1) 

Ta cã: 
5JB 2JCI

JB JC

=


↑↑
   ⇔ 5 JB



 = 2 JC


 ⇔ 5( AB


 − AJ


) = 2( AC


 − AJ


)  

⇔ 3 AJ


 = 5 AB


 − 2 AC


 ⇔ AJ


 = 
5
3

AB


 − 2
3

AC


.   (2) 

b. Gäi M lµ trung ®iÓm BC, ta cã: 

AG


 = 
2
3

AM


 = 
2
3

.
1
2

( AB


 + AC


) = 
1
3

( AB


 + AC


).   (3) 

MÆt kh¸c tõ hÖ t¹o bëi (1) vµ (2), ta nhËn ®­îc: 

AB


 = 
5
8

AI


 + 
3
8

AJ


 vµ AC


 = 
25
16

AI


 − 9
16

AJ


.   (4) 

Thay (4) vµo (3) ta nhËn ®­îc: 

AG


 = 
35
48

AI


 − 1
16

AJ


. 

D¹ng to¸n 5: Chøng minh hai ®iÓm trïng nhau 
Ph­¬ng ph¸p ¸p dông 

Muèn chøng minh hai ®iÓm A1 vµ A2 trïng nhau, ta lùa chän mét trong hai c¸ch sau: 
C¸ch 1: Chøng minh 1 2A A



 = 0


. 

C¸ch 2: Chøng minh 1OA


 =  2OA


víi O lµ ®iÓm tuú ý. 

ThÝ dô 1. Chøng minh r»ng AB


 = CD


 khi vµ chØ khi trung ®iÓm cña hai ®o¹n 
th¼ng AD vµ BC trïng nhau. 

A 

C B 

G 

I J 
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 Gi¶i 
Ta cã: 
 NÕu AB



 = CD


 th× ABCD lµ h×nh b×nh hµnh. Do ®ã, AD vµ BC cã trung ®iÓm 
trïng nhau. 

 NÕu AD vµ BC cã trung ®iÓm trïng nhau th× ABCD lµ h×nh b×nh hµnh. Do ®ã: 
AB


 = CD


 

ThÝ dô 2. Cho lôc gi¸c ABCDEF. Gäi M, N, P, Q, R, S lÇn l­ît lµ trung ®iÓm cña 
c¸c c¹nh AB, BC, CD, DE, EF, FA. Chøng minh r»ng hai tam gi¸c MPR 
vµ NQS cã cïng träng t©m. 

 Gi¶i 
Gäi G lµ träng t©m cña ∆MPR, ta cã: 

GM


 + GP


 + GR


 = 0


       (1) 
L¹i cã: 

2 GM


 = GA


 + GB


, 2 GP


 = GC


 + GD


, 2 GR


 = GE


 + GF


 

⇒ 2( GM


+ GP


 + GR


) = GA


 + GB


 + GC


 + GD


 + GE


 + GF


 
Suy ra: 

GA


 + GB


 + GC


 + GD


 + GE


 + GF


 = 0


 (do(1)) 
Do ®ã: 

( GA


 + GF


) + ( GB


 + GC


) + ( GD


 + GE


) = 0


 

⇔ 2 GS


 + 2 GN


 + 2 GQ


 = 0


⇔ GS


 + GN


 + GQ


 = 0


 

VËy, ta ®­îc G lµ träng t©m cña ∆SNQ. 
Tãm l¹i, c¸c ∆MPR vµ ∆NQS cã cïng träng t©m. 

D¹ng to¸n 6: Chøng minh ba ®iÓm th¼ng hµng 
Ph­¬ng ph¸p ¸p dông 

Muèn chøng minh ba ®iÓm A, B, C th¼ng hµng, ta ®i chøng minh: 

AB


 = k AC


, k ∈  .      (1) 
§Ó nhËn ®­îc (1), ta lùa chän mét trong hai h­íng: 
H­íng 1: Sö dông c¸c quy t¾c biÕn ®æi vect¬ ®· biÕt. 

H­íng 2: X¸c ®Þnh vect¬ AB


 vµ AC


 th«ng qua mét tæ hîp trung gian. 

 Chó ý: Ta cã kÕt qu¶: 
“ Cho ba ®iÓm A, B, C. §iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó A, B, C th¼ng hµng lµ:  

MC


 = α MA


 + (1 − α) MB


, 
víi ®iÓm tuú ý M vµ sè thùc α  bÊt kú ”. 

ThÝ dô 1. Cho ∆ABC, lÊy c¸c ®iÓm I, J tho¶ m·n IA


 = 2 IB


, 3 JA


 + 2 JC


 = 0


. 
Chøng minh r»ng IJ ®i qua träng t©m G cña ∆ABC. 
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 Gi¶i 

ViÕt l¹i IA


 = 2 IB


 d­íi d¹ng: 
IA


 − 2 IB


 = 0


.        (1) 

BiÕn ®æi 3 JA


 + 2 JC


 = 0


 vÒ d¹ng: 

3( IA


 − IJ


) + 2( IC


 − IJ


) = 0


 ⇔ 3 IA


 + 2 IC


 = 5 IJ


.   (2) 
Trõ theo vÕ (1) cho (2), ta ®­îc: 

2( IA


 + IB


 + IC


) = 5 IJ


 ⇔  6 IG


 = 5 IJ


 ⇔ I, J, G th¼ng hµng. 

ThÝ dô 2. Cho ∆ABC. Gäi O, G, H theo thø tù lµ t©m ®­êng trßn ngo¹i tiÕp, träng 
t©m, trùc t©m cña ∆ABC. Chøng minh r»ng: 
a. AH



 = 2 OE


, víi E lµ trung ®iÓm BC. 

b. OH


 = OA


 + OB


 + OC


. 

c. Chøng minh r»ng O, G, H th¼ng hµng. 

 Gi¶i 
a. Gäi A1 lµ ®iÓm ®èi xøng víi A qua O, ta ®­îc: 

1

1

BH // CA c ng vu ngg c v i AC
CH // BA c ng vu ngg c v i AB

ï « ã í

ï « ã í





 ⇒ A1BHC lµ h×nh b×nh hµnh  

⇒ A1, E, H th¼ng hµng ⇒ AH


 = 2 OE


, ®pcm. 
b. Ta cã: 

OH


 = OA


 + AH


 = OA


 + 2 OE


 = OA


 + OB


 + OC


, ®pcm. 

c. Ta cã: 

OG


 = 
1
3

( OA


 + OB


 + OC


) = 
1
3

OH


 ⇔ O, G, H th¼ng hµng. 

ThÝ dô 3. Cho ∆ABC, lÊy c¸c ®iÓm M, N, P tho¶ m·n: 
MA


 + MB


 = 0


, 3 AN


 − 2 AC


 = 0


, PB


 = 2 PC


. 
Chøng minh r»ng M, N, P th¼ng hµng. 

 Gi¶i 
Ta cã: 

MP


 = AP AM−
 

,       (1) 
MN


 = AN AP−
 

.       (2) 

Ta ®i tÝnh AP, AM, AN
  

 theo AB


 vµ AC


, cô thÓ tõ gi¶ thiÕt: 

MA


 + MB


 = 0


 ⇔ 
1AM AB
2

=
 

     (3) 

3 AN


 − 2 AC


 = 0


 ⇔ AN


 = 
2 AC
3



     (4) 

PB


 = 2 PC


 ⇔ AB AP−
 

 = 2 (AC AP)−
 

 ⇔ AP


 = AB 2AC− +
 

. (5) 

A 

C B E 
A1 

H 
O 
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Thay (3), (4), (5) vµo (1) vµ (2) ta ®­îc: 

MP


 = AB 2AC− +
 

 − 
1 AB
2



= 3 AB 2AC
2

− +
 

.    (6) 

MN


 = 2 AC
3



 + AB 2AC−
 

 = 4AB AC
3

−
 

.    (7) 

Tõ (6) vµ (7) ta nhËn thÊy: 

MN


 = − 3 MP
2



 ⇔ M, N, P th¼ng hµng. 

D¹ng to¸n 7: X¸c ®Þnh ®Æc tÝnh K cña ®èi t­îng S khi nã tho¶ m·n 
mét ®¼ng thøc vect¬ 

Ph­¬ng ph¸p ¸p dông 
Ph©n tÝch ®­îc ®Þnh tÝnh xuÊt ph¸t tõ c¸c ®¼ng thøc vect¬ cña gi¶ thiÕt. 
L­u ý tíi nh÷ng hÖ thøc ®· biÕt vÒ trung ®iÓm cña ®o¹n th¶ng vµ träng t©m cña 

tam gi¸c. 

ThÝ dô 1. Cho ∆ABC, cã c¸c c¹nh b»ng a, b, c vµ träng t©m G tho¶ m·n: 
a. GA


 + b. GB


 + c. GC


 = 0


.    (1) 
Chøng minh r»ng ∆ABC lµ tam gi¸c ®Òu. 

 Gi¶i 
Ta cã: 

GA


 + GB


 + GC


 = 0


 ⇔ GA


 = − GB


 − GC


.    (2) 
Thay (2) vµo (1), ta ®­îc: 

a.(− GB


 − GC


) + b. GB


 + c. GC


 = 0


  

⇔ (b − a). GB


 + (c − a). GC


 = 0


.     (3) 

V× GB


 vµ GC


 lµ hai vect¬ kh«ng cïng ph­¬ng, do ®ã (3) t­¬ng ®­¬ng víi: 
b a 0
c a 0

− =
 − =

 ⇔ a = b = c ⇔ ∆ABC lµ tam gi¸c ®Òu. 

ThÝ dô 2. Cho tø gi¸c ABCD. Gi¶ sö tån t¹i ®iÓm O sao cho: 

| OA | | OB | | OC | | OD |

OA OB OC OD 0

 = = =


+ + + =

   

    

. 

Chøng minh r»ng ABCD lµ h×nh ch÷ nhËt. 

 Gi¶i 
Tõ ph­¬ng tr×nh thø nhÊt cña hÖ , ta suy ra: 

O lµ t©m ®­êng trßn ngo¹i tiÕp tø gi¸c ABCD.    (1) 
Gäi M, N, P, Q lµ trung ®iÓm cña AB, BC, CD, DA , tõ ph­¬ng tr×nh thø hai cña 

hÖ ta ®­îc: 
0


 = OA


 + OB


 + OC


 + OD


 = 2 OM


 + 2 OP


 ⇔ OM


 + OP


 = 0


  
⇔ M, P, O th¼ng hµng vµ O lµ trung ®iÓm MP.    (2) 
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0


 = OA


 + OB


 + OC


 + OD


 = 2 ON


 + 2 OQ


 ⇔ ON


 + OQ


 = 0


  

⇔ N, Q, O th¼ng hµng vµ O lµ trung ®iÓm NQ.    (3) 
Tõ (2), (3), suy ra MNPQ lµ h×nh b×nh hµnh suy ra 
 A, C, O th¼ng hµng vµ O lµ trung ®iÓm AC. 
 B, D, O th¼ng hµng vµ O lµ trung ®iÓm BD. 
Do ®ã ABCD lµ h×nh b×nh hµnh.      (4) 
Tõ (1) vµ (4) suy ra ABCD lµ h×nh ch÷ nhËt. 
 
 

§2 hÖ trôc to¹ ®é 

D¹ng to¸n 1: To¹ ®é vect¬ − To¹ ®é ®iÓm 
Ph­¬ng ph¸p ¸p dông 

Ta cÇn nhí c¸c kÕt qu¶ sau: 
1 Víi hai ®iÓm A(xA, yA) vµ B(xB, yB), ta cã: 

AB


 = (xB − xA, yB − yA), AB = | AB


| = 2 2
B A B A(x x ) (y y )− + − . 

2 Víi hai vect¬ a


(x1, y1) vµ b


(x2, y2) , ta cã: 

a


 = x1. i


 + y1. j


, 

a


 = b


 ⇔ 1 2

1 2

x x
y y

=
 =

, 

α a


 + β b


 = (αx1 + βx2, αy1 + βy2). 

ThÝ dô 1. Trong mÆt ph¼g to¹ ®é, cho ba ®iÓm A(−4 ; 1), B(2; 4), C(2 ; −2). 

a. T×m to¹ ®é träng t©m ∆ABC. 

b. T×m to¹ ®é ®iÓm D sao cho C lµ träng t©m ∆ABD. 
c. T×m to¹ ®é ®iÓm E  sao cho ABCE lµ h×nh b×nh hµnh. 

 Gi¶i 

a. Gäi G lµ träng t©m ∆ABC, ta cã ngay G(0, 1). 

b. Gi¶ sö D(xD, yD), khi ®ã víi ®iÒu kiÖn C lµ träng t©m ∆ABD, ta ®­îc: 

D

D

4 2 x2
3

1 4 y2
3

− + + =
 + +− =


 ⇔ D

D

x 8
y 11

=
 = −

 ⇒ D(8; −11). 

c. Gi¶ sö E(xE; 0), khi ®ã víi ®iÒu kiÖn ABCE lµ h×nh b×nh hµnh, ta ®­îc: 

AE BC=
 

 ⇔ E

E

x 4 0
y 1 6

+ =
 − = −

⇔ E

E

x 4
y 5

= −
 = −

 ⇒ E(−4; −5). 
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ThÝ dô 2. Cho ®iÓm M(1 − 2t; 1 + t). T×m ®iÓm M sao cho 2 2
M Mx y+  nhá nhÊt. 

 Gi¶i 
Ta cã: 

2 2
M Mx y+  = (1 − 2t)2 + (1 + t)2 = 5t2 − 2t + 2 = 5(t − 

1
5

)2 + 
9
5

 ≥ 
9
5

 

suy ra ( 2 2
M Mx y+ )Min = 

9
5

 ®¹t ®­îc khi : 

t − 
1
5

 = 0 ⇔ t = 
1
5

 ⇒ M0(
3
5

; 
6
5

). 

VËy, ®iÓm M0(
3
5

; 
6
5

) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

ThÝ dô 3. Cho ba ®iÓm A(1; 1); B(3; 3); C(2; 0). 
a. TÝnh diÖn tÝch ∆ABC. 

b. H·y t×m tÊt c¶ c¸c ®iÓm M trªn trôc Ox sao cho gãc AMB  nhá nhÊt. 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

AB2 = 4 + 4 = 8, BC2 = 1 + 9 = 10, CA2 = 1 + 1 = 2 
⇒ AB2 + AC2 = BC2 ⇔ ∆ABC vu«ng t¹i A.  

VËy diÖn tÝch ∆ABC ®­îc cho bëi:  

S∆ABC  = 
1
2

AB.AC  =  
1
2

2 2 2 22 2 . 1 ( 1)+ + −  = 2 (®vdt). 

b. Gãc AMB  nhá nhÊt  

⇔ AMB  = 00 ⇔ A, M, B th¼ng hµng  ⇔ AM // AB
 

  

⇔ M A

B A

x x
x x

−
−

 = M A

B A

y y
y y

−
−

 ⇔ Mx 1
3 1

−
−

 = 
1

3 1
−
−

 ⇔ xM = 0 ⇒ M ≡ O. 

VËy, ®iÓm M(0; 0) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

D¹ng to¸n 2: BiÓu diÔn vect¬ c


(c1; c2) theo c¸c vect¬ a


(a1; a2), b


(b1; b2) 
Ph­¬ng ph¸p ¸p dông 

Ta thùc hiÖn theo c¸c b­íc: 
B­íc 1: Gi¶ sö c



 = α a


 + β b


.      (1) 
B­íc 2: Ta cã: 

α a


 + β b


 = α(a1, a2) + β(b1, b2) = (αa1 + βb1, αa2 + βb2). 
 VËy (1) x¶y ra khi vµ chØ khi: 

1 1 1

2 2 2

c a b
c a b

= α + β
 = α + β

.      (I) 

Gi¶ hÖ (I), ta nhËn ®­îc gi¸ trÞ cña cÆp (α, β) 
B­íc 3: KÕt luËn. 
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ThÝ dô 4. H·y biÓu diÔn vect¬ c


 theo c¸c vect¬ a


, b


, biÕt: 
a


(2; −1), b


(−3; 4) vµ c


(−4; 7). 

 Gi¶i 

Gi¶ sö c


 = α a


 + β b


.       (1) 
Ta cã: 

α a


 + β b


 = α(2;  − 1) + β( − 3; 4) = (2α − 3β;  − α + 4β). 
Khi ®ã (1) x¶y ra khi vµ chØ khi: 

4 2 3
7 4
− = α − β

 = −α + β
 ⇔ 

1
2

α =
β =

. 

VËy, ta ®­îc c


 = a


 + 2 b


. 

ThÝ dô 5. Cho bèn ®iÓm A(1; 1), B(2; − 1), C(4; 3) vµ D(16; 3). H·y biÓu diÔn 
vect¬ AD



 theo c¸c vect¬ AB


, AC


 

 Gi¶i 

Gi¶ sö AD


 = α AB


 + β AC


.      (1) 
Ta cã: 

AD


(15; 2), AB


(1;  − 2), AC


(3; 2)  

⇒ α AB


 + β AC


 = α(1;  − 2) + β(3; 2) = (α + 3β;  − 2α + 2β) 
Khi ®ã (1) x¶y ra khi vµ chØ khi: 

3 15
2 2 2

α + β =
− α + β =

 ⇔ 
3
4

α =
β =

. 

VËy, ta ®­îc AD


 = 3 AB


 + 4 AC


.  

D¹ng to¸n 3: X¸c ®Þnh to¹ ®é ®iÓm M tho¶ m·n mét ®¼ng thøc vect¬, 
®é dµi 

Ph­¬ng ph¸p ¸p dông 
Thùc hiÖn theo c¸c b­íc: 

B­íc 1: Gi¶ sö M(x; y). 
B­íc 2: To¹ ®é ho¸ c¸c vect¬ cã trong ®¼ng thøc hoÆc sö dông c«ng thøc vÒ 

kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®iÓm, ®Ó chuyÓn ®¼ng thøc vÒ biÓu thøc ®¹i sè. 
B­íc 3: Gi¶i ph­¬ng tr×nh hoÆc hÖ trªn, ta nhËn ®­îc to¹ ®é cña M. 

 Chó ý: §iÓm M(x; y) chia ®o¹n th¼ng M1M2 theo mét tØ sè k (tøc lµ 1MM


 = k 2MM


) 
®­îc x¸c ®Þnh bëi c¸c c«ng thøc: 

1 2

1 2

x kxx
1 k

y kyy
1 k

− = −
 − =
 −

. 
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§Æc biÖt nÕu k = −1, th× M lµ trung ®iÓm cña ®o¹n th¼ng M1M2, khi ®ã to¹ ®é cña 
M ®­îc x¸c ®Þnh bëi: 

1 2

1 2

x xx
2

y yy
2

+ =
 + =


. 

ThÝ dô 1. Cho hai ®iÓm A(0; 2) vµ B(4; −3).  T×m to¹ ®é: 
a. Trung ®iÓm I cña AB. 
b. §iÓm M sao cho MA



 + 2 MB


 = 0


. 

 Gi¶i 

a. Ta cã I(2; − 1
2

). 

b. Tõ gi¶ thiÕt 

MA  + 2 MB  = 0


 ⇔ MA  − 2 MB  ⇔ ®iÓm M chia ®o¹n AB theo tØ sè k = −2. 
Do ®ã: 

M: 

A B

A B

x kx 8x
1 k 3

y ky 4y
1 k 3

− = = −
 − = = −
 −

 ⇔ M(
8
3

; − 4
3

). 

 Chó ý: Ta còng cã thÓ tr×nh bµy theo c¸ch: Gi¶ sö M(x; y), ta cã: 

MA ( x,2 y)

MB (4 x, 3 y)

 = − −


= − − −





 ⇒  MA


 + 2 MB


 = (8 − 3x; − 4 − 3y). 

V× MA


 + 2 MB


 = 0


, nªn: 

8 3x 0
4 3y 0
− =

− − =
⇔ 

8x
3

4y
3

 =

 = −


 ⇒ M(
8
3

; − 4
3

). 

ThÝ dô 2. Cho ∆ABC, biÕt A(1; 0), B(−3; −5), C(0; 3).  

a. X¸c ®Þnh to¹ ®é ®iÓm E sao cho AE


 = 2 BC


. 
b. X¸c ®Þnh to¹ ®é ®iÓm F sao cho AF = CF = 5. 
c. T×m tËp hîp c¸c ®iÓm M sao cho: 

|2( MA


 + MB


) − 3 MC


| = | MB


 − MC


|.  (1) 

 Gi¶i 

a. Gi¶ sö E(x; y), khi ®ã AE


(x − 1; y), BC


(3; 8) 
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Tõ ®ã: 

AE


 = 2 BC


 ⇔ 
x 1 2.3
y 2.8

− =
 =

 ⇔ 
x 7
y 16

=
 =

 ⇔ E(7; 16). 

b. Gi¶ sö F(x; y), khi ®ã: 

AF = CF = 5 ⇔ 
2

2

AF 25
CF 25

 =


=
 ⇔ 

2 2

2 2

(x 1) y 25
x (y 3) 25

 − + =


+ − =
 ⇔ 

2 2(x 1) y 25
x 3y 4

 − + =


= −
 

⇔ 
210y 30y 0

x 3y 4
 − =


= −
⇔ 

y 0
y 3

x 3y 4

 =
 =
 = −

⇔ 
x 4& y 0
x 5& y 3

= − =
 = =

 ⇔ 1

2

F ( 4,0)
F (5,3)

−



. 

VËy tån t¹i hai ®iÓm F1( − 4; 0) vµ F2(5; 3) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 
c. Gi¶ sö M(x; y), khi ®ã: 

MA


(1 − x; −y), MB


(−3 − x; −5 − y), MC


(−x; 3 − y) 

⇒ 2( MA


 + MB


) − 3 MC


 = (−x − 4; −y − 19) vµ MB


 − MC


 = (−3; −8). 
Khi ®ã: 

(1) ⇔ (−x − 4)2 + (−y − 19)2 = (−3)2 + (−8)2 ⇔ (x + 4)2 + (y + 19)2 = 73. 
§Æt I(−4; −19), ta ®­îc: 

IM2 = 73 ⇔ M thuéc ®­êng trßn t©m I(−4, −19), b¸n kÝnh R = 73 . 

 NhËn xÐt: Nh­ vËy, trong vÝ dô trªn chóng ta ®· thùc hiÖn viÖc x¸c ®Þnh ®iÓm 
dùa trªn c¸c ®¼ng thøc vÒ vect¬, ®é dµi cho tr­íc. Tuy nhiªn, 
trong nhiÒu tr­êng hîp chóng ta cÇn ®i thiÕt lËp c¸c ®¼ng thøc ®ã 
dùa trªn tÝnh chÊt cña ®iÓm cÇn x¸c ®Þnh.  

ThÝ dô 3. Cho ∆ABC c©n  t¹i A, biÕt A(a; 3a 7  − 3 7 ), B(1; 0), C(2a − 1; 0) vµ A 
thuéc gãc phÇn t­ thø nhÊt. 
a. X¸c ®Þnh to¹ ®é c¸c ®Ønh cña ∆ABC, biÕt r»ng p = 9 (p lµ nöa chu vi). 
b. T×m to¹ ®é ®iÓm  M∈AB vµ N∈BC  sao cho ®­êng th¼ng MN ®ång 

thêi chia ®«i chu vi vµ chia ®«i diÖn tÝch cña ∆ABC.  

 Gi¶i 
a. Ta cã to¹ ®é c¸c ®iÓm: 

A(a; 3a 7  − 3 7 ), B(1; 0), C(2a − 1; 0), 
Tõ gi¶ thiÕt: 

 A∈P(I) ⇔ 
a 0

3a 7 3 7 0

≥


− ≥
 ⇔ a ≥ 1. 

 p = 9 ⇔ 
AB BC AC

2
+ +

 = 9  

⇔ 2.8|a − 1| + 2|a − 1| = 18 ⇔ a = 2 hoÆc a = 0 (lo¹i).  
Tõ ®ã: A(2; 3 7 ), B(1; 0), C(3; 0) ⇒ AB = AC = 8, BC = 2. 

C B 

A≡M 

1 3 

I 

x 

y 

O N 
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b. Ta cÇn t×m ®iÓm M ∈ AB (tøc lµ ph¶i t×m x = BM, 0 ≤ x ≤ 8) sao cho trªn c¹nh 
BC tån t¹i ®iÓm N tho¶ m·n: 

BN = p − x = 9 − x, 0 ≤ 9 − x ≤ 2 ⇔ 7 ≤ x ≤ 9, 

BMN

ABC

S
S

∆

∆

 = 
1
2

.         (1) 

Tõ (1) ta ®­îc: 
BM.BN
AB.BC

 = 
1
2

 ⇔ 
x(9 x)

8.2
−

 = 
1
2

 ⇔ x2 − 9x + 8 = 0 ⇔ 
x 8
x 1(l)

=
 =

. 

 Víi x = 8 ⇒ M ≡ A(2; 3 7 ) vµ N(2; 0) lµ trung ®iÓm BC. 

 Chó ý: Bµi to¸n trªn cã d¹ng tæng qu¸t nh­ sau "Cho ∆ABC cã c¸c c¹nh a, b, 
c (t­¬ng øng víi c¸c ®Ønh A, B, C vµ chu vi 2p), gi¶ sö c ≤ b ≤ a. T×m 
®iÓm    M ∈ AB, N ∈ BC sao cho ®­êng th¼ng MN ®ång thêi chia 
®«i chu vi vµ chia ®«i diÖn tÝch cña ∆ABC " 

Ph­¬ng ph¸p gi¶i 
Ta thùc hiÖn theo c¸c b­íc sau: 

B­íc 1: §iÓm M ∈ AB (tøc lµ ph¶i t×m x = BM, 0 ≤ x ≤ c) sao cho trªn c¹nh BC 
tån t¹i ®iÓm N tho¶ m·n: 

BN = p − x, 0 ≤ p − x ≤  vµ BMN

ABC

S
S

∆

∆

 = 
1
2

.    (1) 

B­íc 2: Tõ (1) ta ®­îc: 
BM.BN
AB.BC

 = 
1
2

 ⇔ 
x(p x)

c.a
−

 = 
1
2

 ⇔ 2x2 − 2px + ac = 0. (2) 

B­íc 3: Gi¶i (2) ta x¸c ®Þnh ®­îc x, tõ ®ã suy ra to¹ ®é c¸c ®iÓm M, N. 

D¹ng to¸n 4: Vect¬ cïng ph­¬ng − Ba ®iÓm th¼ng hµng − §Þnh lý 
Menelaus 

Ph­¬ng ph¸p ¸p dông 
CÇn nhí c¸c kÕt qu¶ sau: 

a. Víi hai vect¬ 1v (x1, y1) vµ 2v (x2, y2) ta cã 1v  // 2v  ⇔ 1 1

2 2

x y
x y

= . 

b. Cho ba ®iÓm A(x1, y1) , B(x2, y2) vµ C(x3, y3), ta cã:  

A, B, C th¼ng hµng ⇔ AC


 // AB


 ⇔ 3 1

2 1

x x
x x

−
−

 = 3 1

2 1

y y
y y

−
−

. 

c. §Þnh lý Menelaus: LÊy ba ®iÓm M, N, P theo thø tù trªn c¸c c¹nh BC, CA, 
AB cña ∆ABC. §iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó M, N, P th¼ng hµng lµ: 

MB
MC

.
NC
NA

.
PA
PB

 = 1. 
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ThÝ dô 1. Trong mÆt ph¼g to¹ ®é, cho ba ®iÓm A(−3 ; 4), B(1 ; 1), C(9 ; −5). 
a. Chøng minh r»ng ba ®iÓm A, B, C th¼ng hµng. 
b. T×m to¹ ®é ®iÓm D sao cho A lµ trung ®iÓm cña BD. 
c. T×m to¹ ®é ®iÓm E  trªn trôc Ox sao cho A, B, E th¼ng hµng. 

 Gi¶i 
a. NhËn xÐt r»ng: 

AB


(4; −3) vµ AC


(12; −9) ⇒ AC


 = 3 AB


 ⇒ A, B, C th¼ng hµng. 
b. Gi¶ sö D(xD, yD), khi ®ã víi ®iÒu kiÖn A lµ trung ®iÓm cña BD, ta ®­îc: 

D

D

1 x3
2

1 y4
2

+− =
 + =


 ⇔ D

D

x 7
y 7

= −
 =

 ⇒ D(−7; 7). 

c. Gi¶ sö E(xE, 0) ∈ Ox, khi ®ã AE


(xE + 3; −4). 
Tõ ®ã, ®Ó ba ®iÓm A, B, E th¼ng hµng ®iÒu kiÖn lµ: 

Ex 3 4
4 3
+ −

=
−

 ⇔ xE = 
7
3

 ⇒ E(
7
3

; 0). 

ThÝ dô 2. T×m trªn trôc hoµnh ®iÓm M sao cho tæng c¸c kho¶ng c¸ch tõ M tíi c¸c 
®iÓm A vµ B lµ nhá nhÊt trong c¸c tr­êng hîp sau: 
a.   A(1; 2) vµ B(3; 4).  b.   A(1; 1) vµ B(2; −4). 

 Gi¶i 

a. NhËn xÐt A, B cïng phÝa víi Ox.  

Gäi A1 lµ ®iÓm ®èi xøng víi A qua Ox, suy ra A1(1; −2). 

Gäi P0  = (A1B) ∩Ox  

⇔ A1, B, P0(x; 0) th¼ng hµng ⇔ 1A B


// 1 0A P


 

⇔ 
2

x 1−
 = 

6
2

 ⇔ x = 
5
3

 ⇒ P0(
5
3

; 0). 

Ta cã  

PA + PB = PA1 + PB ≥ A1B.  

VËy PA + PB nhá nhÊt ⇔ A1, B, P th¼ng hµng ⇔ P ≡ P0. 
b. NhËn xÐt A, B kh¸c phÝa víi Ox.  

Gäi P0  = (AB)∩Ox 

⇔ A, B, P0(x, 0) th¼ng hµng ⇔ AB


// 0AP


 

⇔ 
1

x 1−
 = 

5
1

−
−

 ⇔ x = 
6
5

 ⇒ P0(
6
5

; 0). 

Ta cã  
PA + PB ≥ AB.  

VËy PA + PB nhá nhÊt khi vµ chØ khi A, B, P th¼ng hµng ⇔ P ≡ P0. 

y 

x O 

2 

4 

1 3 

A 

B 

P 

A1 
 
   

M 

y 

x O 

1 

−4 

1 2 

A 

B 

P 
P0 
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 Chó ý: ThÝ dô trªn, ®· minh ho¹ ph­¬ng ph¸p gi¶i cho mét líp bµi to¸n cùc trÞ rÊt 
quen thuéc trong c¸c kú thi tuyÓn sinh vµo c¸c tr­êng ®¹i häc vµ cao 
®¼ng, do ®ã c¸c em häc sinh cÇn n¾m ®­îc ph­¬ng ph¸p gi¶i cho bµi to¸n 
tæng qu¸t nh­ sau: 
Bµi to¸n: T×m trªn ®­êng th¼ng (d): Ax + By + C = 0 ®iÓm P sao cho 
tæng c¸c kho¶ng c¸ch tõ P tíi c¸c ®iÓm A(xA, yA) vµ B(xB, yB) kh«ng 
thuéc (d) lµ nhá nhÊt ". 

Ph­¬ng ph¸p 
Ta x¸c ®Þnh  

tA.tB = ( AxA + ByA + C)( AxB + ByB + C). 
XÐt hai tr­êng hîp 

Tr­êng hîp 1: NÕu tA.tB < 0 ⇔ A, B ng­îc phÝa víi (d).  
Ta thùc hiÖn theo c¸c b­íc sau: 

B­íc 1: Gäi P0 = (AB)∩(d), suy ra to¹ ®é P0. 

B­íc 2: Ta cã PA + PB ≥ AB.  

VËy PA + PB nhá nhÊt khi vµ chØ khi A, P, B th¼ng hµng ⇔ P ≡ P0. 

Tr­êng hîp 2: NÕu tA.tB  > 0 ⇔ A, B cïng phÝa víi (d).  
Ta thùc hiÖn theo c¸c b­íc sau: 
B­íc 1: Gäi A1 lµ ®iÓm ®èi xøng víi A qua (d) , suy ra to¹ ®é A1. 
B­íc 2: Gäi P0 = (A1B)∩(d), suy ra to¹ ®é P0. 
B­íc 3: Ta cã PA + PB = PA1 + PB ≥ AB.  

VËy PA + PB nhá nhÊt ⇔ A1,P, B th¼ng hµng ⇔ P ≡ P0. 
Ngoµi ph­¬ng ph¸p trªn chóng ta sÏ cßn nhËn ®­îc mét ph­¬ng ph¸p gi¶i 

kh¸c ®­îc minh ho¹ trong bµi to¸n “ Ph­¬ng ph¸p to¹ ®é ho¸ ”. 

D¹ng to¸n 5: Ph­¬ng ph¸p to¹ ®é ho¸ 
Ph­¬ng ph¸p ¸p dông 

Ph­¬ng ph¸p to¹ ®é ho¸ th­êng ®­îc sö dông phæ biÕn trong hai d¹ng: 
D¹ng 1: Ta thùc hiÖn phÐp to¹ ®é ho¸ c¸c ®iÓm trong h×nh vµ ®­a bµi to¸n h×nh 

häc vÒ d¹ng gi¶i tÝch. 
D¹ng 2: Lùa chän c¸c ®iÓm thÝch hîp ®Ó biÕn ®æi biÓu thøc ®¹i sè vÒ d¹ng ®é dµi 

h×nh häc  −  Ph­¬ng ph¸p nµy tá ra rÊt hiÖu qu¶ ®Ó t×m gi¸ trÞ lín nhÊt vµ 
nhá nhÊt cña c¸c biÓu thøc ®¹i sè. 

ThÝ dô 1. T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña c¸c hµm sè y = 2x x 1+ +  + 2x x 1− + . 

 Gi¶i 
ViÕt l¹i hµm sè d­íi d¹ng: 

y = 2x x 1+ +  + 2x x 1− +  = 21 3(x )
2 4

+ +  + 21 3(x )
2 4

− +  
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XÐt c¸c ®iÓm A(− 1
2

; 
3

2
), B(

1
2

; − 3
2

) vµ M(x; 0), khi ®ã: 

AM = 2x x 1+ + ,  BM = 2x x 1− + , 
suy ra S = AM + BM ≥ AB = 1 

VËy, ta ®­îc SMin = 1, ®¹t ®­îc khi: 
A, B, M th¼ng hµng ⇔ AM



// AB


  ⇒ to¹ ®é cña M. 

 Chó ý: Víi c¸c em häc sinh ch­a cã kinh nghiÖm gi¶i d¹ng to¸n nµy th«ng 

th­êng sÏ chän ngay A(−
2

1 ; 
2

3 ), B(
2

1 ; 
2

3 ) vµ M(x; 0) vµ vÉn nhËn 

®­îc SMin = 1, tuy nhiªn khi ®ã ®iÒu kiÖn cho A, B, M th¼ng hµng sÏ 
v« nghiÖm. 
§«i khi d¹ng to¸n nµy ®­îc minh ho¹ d­íi d¹ng trÞ tuyÖt ®èi. 

ThÝ dô 2. Cho ba ®iÓm A(1; 2), B(0; −1) vµ M(t; 2t + 1). T×m ®iÓm M thuéc (d) 
sao cho:  
a.   (MA + MB) nhá nhÊt.  b.   |MA − MB| lín nhÊt. 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

MA + MB = 2 2(t 1) (2t 1)− + −  + 2 2t (2t 2)+ +  

  = 25t 6t 2− +  + 25t 8t 4+ +  

  = 5 [
23 1t

5 25
 − + 
 

 + 
24 4t

5 25
 + + 
 

] 

XÐt c¸c ®iÓm A1(
3
5

; − 1
5

); B1(−
4
5

;
2
5

) vµ M1(t; 0).  

Khi ®ã:  
MA + MB = 5 ( M1A1 + M1B1). 

V× M1 ch¹y trªn trôc hoµnh vµ A1, B1 n»m vÒ hai phÝa cña Ox nªn  
(MA + MB)min ⇔ (M1A1 + M1B1)min ⇔ M1 = (A1B1)∩Ox  

⇔ M1(
2

15
; 0) ⇔ M(

2
15

;
19
15

) 

b. T­¬ng tù c©u a) ta cã: 

|MA − MB| = 5
23 1t

5 25
 − + 
 

 − 
24 4t

5 25
 + + 
 

 

XÐt c¸c ®iÓm A2(
3
5

; 
1
5

); B2( − 4
5

; 
2
5

) vµ M2(t; 0).  

Khi ®ã:  
|MA − MB| = 5 |M2A2 − M2B2|. 
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V× M2 ch¹y trªn trôc hoµnh vµ A2, B2 n»m vÒ mét phÝa cña Ox nªn  
|MA − MB|max ⇔ |M2A2 − M2B2|max ⇔ M2 = (A2B2)∩Ox ⇔ M2(2; 0) ⇔ M(2; 5). 

 
 

C.  C¸c bµi to¸n chän läc 
 

VÝ dô 1: Cho tø gi¸c ABCD. Chøng minh r»ng: 
a. Cã mét ®iÓm O duy nhÊt sao cho: 

OA


 + OB


 + OC


 + OD


 = 0


.  
§iÓm O ®­îc gäi lµ träng t©m cña bèn ®iÓm A, B, C, D. Tuy 
nhiªn, ng­êi ta vÉn gäi quen O lµ träng t©m cña tø gi¸c ABCD. 

b. Träng t©m O lµ trung ®iÓm cña mçi ®o¹n th¼ng nèi c¸c trung 
®iÓm hai c¹nh ®èi cña tø gi¸c, nã còng lµ trung ®iÓm cña ®o¹n 
th¼ng nèi trung ®iÓm hai ®­êng chÐo cña tø gi¸c. 

c. Träng t©m O n»m trªn c¸c ®o¹n th¶ng nèi mét ®Ønh cña tø gi¸c 
vµ träng t©m cña tam gi¸c t¹o bëi ba ®Ønh cßn l¹i. 

 Gi¶i 
a. Gi¶ sö cã ®iÓm O1 tho¶ m·n: 

0


 = 1O A


 + 1O B


 + 1O C


 + 1O D


  

 = 4 1O O


 + OA


 + OB


 + OC


 + OD


 = 4 1O O


 

⇔ 1O O


 = 0


 ⇔ O1 ≡ O. 
VËy, tån t¹i mét ®iÓm O duy nhÊt tho¶ m·n hÖ thøc vect¬ ®· cho. 

b. Gäi M, N, P, Q, E, F theo thø tù lµ trung ®iÓm cña AB, BC, CD, DA, AC, BD, ta 
cã lÇn l­ît chøng minh: 
 O lµ trung ®iÓm MP  (®o¹n nèi trung ®iÓm cña hai c¹nh AB vµ CD), thËt vËy: 

0


 = OA


 + OB


 + OC


 + OD


 = 2 OM


 + 2 OP


  

⇔ OM


 + OP


 = 0


 ⇔ O lµ trung ®iÓm MP. 
 O lµ trung ®iÓm NQ  (®o¹n nèi trung ®iÓm cña hai c¹nh BC vµ DA), thËt vËy: 

0


 = OA


 + OB


 + OC


 + OD


 = 2 ON


 + 2 OQ


  

⇔ ON


 + OQ


 = 0


 ⇔ O lµ trung ®iÓm NQ. 
 O lµ trung ®iÓm EF  (®o¹n nèi trung ®iÓm cña hai ®­êng chÐo AC vµ BD), thËt vËy: 

0


 = OA


 + OB


 + OC


 + OD


  = OA


 + OC


 + OB


 + OD


= 2 OE


 + 2 OF


  

⇔ OE


 + OF


 = 0


 ⇔ O lµ trung ®iÓm EF. 
c. Gäi G lµ träng t©m ∆ABC, ta cã: 

0


 = OA


 + OB


 + OC


 + OD


 = 3OG


 + OD


 = −3GO


 + (GD


 − GO


)  

⇔ GD


 = 4 GO


 ⇒ G, O, D th¼ng hµng. 
VËy, träng t©m O n»m trªn c¸c ®o¹n th¶ng nèi mét ®Ønh cña tø gi¸c vµ träng t©m 

cña tam gi¸c t¹o bëi ba ®Ønh cßn l¹i. 
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VÝ dô 2: Cho ®a gi¸c ®Òu n c¹nh A1A2...An, t©m O. Chøng minh r»ng:  
n

i
i 1

OA
=
∑


 = 0


. 

 Gi¶i 
Ta cã thÓ lùa chän mét trong hai c¸ch tr×nh bµy: 

C¸ch 1: Gäi OA


 = 
n

i
i 1

OA
=
∑


. 

NhËn xÐt r»ng khi quay ®a gi¸c mét gãc b»ng 
2
n
π

 th×: 

 §a gi¸c vÉn kh«ng ®æi, nªn 
n

i
i 1

OA
=
∑


 = OA


. 

 Vect¬ OA


 sÏ bÞ quay theo cïng chiÒu mét gãc 
2
n
π

. 

Suy ra vect¬ OA


 cã h­íng tuú ý ⇔ OA


 = 0


, ®pcm. 
C¸ch 2: XÐt hai tr­êng hîp: 
Tr­êng hîp 1: NÕu n = 2k. 

Khi ®ã, víi ®Ønh bÊt kú cña ®a gi¸c ®Òu cã ®Ønh ®èi xøng víi nã qua O ⇒ ®pcm. 
Tr­êng hîp 2: NÕu n = 2k − 1. 

Khi ®ã c¸c ®Ønh A2, ..,An chia thµnh hai phÇn ®èi xøng qua trôc OA1, b»ng c¸ch 
lËp tæng c¸c cÆp vect¬ ®èi xøng ⇒ ®pcm. 

 NhËn xÐt: Nh­ vËy, ®Ó chøng minh OA


 = 0


 ta cã thÓ sö dông tÝnh chÊt 
"Vect¬ kh«ng lµ vect¬ cã ph­¬ng h­íng tuú ý". 

VÝ dô 3: Cho ∆ABC. Gäi I lµ t©m ®­êng trßn néi tiÕp tam gi¸c. Chøng minh 
r»ng a. IA



 + b. IB


 + c. IC


 = 0


. 

 Gi¶i 
Dùng h×nh b×nh hµnh AB2IC2 cã AB2//CC1 vµ AC2//BB1, ta ®­îc: 

IA


 = 2IB


 + 2IC


,   (1) 

2 1

1

2

IB C A b
IB C B a

IB IB

 = =

 ↑↓
 

 ⇔ 2IB


 = − b
a

IB


. (2) 

2 1

1

2

IC B A c
IC B C a

IC ICB

 = =

 ↑↓
 

 ⇔ 2IC


 = − c
a

IC


. (3) 

Thay (2), (3) vµo (1), ta ®­îc: 

IA


 = − b
a

IB


 − c
a

IC


 ⇔ a. IA


 + b. IB


 + c. IC


 = 0


, ®pcm. 

A 

B C 

B2 

I 
B1 C1 

C2 
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VÝ dô 4: Cho c¸c ®iÓm A, B, C, D, E. 
a. T×m O sao cho OA



 + 2 OB


 + 3 OC


 = 0


. 

b. T×m I sao cho IA


 + IB


 + IC


 + ID


 = 0


. 

c. T×m K sao cho KA


 + KB


 + KC


 + 3( KD


 + KE


) = 0


. 

 Gi¶i 
a. Gäi M, N, F lµ trung ®iÓm AB, BC vµ AC, ta cã: 

0


 = OA


 + 2 OB


 + 3 OC


 = ( OA


 + OC


) + 2( OB


 + OC


)  

     = 2 OF


 + 4 ON


 = −2 FO


 + 4( FN


 − FO


)  

⇔ FO


 = 
2
3

FN


, suy ra ®iÓm O ®­îc hoµn toµn x¸c ®Þnh. 

b. Ta cã thÓ lùa chän mét trong hai c¸ch tr×nh bµy: 

C¸ch 1: Gäi P, Q lµ trung ®iÓm CD, MP, ta cã: 

0


 = IA


 + IB


 + IC


 + ID


 = 2 IM


 + 2 IP


 = 4 IQ


 ⇔ IQ


 = 0


 

⇔ I ≡ Q, suy ra ®iÓm I ®­îc hoµn toµn x¸c ®Þnh. 

C¸ch 2: Gäi G lµ träng t©m ∆ABC, ta cã: 

0


 = IA


 + IB


 + IC


 + ID


 = 3 IG


 + ID


 = −3 GI


 + ( GD


 − GI


)  

⇔ GI


 = 
1
4

GD


, suy ra ®iÓm I ®­îc hoµn toµn x¸c ®Þnh. 

c. Ta cã: 

0


 = KA


 + KB


 + KC


 + 3( KD


 + KE


) = 3 KG


 + 3( KD


 + KE


)  

⇔ KG


 + KD


 + KE


 = 0


 ⇔ K lµ träng t©m ∆DEG. 

VÝ dô 5:  Cho ∆ABC, M lµ ®iÓm tuú ý trong mÆt ph¼ng. 

a. Chøng minh r»ng vect¬ v


 = 3 MA


 − 5 MB


 + 2 MC


 kh«ng ®æi. 
b. T×m tËp hîp nh÷ng ®iÓm M tho¶ m·n: 

|3 MA


 + 2 MB


 − 2 MC


| = | MB


 − MC


|. 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

v


 = 3 MA


 − 5 MB


 + 2 MC


 = 3( MA


 − MB


) + 2( MC


 − MB


)  

     = 3 BA


 + 2 BC


, kh«ng ®æi. 
b. Gäi I lµ ®iÓm tho¶ m·n hÖ thøc 

3 IA


 + 2 IB


 − 2 IC


 = 0


 ⇒ tån t¹i duy nhÊt ®iÓm I. 
Ta ®­îc: 

3 MA


 + 2 MB


 − 2 MC


 = (3 + 2 − 2) MI


 = 3 MI


.   (1) 
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MÆt kh¸c, ta còng cã:  

MB


 − MC


 = CB


.       (2) 
Thay (1), (2) vµo hÖ thøc cña c©u b), ta ®­îc: 

3| MI


| = | CB


| ⇔ MI = 
1
3

BC  

⇔ M thuéc ®­êng trßn t©m I, b¸n kÝnh b»ng 
1
3

BC. 

VÝ dô 6: Cho ∆ABC. LÊy c¸c ®iÓm A1∈ BC, B1∈ AC, C1∈ AB sao cho  

1AA


 + 1BB


 + 1CC


 = 0


. 
Chøng minh r»ng hai tam gi¸c ABC vµ A1B1C1 cã cïng träng t©m. 

 Gi¶i 
Gäi G, G1 theo thø tù lµ träng t©m c¸c tam gi¸c ABC, A1B1C1, ta cã: 

GA


 + GB


 + GC


 = 0


. 

1 1G A


 + 1 1G B


  + 1 1G C


 = 0


. 
MÆt kh¸c tõ gi¶ thiÕt, ta cã: 

0


 = 1AA


 + 1BB


 + 1CC


  

= ( AG


 + 1GG


 + 1 1G A


) + ( BG


 + 1GG


 + 1 1G B


) + ( CG


 + 1GG


 + 1 1G C


) 

  = − ( GA


 + GB


 + GC


) + ( 1 1G A


 + 1 1G B


 + 1 1G C


) + 3 1GG


 = 3 1GG


 

⇔ 1GG


 = 0


 ⇔ G ≡ G1. 

VÝ dô 7: Cho ∆ABC, ®iÓm M trong mÆt ph¼ng tho¶ m·n: 

MN


 = MA


 + MB


 + MC


. 

a. Chøng minh r»ng MN lu«n ®i qua träng t©m G cña ∆ABC khi M thay ®æi. 
b. Gäi P lµ trung ®iÓm cña CN. Chøng minh r»ng MP lu«n ®i qua mét ®iÓm 

cè ®Þnh khi M thay ®æi. 

 Gi¶i 

a. Víi G lµ träng t©m ∆ABC ta lu«n cã: 

GA


 + GB


 + GC


 = 0


. 
Tõ gi¶ thiÕt ta nhËn ®­îc: 

MN


 = MA


 + MB


 + MC


 = 3 MG


. 
VËy MN lu«n ®i qua träng t©m G cña ∆ABC khi M thay ®æi. 

b. V× P lµ trung ®iÓm cña CN nªn: 

MP


 = 
1
2

( MC


 + MN


) = 
1
2

( MC


 + MA


 + MB


 + MC


)  

= 
1
2

( MA


 + MB


 + 2 MC


) 



 300 

Gäi J lµ ®iÓm tho¶ m·n: 

JA


 + JB


 + 2 JC


 = 0


 ⇔ JA


 + ( JA


 + AB


) + 2( JA


 + AC


) = 0


 

⇔ 4 AJ


 = AB


 + 2 AC


 ⇔ AJ


 = 
1
4

AB


 + 
1
2

AC


 

⇒ tån t¹i duy nhÊt ®iÓm J cè ®Þnh. 
Tõ ®ã:  

MP


 = 
1
2

( MA


 + MB


 + 2 MC


) = 
1
2

(1 + 1 + 2) MJ


  = 2 MJ


. 

VËy MP lu«n ®i qua mét ®iÓm cè ®Þnh J khi M thay ®æi. 

VÝ dô 8: Cho ∆ABC. LÊy c¸c ®iÓm A1∈BC, B1∈AC, C1∈AB sao cho: 

1AA


 + 1BB


 + 1CC


 = 0


. 

a. Chøng minh r»ng 1BA
BC

 = 1CB
CA

 = 1AC
AB

. 

b. X¸c ®Þnh vÞ trÝ cña A1, B1, C1 ®Ó AA1, BB1 vµ CC1 ®ång quy. 

 Gi¶i 
a. §Æt: 

1BA


 = α BC


, 1CB


 = β CA


, 1AC


 = γ AB


 
Khi ®ã: 

0


 = 1AA


 + 1BB


 + 1CC


  

 = ( AB


 + 1BA


) + ( BC


 + 1CB


) + ( CA


 + 1AC


) 

 = ( AB


 + BC


 + CA


) + ( 1BA


 + 1CB


 + 1AC


) 

 = α BC


 + β CA


 + γ AB


.     (*) 

V× AB


 + BC


 + CA


 = 0


 nªn (*) chØ ®óng khi vµ chØ khi: 

α = β = γ ⇔ 1BA
BC

 = 1CB
CA

 = 1AC
AB

, ®pcm. 

b. B¹n ®äc tù gi¶i. 

VÝ dô 9: Cho ∆ABC. LÊy c¸c ®iÓm M, N, P sao cho: 
MB


 − 3 MC


 = 0


,  AN


 = 3 NC


,  PA


 + PB


 = 0


. 
TÝnh MP



, MN


 theo AB


 vµ AC


. Suy ra M, N, P th¼ng hµng. 

 Gi¶i 
Ta cã: 

MP


 = AP AM−
 

,       (1) 
MN


 = AN AP−
 

,       (2) 
Ta ®i tÝnh AP, AM, AN

  

 theo AB


 vµ AC


, cô thÓ tõ gi¶ thiÕt: 

MB


 − 3 MC


 = 0


 ⇔ (AB AM)−
 

 − 3 (AC AM)−
 

 = 0


  

⇔ AM


 = 
1 3AB AC
2 2

− +
 

.       (3) 

B C 

B1 

A1 

A 

C1 G 



 301 

AN


 = 3 NC


 ⇔ AN


 = 
3 AC
4



.      (4) 

PA


 + PB


 = 0


 ⇔ 
1AP AB
2

=
 

.      (5) 

Thay (3), (4), (5) vµo (1) vµ (2) ta ®­îc: 

MP


 = 1 AB
2



 + 
1 3AB AC
2 2

−
 

= 3AB AC
2

−
 

.    (6) 

MN


 = 3 AC
4



 − 
1 AB
2



.       (7) 

Tõ (6) vµ (7) ta nhËn thÊy MP


 = −2 MN


 ⇔ M, N, P th¼ng hµng. 
VÝ dô 10: Cho ∆ABC, cã c¸c c¹nh a, b, c. Gäi A1, B1, C1 theo thø tù lµ ch©n c¸c 

®­êng ph©n gi¸c trong kÎ tõ A, B, C. 
a. TÝnh 1AA



 theo AB


 vµ AC


. 

b. Chøng minh r»ng ∆ABC lµ tam gi¸c ®Òu nÕu 1AA


 + 1BB


 + 1CC


 = 0


. 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

1

1

BA
A C



  = 
c
b

 ⇒ 
c

b c+
 = 1

1 1

BA
BA A C+



   = 1BA
BC



  = 1AA AB
AC AB

−
−

 

    

⇔ 1AA


 − AB


 = 
c

b c+
( AC


 − AB


) ⇔ 1AA


 = 
b

b c+
AB


 + 
c

b c+
AC


. 

b. T­¬ng tù c©u a), ta ®­îc: 

1BB


 = 
c

c a+
BC


 + 
a

c a+
BA


 = 
c

c a+
BC


 − a
c a+

AB


, 

1CC


 = 
c

a b+
CA


 + 
b

a b+
CB


 = − c
a b+

AC


 − b
a b+

BC


. 

Tõ ®ã: 
0


 = 1AA


 + 1BB


 + 1CC


 

 = (
b

b c+
− a

c a+
) AB


+ (
c

b c+
− c

a b+
) AC


+ (
c

c a+
− b

a b+
) BC


 

    = (
b

b c+
 − a

c a+
)( AC


 − BC


) + (
c

b c+
 − c

a b+
) AC


+ (
c

c a+
 − b

a b+
) BC


 

   = (
b

b c+
− a

c a+
+

c
b c+

 − c
a b+

) AC


 − ( b
b c+

 − a
c a+

 − c
c a+

 + 
b

a b+
) BC


 

V× AC


 vµ BC


 lµ hai vect¬ kh«ng cïng ph­¬ng, nªn ®¼ng thøc trªn ®óng khi vµ 
chØ khi: 

b a c c 0
b c c a b c a b

b a c b 0
b c c a c a a b

 − + − = + + + +

 − − + =
 + + + +

 ⇔ a = b = c ⇔ ∆ABC ®Òu. 
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VÝ dô 11: Cho ∆ABC, biÕt A(−1; −1), B(2; 4), C(6; 1). LÊy c¸c ®iÓm M, N, P trªn 
c¸c ®­êng th¼ng AB, CA, BC sao cho c¸c ®iÓm ®ã lÇn l­ît chia c¸c 

®o¹n th¼ng theo c¸c tØ sè −1, − 1
2

, 2. 

a. X¸c ®Þnh to¹ ®é cña M, N, P. 
b. Chøng tá r»ng M, N, P th¼ng hµng. 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

 M(x; y) chia ®o¹n AB theo tØ sè −1 ⇔ M lµ trung ®iÓm AB ⇔ M(
1
2

; 
3
2

). 

 N(x; y) chia ®o¹n CA theo tØ sè 
1
2

 

⇔ NC


 = − 1
2

NA


 ⇔ 2(6 − x; 1 − y) = −(−1 − x; −1 − y)  

⇔ 
2(6 x) 1 x
2(1 y) 1 y

− = +
 − = +

 ⇔ 
x 11/ 3
y 1/ 3

=
 =

 ⇔ N(
11
3

; 
1
3

). 

 P(x; y) chia ®o¹n BC theo tØ sè 2 ⇔ C lµ trung ®iÓm BP ⇔ P(10;  − 2). 

b. Ta cã: 

MP


(
19
2

; − 7
2

) & NP


(
19
3

; − 7
3

) ⇒ MP


// NP


 ⇔ M, N, P th¼ng hµng. 

VÝ dô 12: Cho ∆ABC, biÕt A(1; −3), B(3; −5), C(2; −2). T×m to¹ ®é: 
a. Giao ®iÓm E cña BC víi ph©n gi¸c trong cña gãc A. 
b. Giao ®iÓm F cña BC víi ph©n gi¸c ngoµi cña gãc A. 

 Gi¶i 
Ta cã: 

AB2 = 4 + 4 = 8 vµ AC2 = 1 + 2 = 2 ⇒ k = 
AC
AB

 = 2. 

a. Gi¶ sö E(x; y), theo tÝnh chÊt ph©n gi¸c trong, ta ®­îc: 
EC
EB



  = −2 ⇔ EC


(2 − x; −2 − y) = −2EB


(3 − x; −5 − y) 

⇔ 
2 x 2(3 x)

2 y 2( 5 y)
− = − −

− − = − − −
 ⇔ 

x 4 / 3
y 4

=
 = −

 ⇔ E(
4
3

; −4). 

b. Gi¶ sö F(x; y), theo tÝnh chÊt ph©n gi¸c ngoµi, ta ®­îc: 
FC
FB



  = 2 ⇔ FC


(2 − x; −2 − y) = 2 FB


(3 − x; −5 − y) 

⇔ 
2 x 2(3 x)

2 y 2( 5 y)
− = −

− − = − −
 ⇔ 

x 4
y 8

=
 = −

 ⇔ F(4; −8). 

A 

B C E F 
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VÝ dô 13: Cho ∆ABC vu«ng t¹i A, biÕt A(a; 0), B(1; 0), C(a; a 3 − 3 ). X¸c ®Þnh 
to¹ ®é träng t©m G cña ∆ABC, biÕt r»ng b¸n kÝnh ®­êng trßn néi tiÕp 
∆ABC b»ng 2. 

 Gi¶i 

Ta cã G(
2a 1

3
+

;
a 1

3
−

). Víi nhËn xÐt: 

S∆ABC = 
1
2

AB.AC = p.r ⇔ AB.AC =  2(AB + AC + BC) 

⇔ 3 |a − 1|.|a − 1| = 2(|a − 1| + 3 |a − 1| + 2|a − 1|) 

⇔ |a − 1| = 2 + 2 3 ⇔ 
a 3 2 3

a 1 2 3

 = +


= − −
. 

Ta lÇn l­ît: 

 Víi  a = 3 + 2 3 , ta ®­îc: G(
7 4 3

3
+

; 
2 2 3

3
+

). 

 Víi  a =  − 1 − 2 3 , ta ®­îc: G(
1 4 3

3
− −

; 
2 2 3

3
− −

). 

VËy tån t¹i hai ®iÓm G tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

VÝ dô 14: Cho ®iÓm M(4; 1), hai ®iÓm A(a; 0), B(0; b) víi a, b > 0 sao cho A, B, 
M th¼ng hµng. X¸c ®Þnh to¹ ®é cña A, B sao cho: 

a.   DiÖn tÝch ∆OAB nhá nhÊt. b.   OA + OB nhá nhÊt. 

2

1
OA

 + 2

1
OB

  nhá nhÊt. 

 Gi¶i 
V× A, B, M th¼ng hµng  

⇔ AM // AB
 

 ⇔ 
4 a

a
−

−
 = 

1
b

 ⇔ 
4
a

 + 
1
b

 = 1.     (1) 

a. Ta cã, diÖn tÝch ∆OAB ®­îc cho bëi:  

S = 
1
2

OA.OB = 
ab
2

. 

Tõ (1) suy ra 

1 = 
4
a

 + 
1
b

 ≥ 2
4 1.
a b

 = 
4
ab

 ⇔  ab ≥ 16 ⇔ S ≥ 8. 

VËy SMin = 8, ®¹t ®­îc khi: 

 
4
a

 = 
1
b

 = 
1
2

 ⇔ 
a 8
b 2

=
 =

 ⇒ 
A(8;0)
B(0;2)





. 
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b. Tõ (1), ta ®­îc :  

a = 
4b

b 1−
 ⇒ ®iÒu kiÖn b > 1.  

Khi ®ã:  

OA + OB = 
4b

b 1−
 + b = 

4
b 1−

 + b + 4 = 
4

b 1−
 + b − 1 + 5 ≥ 2

4 .(b 1)
b 1

−
−

 + 5 = 9. 

VËy (OA + OB)Min = 9, ®¹t ®­îc khi:  
4

b 1−
 = b − 1 = 2 ⇔ 

a 6
b 3

=
 =

 ⇒ 
A(6;0)
B(0;3)





. 

c. Ta cã:  

2

1
OA

 + 2

1
OB

 = 2

1
a

 + 2

1
b

. 

NhËn xÐt r»ng:  

(42 + 12)( 2

1
a

 + 2

1
b

) ≥ (
4
a

 + 
1
b

)2 = 1 ⇒ 2

1
a

 + 2

1
b

 ≥ 
1

17
. 

VËy, ta ®­îc ( 2

1
OA

 + 2

1
OB

)Min = 
1

17
, ®¹t ®­îc khi: 

4 1 1
a b
4a b

 + =

 =

 ⇔ 
17a
4

b 17

 =

 =

 ⇒ 
17A( ;0)
4

B(0;17)






. 

VÝ dô 15: T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc:  

S = 2 2x y 2x 4y 5+ + − +  + 2 2x y 6x 4y 13+ − − + . 

 Gi¶i 
ViÕt l¹i biÓu thøc d­íi d¹ng: 

S = 2 2(x 1) (y 2)+ + −  + 2 2(x 3) (y 2)− + − . 

XÐt c¸c ®iÓm A( − 1; 2), B(3; 2) vµ M(x; y), khi ®ã: 

AM = 2 2(x 1) (y 2)+ + − , BM = 2 2(x 3) (y 2)− + − , 

suy ra: 
S = AM + BM ≥ AB = 4 

VËy, ta ®­îc SMin = 4, ®¹t ®­îc khi: 

A, B, M th¼ng hµng ⇔ AM


// AB


  ⇔ 
x 1

4
+

 = 
y 2

0
−

 ⇔ y = 2, 

vµ khi ®ã: 
S = |x + 1| + |x − 3| = |x + 1| + |3 − x| ≥ |x + 1 + 3 − x| = 4, 

dÊu “ = ” x¶y ra khi 
(x + 1)(3 − x) ≥ 0 ⇔ −1 ≤ x ≤ 3. 

VËy, ta ®­îc SMin = 4, ®¹t ®­îc khi 1 x 3 v y 2.µ− ≤ ≤ =  
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