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ch¬ng 5 −  ®¹o hµm 

A.  KiÕn thøc cÇn nhí 

I.  Kh¸i niÖm ®¹o hµm 

1. Më ®Çu 

NhiÒu bµi to¸n cña to¸n häc, vËt lÝ, ho¸ häc, sinh häc, kÜ thuËt ... ®ßi hái ph¶i t×m 
giíi h¹n d¹ng: 

0

0

xx xx

)x(f)x(f
lim

0 −
−

→
 

trong ®ã f(x) lµ mét hµm sè ®· cho cña ®èi sè x. 
Qua §¹i sè vµ Gi¶i tÝch 11, ta ®· biÕt ®Þnh nghÜa vµ kÝ hiÖu cña sè gia ®èi sè vµ sè 

gia t¬ng øng cña hµm sè: 

 Sè gia ®èi sè lµ ∆x = x − x0. 

 Sè gia t¬ng øng cña hµm sè lµ ∆y = f(x) − f(x0). 

Ta sÏ dïng kh¸i niÖm vµ kÝ hiÖu ®ã ®Ó viÕt c¸c giíi h¹n trªn: 

0

0

xx xx

)x(f)x(f
lim

0 −
−

→
 = 

x

y
lim

0x ∆
∆

→∆
. 

2. ®Þnh nghÜa ®¹o hµm 

Cho hµm sè y = f(x), x¸c ®Þnh trªn (a, b) vµ x0 ∈ (a, b).  

Giíi h¹n, nÕu cã, cña tØ sè gi÷a sè gia cña hµm sè vµ sè gia cña ®èi sè t¹i x0, khi 
sè gia ®èi sè dÇn tíi 0, ®îc gäi lµ ®¹o hµm cña hµm sè y = f(x) t¹i ®iÓm x0. 

§¹o hµm cña hµm sè y = f(x) t¹i x0 ®îc kÝ hiÖu lµ y'(x0) hoÆc f '(x0): 

f '(x0) = 
0

0

xx xx

)x(f)x(f
lim

0 −
−

→
 

hoÆc y'(x0) = 
x

y
lim

0x ∆
∆

→∆
. 

3. ®¹o hµm mét bªn 

a. §¹o hµm bªn tr¸i cña hµm sè y = f(x) t¹i ®iÓm x0, kÝ hiÖu lµ f '( −
0x ), ®îc ®Þnh 

nghÜa lµ:   

f '( −
0x ) = 

x

y
lim

0x ∆
∆

−→∆
 = 

0

0

xx xx

)x(f)x(f
lim

0 −
−

−→
 

trong ®ã x → −
0x  ®îc hiÓu lµ x → x0 vµ nhá h¬n x0. 
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b. §¹o hµm bªn ph¶i cña hµm sè y = f(x) t¹i ®iÓm x0, kÝ hiÖu lµ f '( +
0x ), ®îc 

®Þnh nghÜa lµ:   

f '( +
0x ) = 

x

y
lim

0x ∆
∆

+→∆
 = 

0

0

xx xx

)x(f)x(f
lim

0 −
−

+→
 

trong ®ã x → +
0x  ®îc hiÓu lµ x → x0 vµ lín h¬n x0. 

§Þnh lÝ: Hµm sè y = f(x) cã ®¹o hµm t¹i ®iÓm x0 thuéc tËp x¸c ®Þnh cña nã, nÕu vµ 
chØ nÕu f '( −

0x ) vµ f '( +
0x ) tån t¹i vµ b»ng nhau.  

Khi ®ã, ta cã:  

f '(x0) = f '( −
0x ) = f '( +

0x ). 

4. ®¹o hµm trªn mét kho¶ng 

§Þnh nghÜa:  

a. Hµm sè y  =  f(x) ®îc gäi lµ cã ®¹o hµm trªn kho¶ng (a, b) nÕu nã cã ®¹o 
hµm t¹i mäi ®iÓm trªn kho¶ng ®ã.  

b. Hµm sè y = f(x) ®îc gäi lµ cã ®¹o hµm trªn ®o¹n [a, b]  nÕu nã cã ®¹o hµm trªn 
kho¶ng (a, b) vµ cã ®¹o hµm bªn ph¶i t¹i a, ®¹o hµm bªn tr¸i t¹i b. 

Quy íc:  Tõ nay khi ta nãi hµm sè y = f(x) cã ®¹o hµm, mµ kh«ng nãi râ trªn 
kho¶ng nµo, th× ®iÒu ®ã cã nghÜa lµ ®¹o hµm tån t¹i víi mäi gi¸ trÞ thuéc tËp x¸c ®Þnh 
cña hµm sè ®· cho. 

5. Quan hÖ gi÷a sù tån t¹i cña ®¹o hµm vµ tÝnh liªn tôc cña hµm sè 
§Þnh lÝ: NÕu hµm sè y =  f(x) cã ®¹o hµm t¹i ®iÓm x0 th× nã liªn tôc t¹i ®iÓm ®ã. 

 Chó ý:  
1. §¶o l¹i kh«ng ®óng, nghÜa lµ mét hµm sè liªn tôc t¹i ®iÓm x0  cã thÓ kh«ng cã ®¹o 
hµm t¹i ®iÓm ®ã. §Ó minh ho¹ ta xÐt hµm sè :  

y = f(x) = |x| 
t¹i ®iÓm x0  =  0, ta cã :   

f(0) = 0 vµ )x(flim
0x→

 = 
0x

lim
→

|x| = 0.  

VËy, hµm sè ®· cho liªn tôc t¹i ®iÓm x0 = 0. 
MÆt kh¸c, ta cã :   

∆y  = f(0 + ∆x) − f(0) = |∆x| ⇒ 
x

y

∆
∆  = 

x

|x|

∆
∆  = 





<∆−
>∆

0xkhi1

0xkhi1
. 

Do ®ã  

x

y
lim

0x ∆
∆

+→∆
 = 1 vµ  

x

y
lim

0x ∆
∆

−→∆
 = −1 ⇒ 

x

y
lim

0x ∆
∆

→∆
 kh«ng tån t¹i  

⇒ hµm sè  y = |x| kh«ng cã ®¹o hµm t¹i x0 = 0. 
2. Nh vËy, hµm sè kh«ng liªn tôc t¹i x0 th× kh«ng cã ®¹o hµm t¹i ®iÓm ®ã. 
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6. ý nghÜa cña ®¹o hµm 

6.1. ý nghÜa h×nh häc 

a. TiÕp tuyÕn cña ®êng cong ph¼ng: Cho ®êng cong ph¼ng (C) vµ mét ®iÓm cè 
®Þnh M0 trªn (C), M lµ ®iÓm di ®éng trªn (C). Khi ®ã M0M lµ mét c¸t tuyÕn 
cña (C). 

§Þnh nghÜa: NÕu c¸t tuyÕn M0M cã vÞ trÝ giíi 
h¹n M0T khi ®iÓm M di chuyÓn trªn (C) vµ dÇn 
tíi ®iÓm M0 th× ®êng th¼ng M0T ®îc gäi lµ tiÕp 
tuyÕn cña ®êng cong (C) t¹i ®iÓm M0. §iÓm M0 
®îc gäi lµ tiÕp ®iÓm. 

Sau ®©y ta kh«ng xÐt trêng hîp tiÕp tuyÕn song song hoÆc trïng víi Oy. 

b. ý nghÜa h×nh häc cña ®¹o hµm: Cho hµm sè y = f(x) x¸c ®Þnh trªn kho¶ng (a, 
b) vµ cã ®¹o hµm t¹i x0 ∈ (a, b), gäi (C) lµ ®å thÞ hµm sè ®ã. 

 

 

 

 

 

 

§Þnh lÝ 1: §¹o hµm cña hµm sè f(x) t¹i ®iÓm x0 lµ hÖ sè gãc cña tiÕp tuyÕn 
M0T cña (C) t¹i ®iÓm M0(x0, f(x0)). 

c. Ph¬ng tr×nh cña tiÕp tuyÕn: 

§Þnh lÝ 2: Ph¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cña ®å thÞ (C) cña hµm sè y = f(x) t¹i ®iÓm  
M0(x0, f(x0)) lµ:  

y − y0 =  f'(x0)(x −  x0) 

6.2. ý nghÜa vËt lÝ 

a. VËn tèc tøc thêi: XÐt chuyÓn ®éng th¼ng x¸c ®Þnh bëi ph¬ng tr×nh: 

s = f(t), víi f(t) lµ hµm sè cã ®¹o hµm. 

Khi ®ã, vËn tèc tøc thêi cña chÊt ®iÓm t¹i thêi ®iÓm t0 lµ ®¹o hµm cña hµm sè 
s = f(t) t¹i t0. 

v(t0) = s'(t0) = f'(t0). 

b. Cêng ®é tøc thêi: §iÖn lîng Q truyÒn trong d©y dÉn x¸c ®Þnh bëi ph¬ng tr×nh: 

Q = f(t), víi f(t) lµ hµm sè cã ®¹o hµm. 

Khi ®ã, cêng ®é tøc thêi cña dßng ®iÖn t¹i thêi ®iÓm t0 lµ ®¹o hµm cña hµm 
sè Q = f(t) t¹i t0. 

I(t0) = Q'(t0) = f'(t0). 

x 

T 
M0 

M 

(C) 

x0 x0 + ∆x 

f(x0 + ∆x) 

f(x0) 

∆y 

∆x 

O 

y 

T 
M0 

M 

(C) 
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II. C¸c quy t¾c tÝnh ®¹o hµm 

b¶ng tãm t¾t 
(u + v − w)' = u' + v' − w' 

(ku)' = ku', k lµ h»ng sè 

(u.v)' = u'v + u.v'. 
'

v

u








 = 
2v

'uvv'u −
;     

'

v

1






  = −

2v

'v
. 

y'x = y'u.u'x. 

B¶ng c¸c ®¹o hµm 
§¹o hµm cña c¸c hµm sè s¬ 

cÊp c¬ b¶n 
§¹o hµm cña c¸c hµm sè hîp 

(u = u(x)) 

(xα)' = α. xα − 1 
'

x

1






  = − 

2x

1
 

( x )' = 
x2

1
 

(C)' = 0 (C lµ h»ng sè) 

(uα)' = α.u'.uα − 1 

2

'

u

'u

u

1
−=








 

( u )' = 
u2

'u
 

(ku)' = k.u' 

(sinx)' = cosx 

(cosx)' = − sinx 

(tanx)' = 
xcos

1
2

 = 1 + tan2x 

(cotx)' = −
xsin

1
2

= − (1+cot2x) 

(sinu)' = u'.cosu 

(cosu)' = − u'.sinu 

(tanu)' = 
ucos

'u
2

 = u'.(1 + tan2u) 

(cotu)' = −
usin

'u
2

 = − u'(1 + cot2u) 

(ln|x|)' = 
x

1
 

(loga|x|)' = 
alnx

1
 

(ln|u|)' = 
u

'u
 

(loga|u|)' = 
alnu

'u
 

(ex)' =  ex 

(ax)' =  ax.lna 

(eu)' =  u'.eu 

(au)' =  u'.au.lna 

x

xsin
lim

0x→
 = 1. 

x

x x

1
1lim 






 +

∞→
 = e;   x

1

0x
)x1(lim +

→
 = e. 
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IV. Vi ph©n 

1. ®Þnh nghÜa  

Cho hµm sè y = f(x) x¸c ®Þnh trªn kho¶ng (a, b) vµ cã ®¹o hµm t¹i x ∈ (a, b). Cho sè 
gia ∆x t¹i x sao cho x + ∆x ∈ (a, b). 

Ta gäi tÝch f '(x)∆x (hoÆc y'∆x) lµ vi ph©n cña hµm sè y = f(x) t¹i x øng víi sè gia 
∆x vµ ký hiÖu lµ dy hoÆc df(x). 

Nh vËy, ta cã :  
dy = y'∆x,       (1) 

hoÆc  df(x) = f'(x) ∆x.      (1') 
¸p dông ®Þnh nghÜa trªn vµ hµm sè y = x, ta ®îc:  

dx = (x)'∆x = 1.∆x = ∆x.     (2) 
VËy, ta cã:  

dy = y'dx       (3) 
hoÆc  df(x) = f'(x)dx.       (3') 

2. øng dông cña vi ph©n vµo phÐp tÝnh gÇn ®óng  

Theo ®Þnh nghÜa ®¹o hµm ta cã: 

f '(x0) = 
x

y
lim

0x ∆
∆

→∆
. 

Do ®ã, víi ∆x ®ñ nhá th× : 

f '(x0) ≈ 
x

y

∆
∆

 ⇔ ∆y ≈ f '(x0)∆x ⇔ f(x0 + ∆x) − f(x0) ≈ f '(x0)∆x 

⇔ f(x0 + ∆x) ≈ f(x0) + f '(x0)∆x 
§ã lµ c«ng thøc tÝnh gÇn ®óng ®¬n gi¶n nhÊt. 

V. ®¹o hµm cÊp cao 

1. ®Þnh nghÜa  

Gi¶ sö hµm sè y = f(x) cã ®¹o hµm f '(x). 

§¹o hµm cña hµm sè f '(x), nÕu cã, ®îc gäi lµ ®¹o hµm cÊp hai cña hµm sè f(x), 
kÝ hiÖu lµ y'' hay f ''(x). 

T¬ng tù, ®¹o hµm cña hµm sè f ''(x), nÕu cã, ®îc gäi lµ ®¹o hµm cÊp ba cña 
hµm sè f(x), kÝ hiÖu lµ y''' hay f '''(x). 

§¹o hµm cña hµm sè f '''(x), nÕu cã, ®îc gäi lµ ®¹o hµm cÊp bèn cña hµm sè 
f(x), kÝ hiÖu lµ y'''' hay f(4)(x)... 

Tæng qu¸t, ®¹o hµm cña ®¹o hµm cÊp (n − 1) ®îc gäi lµ ®¹o hµm cÊp n cña hµm 
sè y = f(x), kÝ hiÖu lµ y(n) hay f(n) (x). 

VËy, ta cã: 

f(n)(x) = [ f(n -1)(x)]', víi n ∈ Z, n ≥ 2. 
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2. ý nghÜa c¥ häc cña ®¹o hµm cÊp hai 

XÐt chuyÓn ®éng th¼ng x¸c ®Þnh bëi ph¬ng tr×nh: 

s = f(t), víi f(t) lµ hµm sè cã ®¹o hµm. 

Khi ®ã, gia tèc tøc thêi cña chuyÓn ®éng t¹i thêi ®iÓm t lµ ®¹o hµm cÊp hai cña 
hµm sè s = f(t) t¹i t. 

γ(t) = f "(t). 

B  Ph¬ng ph¸p gi¶i c¸c d¹ng to¸n liªn quan 
 

§1. §¹o hµm 
D¹ng to¸n 1: TÝnh ®¹o hµm cña hµm sè  t¹i mét ®iÓm − d¹ng 1 
Ph¬ng ph¸p ¸p dông 

Cho hµm sè:  
y = f(x). 

§Ó tÝnh ®¹o hµm cña hµm sè t¹i ®iÓm x0, ta x¸c ®Þnh:  

f '(xO) = 
0

0

xx xx

)x(f)x(f
lim

0 −
−

→
. 

ThÝ dô 1. T×m sè gia cña hµm sè y = x2 − 1 t¹i ®iÓm x0 = 1 øng víi sè gia ∆x, biÕt: 
a.   ∆x = 1.    b.   ∆x = −0,1. 

 Gi¶i 
Ta cã: 

∆y = f(x0 + ∆x) − f(x0). 
a. Víi x0 = 1; x∆  = 1 th×: 

f(x0) = f(1) = 0,  f(x0 + ∆x) = f(1 + 1) = f(2) = 3, 
tõ ®ã suy ra: 

∆y = f(x0 + ∆x) − f(x0) = 3 − 0 = 3. 
b. Víi x0 = 1; x∆  = −0,1 th×: 

∆y = f(x0 + ∆x) − f(x0) = f(1 −0,1) − f(1) = 0,92 − 1 = −0,19. 

ThÝ dô 2. Dïng ®Þnh nghÜa, tÝnh ®¹o hµm cña mçi hµm sè t¹i ®iÓm x0: 
a.   y = 2x + 1 t¹i x0 = 2.  
b.   y = x2 + x t¹i x0 = 1. 

 Gi¶i 
a. Ta cã thÓ tr×nh bµy theo hai c¸ch sau: 
C¸ch 1: Ta cã:  

y'(2) = 
2x

)2(f)x(f
lim

2x −
−

→
 =  

2x

51x2
lim

2x −
−+

→
 = 2.  
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C¸ch 2: Ta lÇn lît cã:  
∆y = f(x0 + ∆x) − f(x0)  = f(2 + ∆x) − f(2) = [2(2 + ∆x) + 1] − 5 = 2∆x, 

y'(2) = 
0x

lim
→∆ x

y

∆
∆

 = 
0x

lim
→∆

(2∆x) = 2.  

b. Ta cã thÓ tr×nh bµy theo hai c¸ch sau: 
C¸ch 1: Ta cã:  

y'(1) = 
1x

)1(f)x(f
lim

1x −
−

→
 =  

1x

2xx
lim

2

1x −
−+

→
 = )2x(lim

1x
+

→
 = 3.  

C¸ch 2: Ta lÇn lît cã:  

∆y = f(x0 + ∆x) − f(x0)  = f(1 + ∆x) − f(1) = [(1 + ∆x)2 + (1 + ∆x)] − 2 

 = (∆x)2 + 3∆x, 

y'(1) = 
0x

lim
→∆ x

y

∆
∆

 = 
0x

lim
→∆

(∆x + 3) = 3.  

 NhËn xÐt:  Nh vËy, viÖc t×m ®¹o hµm b»ng ®Þnh nghÜa liªn quan mËt thiÕt víi 
bµi to¸n tÝnh giíi h¹n cña hµm sè. Do ®o, c¸c em häc sinh cÇn «n l¹i 
c¸c phíng ph¸p tÝnh giíi h¹n cïng víi c¸c d¹ng giíi h¹n c¬ b¶n. 

ThÝ dô 3. Dïng ®Þnh nghÜa, tÝnh ®¹o hµm cña hµm sè:  

a.   y = 
1x

1x

−
+

 t¹i ®iÓm x0 = 0. b.   y = 7x2 +  t¹i ®iÓm x0 = 1. 

 Gi¶i 
a. Ta cã:  

y'(0) = 
0x

)0(f)x(f
lim

0x −
−

→
 = 

x

1
1x

1x

lim
0x

+
−
+

→
 = 

1x

2
lim

0x −→
 = −2.  

b. Ta cã:  

y'(1) = 
1x

)1(f)x(f
lim

1x −
−

→
 =  

1x

37x2
lim

1x −
−+

→
 = 

)37x2)(1x(

97x2
lim

1x ++−
−+

→
  

 = 
37x2

2
lim

1x ++→
 = 

3

1
. 

 

D¹ng to¸n 2: TÝnh ®¹o hµm cña hµm sè  t¹i mét ®iÓm − d¹ng 2 
Ph¬ng ph¸p ¸p dông 

Cho hµm sè:  

f(x) = 




=
≠

02

01

xxkhi)x(f

xxkhi)x(f
. 
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§Ó tÝnh ®¹o hµm cña hµm sè t¹i ®iÓm x0, ta x¸c ®Þnh:  

f '(xO) = 
0

0

xx xx

)x(f)x(f
lim

0 −
−

→
 − 

0

021

xx xx

)x(f)x(f
lim

0 −
−

→
. 

ThÝ dô 1. Cho hµm sè:  

f(x) = 

2sin x khi x 0
x

0 khi x 0


≠


 =

  t¹i x0 = 0. 

a. Chøng minh r»ng f(x) liªn tôc t¹i x = 0. 
b. TÝnh ®¹o hµm, nÕu  cã, cña f(x) t¹i ®iÓm x = 0. 

 Gi¶i 
a. NhËn xÐt hµm sè f(x) liªn tôc t¹i x0 = 0, bëi:  

x 0
lim

→
f(x) = 

x 0
lim

→

2sin x
x

  = 
x 0
lim

→
(

sin x
x

.sinx) = 0 = f(0). 

b. Ta cã:  

f'(0) = 
x 0

f (x) f (0)lim
x 0→

−
−

 =  
x 0
lim

→

2

2

sin x
x

 = 1. 

ThÝ dô 2. Dïng ®Þnh nghÜa, tÝnh ®¹o hµm cña hµm sè:  

f(x) = 






=

≠

0xkhi0

0xkhi
x

1
cosx2

  t¹i ®iÓm x0 = 0. 

 Gi¶i 
Hµm sè f(x) x¸c ®Þnh trong mét l©n cËn cña x0 = 0.  
Ta cã:  

f '(0) = 
0x

)0(f)x(f
lim

0x −
−

→
 =  

x

1
cos.xlim

0x→
. 

Ta cã:   

 Víi mäi x ≠ 0 thuéc l©n cËn cña ®iÓm 0 lu«n cã:  

|x.cos
x

1 | ≤ |x| ⇔  − |x| ≤ x.cos
x

1  ≤  |x|. 

 MÆt kh¸c 
0x

lim
→

( − |x|) = 
0x

lim
→

|x| = 0. 

Suy ra:   

x

1
cos.xlim

0x→
 = 0 ⇒ f '(0) =  0. 
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D¹ng to¸n 3: TÝnh ®¹o hµm cña hµm sè  t¹i mét ®iÓm − d¹ng 3 
Ph¬ng ph¸p ¸p dông 

Cho hµm sè:  

f(x) = 




≥
<

02

01

xxkhi)x(f

xxkhi)x(f
.  

TÝnh ®¹o hµm hoÆc x¸c ®Þnh gi¸ trÞ cña tham sè ®Ó hµm sè cã ®¹o hµm t¹i 
®iÓm x0, ta thùc hiÖn theo c¸c bíc sau:  

Bíc 1: XÐt tÝnh liªn tôc cña hµm sè t¹i ®iÓm x0. 
Bíc 2: (§¹o hµm bªn tr¸i)  TÝnh:  

f '( −
0x ) = 

0

0

xx xx

)x(f)x(f
lim

0 −
−

−→
. 

Bíc 3: (§¹o hµm bªn ph¶i)  TÝnh:  

f '( +
0x ) = 

0

0

xx xx

)x(f)x(f
lim

0 −
−

+→
. 

Bíc 4: §¸nh gi¸ hoÆc gi¶i f'( −
0x ) = f'( +

0x ), tõ ®ã ®a ra lêi kÕt luËn. 

ThÝ dô 1. Chøng minh r»ng hµm sè: 

f(x) = 






<−

≥−

0xnÕux

0xnÕu)1x(
2

2

 

kh«ng cã ®¹o hµm t¹i ®iÓm x = 0 nhng cã ®¹o hµm t¹i ®iÓm x = 2. 

 Gi¶i 
a. T¹i ®iÓm x = 0, ta thÊy: 

+→0x
lim f(x) = 

+→0x
lim (x − 1)2 = 1,  

−→0x
lim f(x) = 

−→0x
lim (−x2) = 0, 

suy ra: 

+→0x
lim f(x) ≠ 

−→0x
lim f(x) ⇒ Hµm sè gi¸n ®o¹n t¹i x = 0 

⇒ Hµm sè kh«ng cã ®¹o hµm t¹i ®iÓm x = 0. 
b. T¹i ®iÓm x = 2, ta cã:  

2x

)2(f)x(f
lim

2x −
−

→
 = 

2x

1)1x(
lim

2

2x −
−−

→
 = 

2x

)2x(x
lim

2x −
−

→
 = xlim

2x→
 = 2 

tøc lµ f'(2) = 2. 

ThÝ dô 2. (§Ò − 111): Dïng ®Þnh nghÜa tÝnh ®¹o hµm cña hµm sè f(x) = 
x

1 | x |+
 

t¹i ®iÓm x0 = 0. 

 Gi¶i 
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ViÕt l¹i hµm sè díi d¹ng: 

f(x) = 

x khi x 0
1 x

x khi x 0
1 x

 ≥ +

 <
 −

. 

Hµm sè f(x) x¸c ®Þnh trong mét l©n cËn cña x0 = 0. Ta cã: 
 §¹o hµm bªn tr¸i cña hµm sè  t¹i ®iÓm x0 = 0. 

f'(0 − ) = 
x 0

f (x) f (0)lim
x 0−→

−
−

 = 
x 0
lim

−→

x
1 x

x
−  = 

x 0
lim

−→

1
1 x−

 = 1. 

 §¹o hµm bªn ph¶i cña hµm sè  t¹i ®iÓm x0 = 0. 

f'(0 + ) = 
x 0

f (x) f (0)lim
x 0+→

−
−

 = 
x 0
lim

+→

x
1 x

x
+  = 

x 0
lim

+→

1
1 x+

 = 1. 

NhËn xÐt r»ng f'(0 − ) = f'(0 + ) = 1.  
VËy, hµm sè y = f(x) cã ®¹o hµm t¹i ®iÓm x0 = 0 vµ f'(0) = 1. 

 Chó ý: Chóng ta cã thÓ tÝnh mét c¸ch trùc tiÕp, nh sau: 

f'(0) = 
x 0

f (x) f (0)lim
x 0→

−
−

 = 
x 0
lim

→

x
1 | x |

x
+   = 

x 0
lim

→

1
1 | x |+

 = 1. 

ThÝ dô 3. (§HHH − 1997): Chøng minh r»ng hµm sè y = 
2x 2 | x 3 |

3x 1
− +

−
 liªn tôc 

t¹i x = −3 nh÷ng kh«ng cã ®¹o hµm t¹i ®iÓm Êy. 

 Gi¶i 
ViÕt l¹i hµm sè díi d¹ng: 

f(x) = 

2

2

x 2x 6 1khi 3 x
3x 1 3

x 2x 6 khi x 3
3x 1

 − −
− ≤ ≠ −


+ + < − −

. 

Ta cã: 
x 3
lim f (x)
→−

  = 
x 3
lim
→−

2x 2 | x 3 |
3x 1

− +
−

 = − 9
10

 = f(−3) 

Do ®ã hµm sè liªn tôc t¹i x = −3.  

MÆt kh¸c: 

 §¹o hµm bªn tr¸i cña hµm sè  t¹i ®iÓm x0 = −3. 

f'(−3 − ) = 
x 3

f (x) f ( 3)lim
x 3−→−

− −
+

 = 
13

100
. 
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 §¹o hµm bªn ph¶i cña hµm sè  t¹i ®iÓm x0 = −3. 

f'(−3 + ) = 
x 3

f (x) f ( 3)lim
x 3+→−

− −
+

 = 
53

100
. 

NhËn xÐt r»ng f'(−3 − ) ≠ f'(−3 + ).  

VËy, hµm sè kh«ng cã ®¹o hµm t¹i x = −3. 

ThÝ dô 4. Cho hµm sè:  

f(x) = 




>+
≤

1xkhibax

1xkhix2

.  

T×m a, b ®Ó f(x) cã ®¹o hµm t¹i ®iÓm x = 1. 

 Gi¶i 

§Ó hµm sè f(x) cã ®¹o hµm t¹i ®iÓm x = 1, tríc hÕt f(x) ph¶i liªn tôc t¹i x = 1, do ®ã:   

−→1x
lim f(x) = 

+→1x
lim f(x) = f(1) ⇔ a + b = 1 ⇔ b = 1 − a.   (1) 

 §¹o hµm bªn tr¸i cña hµm sè y = f(x) t¹i ®iÓm x = 1: 

f '(1−) = 
1x

)1(f)x(f
lim

1x −
−

−→
 = 

−→1x
lim

1x

1x2

−
−  = 2. 

 §¹o hµm bªn ph¶i cña hµm sè y = f(x) t¹i ®iÓm x = 1: 

f '(1+) =
1x

)1(f)x(f
lim

1x −
−

+→
= 

+→1x
lim

1x

1bax

−
−+  =

+→1x
lim

1x

1a1ax

−
−−+  = a. 

Hµm sè y = f(x) cã ®¹o hµm t¹i ®iÓm x = 1  

⇔ f '(1− ) = f '(1 + ) ⇔ a = 2.      (2) 

Thay (2) vµo (1), ta ®îc b =  − 1. 

VËy, hµm sè cã ®¹o hµm t¹i ®iÓm x = 1, nÕu vµ chØ nÕu a = 2, b = − 1. 

ThÝ dô 5. Cho hµm sè:  

f(x) = 




>++
≤+

0xkhi1qpx

0xkhixsinqxcosp
.  

Chøng tá r»ng víi mäi c¸ch chän p, q hµm f(x) kh«ng thÓ cã ®¹o hµm 
t¹i ®iÓm x = 0. 

 Gi¶i 
§Ó hµm sè f(x) cã ®¹o hµm t¹i ®iÓm x = 0 ⇒ f(x) ph¶i liªn tôc t¹i ®iÓm x = 0, do ®ã:  

−→0x
lim f(x) = 

+→0x
lim f(x) = f(0) ⇔ p = q + 1 ⇔ q = p − 1.   (1) 

Khi ®ã, hµm sè f(x) cã d¹ng:   

f(x) = 




>+
≤−+

0xkhippx

0xkhixsin)1p(xcosp
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 §¹o hµm bªn tr¸i cña hµm sè t¹i ®iÓm x0 = 0: 

f '(0−) = 
0x

)0(f)x(f
lim

0x −
−

−→
 = 

−→0x
lim

x

pxsin)1p(xcosp −−+
 

=
x 0

(p 1)sin x p(1 cos x)lim
x−→

− − − =
−→0x

lim





























−
−

2

2

2

x
.4

2

x
sinpx2

x

xsin)1p(   

  = p − 1. 

 §¹o hµm bªn ph¶i cña hµm sè t¹i ®iÓm x0 = 0: 

f '(0 + )  = 
0x

)0(f)x(f
lim

0x −
−

+→
 = 

+→0x
lim

x

pppx −+  = 
+→0x

lim p = p. 

Hµm sè y = f(x) cã ®¹o hµm t¹i ®iÓm x = 0, nÕu vµ chØ nÕu:  

f '(0) = f '(0 + ) ⇔ p =  p − 1 v« nghiÖm. 

VËy, víi mäi c¸ch chän p, q hµm f(x) kh«ng thÓ cã ®¹o hµm t¹i ®iÓm x = 0. 

D¹ng to¸n 4: TÝnh ®¹o hµm cña hµm sè trªn mét kho¶ng 

Ph¬ng ph¸p ¸p dông 
§Ó tÝnh ®¹o hµm cña hµm sè:  

y = f(x) 
trªn kho¶ng (a, b), b»ng ®Þnh nghÜa, ta thùc hiÖn theo c¸c bíc sau:  

Bíc 1: TÝnh ∆y = f(x + ∆x) − f(x). 

LËp tØ sè 
x

y

∆
∆ . 

Bíc 2: T×m 
x

y
lim

0x ∆
∆

→∆
. 

 Chó ý: 
1. CÇn lu ý r»ng trong c¸c phÐp tÝnh nµy, ®iÓm x coi nh cè ®Þnh cßn ∆x th× tiÕn 

tíi 0. 
2. NÕu kho¶ng (a; b) b»ng ®o¹n [a; b], ta thùc hiÖn theo c¸c bíc sau:  

Bíc 1: TÝnh ®¹o hµm cña hµm sè y  =  f(x) trong kho¶ng (a; b) 
Bíc 2: TÝnh ®¹o hµm bªn ph¶i cña hµm sè y = f(x) t¹i ®iÓm a.  
Bíc 3: TÝnh ®¹o hµm bªn tr¸i cña hµm sè y = f(x) t¹i ®iÓm b.  

ThÝ dô 1. Dïng ®Þnh nghÜa, tÝnh ®¹o hµm cña mçi hµm sè sau t¹i ®iÓm x0 (a lµ 
h»ng sè): 

a.   y = ax + 3.   b.   y = 
2

1
ax2. 
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 Gi¶i 
a. Ta cã:  

y'(x0) = 
0

0

xx xx

)x(f)x(f
lim

0 −
−

→
 = 

0

0

xx xx

2ax3ax
lim

0 −
−−+

→
 = alim

0xx→
 = a.  

b. Ta cã:  

y'(x0) = 
0

0

xx xx

)x(f)x(f
lim

0 −
−

→
 = 

0

2
0

2

xx xx

ax
2

1
ax

2

1

lim
0 −

−

→
 = )xx(a

2

1
lim 0

xx 0

+
→

  

 = ax0.  

ThÝ dô 2. Dïng ®Þnh nghÜa tÝnh ®¹o hµm cña mçi hµm sè sau: 

a.   y = 
1x2

1

−
 víi x ≠ 

2

1
.  b.   y = x3 −  víi x < 3. 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

y' =
0x

lim
→∆ x

y

∆
∆

 = 
0x

lim
→∆ x

1x2

1

1)xx(2

1

∆
−

−
−∆+   

 = 
0x

lim
→∆ )1x2](1)xx(2[

2

−−∆+
−

 = −
2)1x2(

2

−
.   

b. Ta cã: 

y' =
0x

lim
→∆ x

y

∆
∆

 = 
0x

lim
→∆ x

x3)xx(3

∆
−−∆+−

  

 =  −
0x

lim
→∆ x3)xx(3

1

−+∆+−
 = −

x32

1

−
.  

ThÝ dô 3. Dïng ®Þnh nghÜa tÝnh ®¹o hµm cña hµm sè f(x) = cos2x. 

 Gi¶i 
Cho x mét sè gia ∆x, ta cã:  

∆y  = f(x + ∆x) − f(x) =  cos2(x + ∆x) − cos2x 

⇒ 
x

y

∆
∆

 = 
x

x2cos)xx(2cos

∆
−∆+  = −

x

xsin).xx2sin(2

∆
∆∆+

. 

Do ®ã:   

x

y
lim

0x ∆
∆

→∆
 = 

0x
lim

→∆ 





∆
∆

∆+−
x

xsin
).xx2sin(2   = − 2sin2x. 

VËy, ta ®îc f '(x) = − 2sin2x. 
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ThÝ dô 4. Cho hµm sè:   

f(x) = 






=

≠

0xkhi0

0xkhi
x

1
sinx2

. 

a. TÝnh ®¹o hµm cña f t¹i mçi x∈ . 
b. Chøng tá r»ng ®¹o hµm f' kh«ng liªn tôc t¹i x0 = 0. 

 Gi¶i 
a. Ta xÐt hai trêng hîp:  

 Víi x ≠ 0, ta cã f '(x) = 2xsin
x

1  − cos
x

1
. 

 Víi x = 0, ta cã:  

f '(0) = 
0x

)0(f)x(f
lim

0x −
−

→
 =  

0x
lim

→
x.sin

x

1
. 

Ta cã:   
- Víi mäi x ≠ 0 thuéc l©n cËn cña ®iÓm 0 lu«n cã:  

|xsin
x

1 | ≤ |x| ⇔  − |x| ≤ xsin
x

1
 ≤ |x|. 

- MÆt kh¸c 
0x

lim
→

( − |x|) = 
0x

lim
→

|x| = 0. 

Suy ra:   

x

1
sin.xlim

0x→
 = 0 ⇒ f'(0) =  0. 

VËy, ta ®îc:   

f '(x) =  






=

≠−

0xkhi0

0xkhi
x

1
cos

x

1
sinx2

. 

b. Chøng tá r»ng ®¹o hµm f' kh«ng liªn tôc t¹i x0 = 0. 

§Æt g(x) = 2x.sin
x

1  − cos
x

1
.  

Chän hai d·y sè {xn} vµ {yn} víi:  

 xn = 
πn2

1
 ⇒ xn→ 0 khi n→ ∞  vµ ta ®îc:  

g(xn) = 2xn.sin
nx

1  − cos
nx

1
  → ∞→n  − 1. 

 yn = 
π+π n2

1 ⇒ yn→ 0 khi n→ ∞ vµ ta ®îc:  

f(yn) = 2yn.sin
ny

1  − cos
ny

1
  → ∞→n  1. 
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Tøc 
0x

lim
→

g(x) kh«ng tån t¹i. Suy ra: 

f '(x) kh«ng cã giíi h¹n khi x→0 ⇒ f ' kh«ng liªn tôc t¹i x0 = 0. 
 

D¹ng to¸n 5: Sö dông ý nghÜa h×nh häc cña ®¹o hµm 
Ph¬ng ph¸p ¸p dông 

Sö dông c¸c kÕt qu¶:  

1. HÖ sè gãc k cña c¸t tuyÕn MN víi ®êng cong (C): y = f(x), biÕt M, N theo 
thø tù cã hoµnh ®é lµ xM, xN, ®îc cho bëi: 

k = 
x

y

∆
∆

 = 
NM

NM

xx

)x(f)x(f

−
−

. 

2. Ph¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cña ®å thÞ (C) cña hµm sè y = f(x) t¹i ®iÓm  
M0(x0, f(x0)) lµ:  

(d): y − y0 = y'(x0)(x − x0). 

ThÝ dô 1. Cho Parabol y = x2 vµ hai ®iÓm A(2; 4) vµ B(2 + ∆x; 4 + ∆y) trªn 
Parabol ®ã. 
a. TÝnh hÖ sè gãc cña c¸t tuyÕn AB biÕt ∆x lÇn lît b»ng 1; 0,1 vµ 

0,01. 
b. TÝnh hÖ sè gãc cña tiÕp tuyÕn  cña Parabol ®· cho t¹i ®iÓm A. 

 Gi¶i 
a. Gäi k lµ hÖ sè gãc cña c¸t tuyÕn AB víi ®êng cong (C), ta cã ngay: 

k = 
x

y

∆
∆

  = 
BA

BA

xx

)x(f)x(f

−
−

 = 
x22

)y4(2

∆−−
∆+−

 = 4 + ∆x. 

Khi ®ã: 
 Víi ∆x = 1, ta ®îc k = 4 + 1 = 5. 
 Víi ∆x = 0,1, ta ®îc k = 4 + 0,1 = 4,1. 
 Víi ∆x = 0,01, ta ®îc k = 4 + 0,01 = 4,01. 

b. HÖ sè gãc cña tiÕp tuyÕn  cña Parabol ®· cho t¹i ®iÓm A ®îc cho bëi: 

f'(2) = 
2x

)2(f)x(f
lim

2x −
−

→
 = 

2x

4x
lim

2

2x −
−

→
 = )2x(lim

2x
+

→
 = 4.  

ThÝ dô 2. T×m hÖ sè gãc cña c¸t tuyÕn MN víi ®êng cong (C), biÕt: 
a. (C): y = x2 − 2x vµ hoµnh ®é M, N theo thø tù lµ xM = 2, xN = 1. 

b. (C): y = 
x

1xx2 ++
 vµ hoµnh ®é M, N theo thø tù lµ xM = 1, xN = 3. 

 Gi¶i 
Gäi k lµ hÖ sè gãc cña c¸t tuyÕn MN víi ®êng cong (C). 
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a. Ta cã ngay: 

k = 
x

y

∆
∆

  = 
NM

NM

xx

)x(f)x(f

−
−

 = 
12

)1.21()2.22( 22

−
−−−

 = 1. 

b. Ta cã ngay: 

k = 
x

y

∆
∆

  = 
NM

NM

xx

)x(f)x(f

−
−

 = 
31

3

133

1

111 22

−

++
−

++

 = 
3

2
. 

ThÝ dô 3. ViÕt ph¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cña ®å thÞ hµm sè y = x3, biÕt: 
a. TiÕp ®iÓm cã hoµnh ®é b»ng −1. 
b. TiÕp ®iÓm cã tung ®é b»ng 8. 
c. HÖ sè gãc cña tiÕp tuyÕn b»ng 3. 

 Gi¶i 
Tríc tiªn, ta ®i tÝnh ®¹o hµm cña hµm sè y = x3: 

y' = 
0x

lim
→∆ x

y

∆
∆

 = 
0x

lim
→∆ x

x)xx( 33

∆
−∆+

 = 
0x

lim
→∆

)xxx3x3( 22 ∆+∆+  = 3x2.  

a. T¹i ®iÓm cã hoµnh ®é b»ng −1 ph¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cã d¹ng: 
(d1): y − y(−1) =  y'(−1)(x + 1) ⇔ (d1): y = 3x + 2. 

b. Tríc tiªn, tiÕp ®iÓm cã tung ®é y0 = 8 th×: 
3
0x  = 8 ⇔ x0 = 2. 

Do ®ã, ph¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cã d¹ng: 

(d2): y − 8 =  y'(2)(x − 2) ⇔ (d2): y = 12x − 16. 
c. Hª sè gãc cña tiÕp tuyÕn b»ng 3, suy ra: 

3 2
0x  = 3 ⇔ 2

0x  = 1 ⇔ x0 = ±1. 

Khi ®ã: 
 T¹i x0 = 1 ph¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cã d¹ng: 

(d3): y − y(1) = y'(1)(x − 1) ⇔ (d3): y = 3x − 2. 

 T¹i x0 = −1 ph¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cã d¹ng: 

(d4): y − (−1) =  y'(−1)[x − (−1)] ⇔ (d4): y = 3x + 2. 
VËy, tån t¹i hai tiÕp tuyÕn tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

ThÝ dô 4. ViÕt ph¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cña ®êng hypebol y = 
x

1
: 

a. T¹i ®iÓm 







2;

2

1
.  b.   T¹i ®iÓm cã hoµnh ®é b»ng −1. 

b. BiÕt r»ng hÖ sè gãc cña tiÕp tuyÕn b»ng −
4

1
. 
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 Gi¶i 
Tríc tiªn ta ®i tÝnh ®¹o hµm cña hµm sè: 

y’=
0x

lim
→∆ x

y

∆
∆

 = 
0x

lim
→∆ x

)xx(x

x

∆
∆+

∆−

 = −
0x

lim
→∆ )xx(x

1

∆+
 = −

2x

1
.   

a. T¹i ®iÓm 







2;

2

1
 ph¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cã d¹ng: 

(d1): y − 
2

1  =  y'(
2

1
)(x − 

2

1
) ⇔ (d1): y = −4x + 4. 

b. T¹i ®iÓm cã hoµnh ®é b»ng −1 ph¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cã d¹ng: 

(d2): y − y(−1) =  y'(−1)[x − (−1)] ⇔ (d2): y = −x − 2. 
c. Hª sè gãc cña tiÕp tuyÕn b»ng 3, suy ra: 

−
2
0x

1
 = −

4

1
 ⇔ 2

0x  = 4 ⇔ x0 = ±2. 

Khi ®ã: 
 T¹i x0 = 2 ph¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cã d¹ng: 

(d3): y − y(2) = y'(2)(x − 2) ⇔ (d3): y = −
4

1
x + 1. 

 T¹i x0 = −2 ph¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cã d¹ng: 

(d4): y − (−2) =  y'(−2)[x − (−2)] ⇔ (d4): y = −
4

1
x − 1. 

VËy, tån t¹i hai tiÕp tuyÕn tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

ThÝ dô 5. Cho ®êng cong (C): y = x . 
ViÕt ph¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cña ®êng cong (C): 
a. BiÕt r»ng hÖ sè gãc cña tiÕp tuyÕn b»ng 1. 
b. BiÕt r»ng tiÕp tuyÕn song song víi ®êng th¼ng (∆): x − 4y + 3 = 0. 

 Gi¶i 

Hµm sè y = x  cã y' = 
x2

1
. 

a. Tõ ®iÒu kiÖn hÖ sè gãc cña tiÕp tuyÕn b»ng 1, ta ®îc: 

x2

1
 = 1 ⇔ x  = 

2

1
 ⇔ x = 

4

1
. 

Khi ®ã, ph¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cã d¹ng:  

(d): y − y(
4

1
) = 1.(x − 

4

1
) ⇔ (d): y − 

2

1  = x − 
4

1
 ⇔ (d): y = x + 

4

1
. 

b. §êng th¼ng (∆) cã hÖ sè gãc k = 
4

1
. 
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TiÕp tuyÕn cña (C) song song víi ®êng th¼ng (∆) nªn cã hÖ sè gãc k = 
4

1
 , do ®ã: 

x2

1
 = 

4

1
 ⇔ x  = 2 ⇔ x = 4. 

Khi ®ã, ph¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cã d¹ng:  

(d): y − y(4) = 
4

1
.(x − 4) ⇔ (d): 4(y − 2) = x − 4 ⇔ (d): x − 4y + 4 = 0. 

D¹ng to¸n 6:  TÝnh ®¹o hµm cña c¸c hµm sè  
Ph¬ng ph¸p ¸p dông 

Sö dông b¶ng c¸c ®¹o hµm vµ b¶ng c¸c quy t¾c. 

ThÝ dô 1. TÝnh ®¹o hµm cña mçi hµm sè sau (a vµ b lµ h»ng sè):  

a.   y = 
4

1
x4 − 

3

1
x3 + 

2

1
x2 − x + a3.  b.   y = 

52 )1xx(

1

+−
. 

 Gi¶i 
a. Ta cã ngay: 

y' = x3 − x2 + x − 1. 
b. ViÕt l¹i hµm sè díi d¹ng: 

y = (x2 − x + 1)−5 ⇒ y' = −5(2x − 1)(x2 − x + 1)−6 = −
62 )1xx(

)1x2(5

+−

−
. 

ThÝ dô 2. T×m ®¹o hµm cña c¸c hµm sè sau: 

a.   y = ).x38(x3 25 −             b.   y = (x + 1)(x + 2)(x + 3). 

 Gi¶i 
a. Ta cã thÓ thùc hiÖn theo hai c¸ch sau: 
C¸ch 1: ViÕt l¹i hµm sè díi d¹ng: 

y = 24x5 − 9x7. 

Khi ®ã: 

y' = 120x4 − 63x6. 

C¸ch 2: Sö dông c«ng thøc tÝnh ®¹o hµm cña mét tÝch, ta cã: 

y' = 15x4(8 − 3x2) − 3x5.6x = 120x4 − 63x6. 

b. Ta cã thÓ thùc hiÖn theo ba c¸ch sau: 
C¸ch 1: (Sö dông quy t¾c cho hµm sè d¹ng y = u.v.w): Ta cã: 

y' = [(x + 1)(x + 2)(x + 3)]'  
 = (x + 1)'(x + 2)(x + 3) + (x + 1)(x + 2)'(x + 3) + (x + 1)(x + 2)(x + 3)' 
  = 1.(x + 2)(x + 3) + (x + 1).1.(x + 3) + (x + 1)(x + 2).1 
  = 3x2 + 12x + 11. 
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C¸ch 2: (Sö dông quy t¾c cho hµm sè d¹ng y = u.v): ViÕt l¹i hµm sè díi d¹ng cã: 
y = (x2 + 3x + 2)(x + 3) 

suy ra: 
y' = [(x2 + 3x + 2)(x + 3)]' = (x2 + 3x + 2)'(x + 3) + (x2 + 3x + 2)(x + 3)' 
 = (2x + 3)(x + 3) + (x2 + 3x + 2).1 = 3x2 + 12x + 11. 

C¸ch 3: ViÕt l¹i hµm sè díi d¹ng cã: 
y = x3 + 6x2 + 11x + 6 

suy ra: 
y' = (x3 + 6x2 + 11x + 6)' = 3x2 + 12x + 11. 

ThÝ dô 3. T×m ®¹o hµm cña c¸c hµm sè sau: 

a.   y = 
1x

x2
2 −

.    b.   y = 
1xx

3x5
2 ++

−
. 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

y' = 
22

2

)1x(

x2.x2)1x(2

−

−−
 = 

22

2

)1x(

2x2

−

−−
. 

b. Ta cã: 

y' = 
22

2

)1xx(

)3x5)(1x2()1xx(5

++

−+−++
 = 

22

2

)1xx(

8x6x5

++

++−
. 

ThÝ dô 4. T×m ®¹o hµm cña c¸c hµm sè sau: 

a.    y = 
xx

1
.   b.   y = x2 + xx  + 1. 

 Gi¶i 
a. ViÕt l¹i hµm sè díi d¹ng: 

y = 
xx

1
 = x−3/2 ⇒ y' = −

2

3
x−5/2  = −

xx2

3
2

. 

b. ViÕt l¹i hµm sè díi d¹ng: 

y = x2 + x3/2 + 1 ⇒ y' = 2x + 
2

3
x1/2 = 2x + 

2

3
x . 

ThÝ dô 5. T×m ®¹o hµm cña c¸c hµm sè sau: 

a.   y = 22 5x x− − .  b.   y = 
2x 1
x
+

. 

 Gi¶i 
a. Ta cã ngay: 

( )2

2 2

2 5x x ' 5 2xy '
2 2 5x x 2 2 5x x

− − − −
= =

− − − −
. 
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b. Ta cã thÓ thùc hiÖn theo c¸c c¸ch sau: 
C¸ch 1: Ta cã: 

'2

2

x 1
x

y '
x 12

x

 +
 
 =

+

2 2

2

2

2x (x 1)
x
x 12

x

− +

=
+

2

2
2

x 1
x 12x

x

−
=

+
 = 

2

3 2

x 1
2 x (x 1)

−

+
. 

C¸ch 2: ViÕt l¹i hµm sè díi d¹ng: 

 y = 
2x 1
x
+

 = 
1/ 22x 1

x
 +
 
 

 

⇒ y' = 
1
2

.
2 2

2

2x (x 1)
x

− +
.

1/ 22x 1
x

−
 +
 
 

 = 
2

3 2

x 1
2 x (x 1)

−

+
. 

ThÝ dô 6. T×m ®¹o hµm cña c¸c hµm sè sau: 

a.     y = 
x1

x1

−

+
.   b.   y = 

22 xa

x

−
. 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

y' = 
x1

x12

x1
x1

−
−

+
+−

 = 
x1)x1(

x3

−−

−
. 

b. Ta cã: 

y' = 
22

22

2
22

xa
xa

x
xa

−
−

+−

 = 
2222

2

xa)xa(

a

−−
. 

 Chó ý: §Ó tÝnh ®¹o hµm cña hµm sè y = |f(x)| trªn miÒn E sao cho f(x) ≠ 0 ta 
lùa chän mét trong hai c¸ch sau: 
C¸ch 1: Thùc hiÖn theo c¸c bíc sau: 

a. ViÕt l¹i hµm sè díi d¹ng y = )x(f 2 . 
b. Ta ®îc: 

y’ = 
)x(f

)x(f).x('f
2

 = 
|)x(f|

)x(f).x('f
. 

C¸ch 2: Thùc hiÖn theo c¸c bíc sau: 
Bíc 1: ViÕt l¹i hµm sè díi d¹ng:  

y = 




<−
≥

0)x(fvíi)x(f

0)x(fvíi)x(f
. 
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Bíc 2: Ta ®îc: 

y’ = 




<−
>

0)x(fvíi)x('f

0)x(fvíi)x('f
. 

ThÝ dô 7. TÝnh ®¹o hµm cña hµm sè y = |x − 1| t¹i c¸c ®iÓm x ≠ 1. 

 Gi¶i 
Ta cã thÓ lùa chän mét trong hai c¸ch tr×nh bµy sau:  

C¸ch 1: ViÕt l¹i hµm sè díi d¹ng: 

y = 2)1x( − . 
Ta ®îc: 

y’ = 
2)1x(2

)1x)'.(1x(2

−

−−  = 
|1x|

1x

−
−

 = 




<−
>

1xvíi1

1xvíi1
. 

C¸ch 2: ViÕt l¹i hµm sè díi d¹ng: 

y = 




<−
>−

1xvíix1

1xvíi1x
. 

Ta ®îc: 

y’ = 




<−
>

1xvíi1

1xvíi1
. 

D¹ng to¸n 7:  TÝnh ®¹o hµm cña c¸c hµm sè lîng gi¸c 

ThÝ dô 1. T×m ®¹o hµm cña c¸c hµm sè sau: 

a.     y = 5sinx − 3cosx.  b.   y = sin(x2 − 3x + 2). 

 Gi¶i 
a. Ta cã ngay: 

y' = 5cosx + 3sinx. 

b. Ta cã ngay: 

y'= (x2 − 3x + 2)’.cos(x2 − 3x + 2) = (2x − 3).cos(x2 − 3x + 2). 

ThÝ dô 2. T×m ®¹o hµm cña c¸c hµm sè sau: 

a.     y = cos 1x2 + .  b.   y = sin3x.cos5x. 

 Gi¶i 
a. Ta cã ngay: 

( )y ' 2x 1 '.sin 2x 1= + +
2 .sin 2x 1

2 2x 1
= +

+
sin 2x 1 .

2x 1
+

= −
+

 

b. Ta cã c¸c c¸ch thùc hiÖn sau: 
C¸ch 1: Ta cã ngay y’ = 3cos3x.cos5x − 5sin3x.sin5x. 
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C¸ch 2: Ta biÕn ®æi: 

( )1y sin8x sin 2x
2

= −  ( )1y ' 8cos8x 2cos 2x
2

⇒ = − 4cos8x cos 2x.= −  

ThÝ dô 3. T×m ®¹o hµm cña c¸c hµm sè sau: 

a.     y = xtan21 + .  b.   y = tan3x − cot3x. 

 Gi¶i 

a. Ta cã: 

( )2 tan x '
y '

2 1 2 tan x
=

+

2
2

cos x
2 1 2 tan x

=
+ 2

1
cos x 1 2 tan x

=
+

. 

b. Ta cã c¸c c¸ch thùc hiÖn sau: 

C¸ch 1: Ta cã ngay: 

y’ = 2 2

3 3
cos 3x sin 3x

+ 2 2

3
sin 3x.cos 3x

=
2

3
1 sin 6x
4

= 2

12
sin 6x

= . 

C¸ch 2: Ta biÕn ®æi: 

sin 3x cos3xy
cos3x sin3x

= −
2 2sin 3x cos 3x

cos3x.sin3x
−

=
2cos6x
sin 6x

= −  = − 2cot6x  

⇒ 2

12y ' .
sin 6x

=  

ThÝ dô 4. Chøng minh r»ng hµm sè sau cã ®¹o hµm kh«ng phô thuéc x: 
y = sin6x + cos6x + 3sin2x.cos2x. 

 Gi¶i 
ViÕt l¹i hµm sè díi d¹ng: 

y = (sin2x + cos2x)3 − 3sin2x.cos2x(sin2x + cos2x) + 3sin2x.cos2x = 1. 
Khi ®ã: 

y' = (1)' = 0. 
VËy, hµm sè cã ®¹o hµm kh«ng phô thuéc x. 

 NhËn xÐt:  Nh vËy, nÕu c¸c em häc sinh kh«ng thùc hiÖn viÖc ®¬n gi¶n hµm 
sè tríc khi lÊy ®¹o hµm th× sÏ ph¶i thùc hiÖm nh÷ng phÐp biÕn 
®æi kh¸c, cô thÓ: 

y’ = 6sin5x.cosx − 6cos5x.cosx + 3(2sinx.cos3x − 2sin3x.cosx) 
= 6 sinx.cosx(sin4x − cos4x + cos2x − sin2x) 
= 6 sinx.cosx[(sin2x − cos2x)(sin2x + cos2x) + cos2x − sin2x] 

= 6 sinx.cosx(sin2x − cos2x + cos2x − sin2x) = 0. 
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ThÝ dô 5. TÝnh ®¹o hµm cña hµm sè: 

y =  xcos
2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1
+++  víi x ∈ (0; π). 

 Gi¶i 
BiÕn ®æi hµm sè vÒ d¹ng: 

y = xcos
2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1
+++  = 

2

x
cos

2

1

2

1

2

1

2

1 2++  

 = 
2

x
cos

2

1

2

1

2

1

2

1
++  = 

4

x
cos

2

1

2

1 2+  = 
4

x
cos

2

1

2

1
+  

 = 
8

x
cos2  = cos

8

x
.  

Do ®ã y' = ( cos
8

x
)' = −

8

1
sin

8

x
. 

D¹ng to¸n 8:  §¼ng thøc, bÊt ®¼ng thøc chøa ®¹o hµm 

ThÝ dô 1. Chøng minh r»ng: 
a. Hµm sè y = tanx tho¶ m·n hÖ thøc y' − y2 − 1 = 0. 
b. Hµm sè y = cot2x tho¶ m·n hÖ thøc y' + 2y2 + 2 = 0. 

 Gi¶i 
a. Tríc tiªn, ta cã: 

y' = 
xcos

1
2

. 

Khi ®ã, ta cã: 

y' − y2 − 1 = 
xcos

1
2

 − tan2x − 1 = 
xcos

1
2

 − 
xcos

1
2

 = 0, ®pcm. 

b. Tríc tiªn, ta cã: 

y' = −
x2sin

2
2

. 

Khi ®ã, ta cã: 

y' + 2y2 + 2 = −
x2sin

2
2

 + 2cot22x + 2 = −
x2sin

2
2

 + 
x2sin

2
2

 = 0. 

ThÝ dô 2. Cho hµm sè f(x) = 2cos2(4x − 1). Chøng minh r»ng víi mäi x ta cã 
f'(x) ≤ 8. T×m gi¸ trÞ cña x ®Ó ®¼ng thøc x¶y ra. 

 Gi¶i 
Ta cã: 

f'(x) = −16sin(4x − 1).cos(4x − 1) = −8sin(8x − 2). 
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Suy ra: 

f'(x) = −8sin(8x − 2) = 8sin(8x − 2) ≤ 8, 

dÊu ®¼ng thøc x¶y ra khi: 

sin(8x − 2) = 1 ⇔ 8x − 2 = 
2

π
 + 2kπ ⇔ x = 

16

π
 + 

4

1
 + 

8

kπ
, k ∈  . 

D¹ng to¸n 9: Ph¬ng tr×nh, bÊt ph¬ng tr×nh chøa ®¹o hµm 

Ph¬ng ph¸p ¸p dông 
Bµi to¸n thêng ®îc ®Æt ra díi d¹ng: 

"Cho hµm sè y = f(x), h·y gi¶i ph¬ng tr×nh g(y, y') = 0" 
Khi ®ã, ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: TÝnh ®¹o hµm y'. 
Bíc 2: ChuyÓn ph¬ng tr×nh g(y, y') = 0 vÒ ph¬ng tr×nh ®¹i sè th«ng 

thêng ®Ó gi¶i. 

VÝ dô 1: T×m c¸c nghiÖm cña ph¬ng tr×nh sau: 

a. f'(x) = 0 víi f(x) = 
3

1
x3 − 2x2 − 6x − 1. 

b. f'(x) = −5 víi f(x) = 
4

1
x4 − x3 − 

2

3
x2 − 3. 

 Gi¶i 
a. Tríc tiªn, ta cã: 

f'(x) = x2 − 4x − 6. 
Khi ®ã, ph¬ng tr×nh cã d¹ng: 

x2 − 4x − 6 = 0 ⇔ x ≈ 5,162 hoÆc x ≈ −1,162.  
b. Tríc tiªn, ta cã: 

f'(x) = x3 − 3x2 − 3x. 
Khi ®ã, ph¬ng tr×nh cã d¹ng: 

x3 − 3x2 − 3x = −5 ⇔ x3 − 3x2 − 3x + 5 = 0 ⇔ (x − 1)(x2 − 2x − 5) = 0 
⇔ x = 1 hoÆc x ≈ 3,449 hoÆc x ≈ −1,449. 

VÝ dô 2: Cho hµm sè f(x) = x3 − 3x2 + 2 . H·y gi¶i bÊt ph¬ng tr×nh: 
a.     f'(x) > 0.   b.   f'(x) ≤ 3. 

 Gi¶i 
Tríc tiªn, ta cã f'(x) = 3x2 − 6x. 

a. BÊt ph¬ng tr×nh cã d¹ng: 
3x2 − 6x > 0 ⇔ x2 − 2x > 0 ⇔ x > 2 hoÆc x < 0. 

b. BÊt ph¬ng tr×nh cã d¹ng: 

3x2 − 6x ≤ 3 ⇔ x2 − 2x − 1 ≤ 0 ⇔ 1 − 2  ≤ x ≤ 1 + 2 . 
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ThÝ dô 3. Gi¶i ph¬ng tr×nh y' = 0 trong mçi trêng hîp sau: 
a.   y = sin2x − 2cosx.  b.   y = 3sin2x + 4cos2x + 10x. 
c.   y = cos2x + sinx.  d.   y = tanx + cotx. 

 Gi¶i 
a. Tríc tiªn, ta cã: 

y' = 2cos2x + 2sinx. 
Khi ®ã, ph¬ng tr×nh cã d¹ng: 

2cos2x + 2sinx = 0 ⇔ cos2x = −sinx = cos(x + 
2

π
)  

⇔ 










π+
π

−−=

π+
π

+=

k2
2

xx2

k2
2

xx2
  ⇔ 










π
+

π
−=

π+
π

=

3

k2

6
x

k2
2

x
, k ∈  . 

VËy, ph¬ng tr×nh cã hai hä nghiÖm. 
b. Tríc tiªn, ta cã: 

y' = 6cos2x − 8sin2x + 10. 
Khi ®ã, ph¬ng tr×nh cã d¹ng: 

6cos2x − 8sin2x + 10 = 0 ⇔ 4sin2x − 3cos2x = 5 ⇔ 
5

4
sin2x − 

5

3
cos2x = 1. 

§Æt 
5

4
 = cos2α th× 

5

3
 = sin2α, do ®ã ta ®îc: 

sin2xcos2α − sin2α.cos2x = 1 ⇔ sin(2x − 2α) = 1  

⇔ 2x − 2α = 
2

π
 + 2kπ ⇔ x = α + 

4

π
 + kπ, k ∈  . 

VËy, ph¬ng tr×nh cã mét hä nghiÖm. 
c. Tríc tiªn, ta cã: 

y' = −2sinx.cosx + cosx = −sin2x + cosx. 
Khi ®ã, ph¬ng tr×nh cã d¹ng: 

−sin2x + cosx = 0 ⇔ sin2x = cosx = sin(
2

π
 − x)  

⇔ 










π++
π

−π=

π+−
π

=

k2x
2

x2

k2x
2

x2
  ⇔ 










π+
π

=

π
+

π
=

k2
2

x

3

k2

6
x

, k ∈  . 

VËy, ph¬ng tr×nh cã hai hä nghiÖm. 
d. Tríc tiªn, ta cã: 

y' = 
xcos

1
2

 − 
xsin

1
2

. 
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Khi ®ã, ph¬ng tr×nh cã d¹ng: 

xcos

1
2

 − 
xsin

1
2

 = 0 ⇔ 
xcos

1
2

 = 
xsin

1
2

 ⇔ tan2x = 1 ⇔ tanx = ±1 

⇔ x = ±
4

π
 + kπ ⇔ x = 

4

π
 + 

2

kπ
, k ∈  . 

VÝ dô 3: Cho hµm sè y = mx3 + x2 + x − 5. T×m m ®Ó: 
a. y' b»ng b×nh ph¬ng cña mét nhÞ thøc bËc nhÊt. 
b. y' cã hai nghiÖm tr¸i dÊu. 
c. y' > 0 víi mäi x. 

 Gi¶i 
Tríc tiªn, ta cã y' = 3mx2 + 2x + 1. 

a. §Ó y' b»ng b×nh ph¬ng cña mét nhÞ thøc bËc nhÊt khi vµ chØ khi: 
a 0

' 0
≠

∆ =

3m 0
1 3m 0

≠
⇔  − =

 ⇔ m = 
3

1
. 

VËy, víi m = 
3

1
 tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

b. §Ó y' cã hai nghiÖm tr¸i dÊu khi vµ chØ khi ph¬ng tr×nh: 
3mx2 + 2x + 1 = 0 cã hai nghiÖm tr¸i dÊu 
⇔ P < 0 ⇔ 3m < 0 ⇔ m < 0. 

VËy, víi m < 0 tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 
c. §Ó y' > 0 víi mäi x khi vµ chØ khi: 

3mx2 + 2x + 1 > 0 ∀x. 
Trêng hîp 1: Víi m = 0 ta ®îc: 

2x + 1 > 0 ⇔ x > −
2

1
, kh«ng tho¶ m·n víi mäi x. 

Trêng hîp 2: Víi m ≠ 0 ®iÒu kiÖn lµ: 





<∆
>

0'

0a
 ⇔ 





<−
>

0m31

0m3
 ⇔ m > 

3

1
. 

VËy, víi m > 
3

1
 tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

VÝ dô 4: Cho hµm sè y = 4sinx + 3cosx + 5x. H·y gi¶i ph¬ng tr×nh y' = 0. 

 Gi¶i 
Ta cã: 

y' = 4cosx − 3sinx + 5. 
Khi ®ã: 

y' = 0 ⇔ 4cosx − 3sinx + 5 = 0 ⇔ 3sinx − 4cosx = 5 ⇔ 
5

3
sinx − 

5

4
cosx = 1. 
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§Æt 
5

3
 = cosα vµ  = 

5

4
sinα, ph¬ng tr×nh ®îc chuyÓn vÒ d¹ng: 

sinx.cosα − cosx.sinα = 1 ⇔ sin(x − α) = 1  

⇔ x − α = 
2

π
 + 2kπ ⇔ x = α + 

2

π
 + 2kπ, k ∈ Z. 

VËy, ph¬ng tr×nh cã nghiÖm x = α + 
2

π
 + 2kπ, k ∈ Z. 

D¹ng to¸n 10: Sö dông ®¹o hµm chøng minh ®¼ng thøc 

Ph¬ng ph¸p ¸p dông 

Ta ®· biÕt nÕu mét hµm sè kh«ng ®æi trong kho¶ng (a, b) th× ®¹o hµm lu«n triÖt 
tiªu trong kho¶ng ®ã. §¶o l¹i ta cã ®Þnh lÝ sau:  

§Þnh lÝ 1. NÕu hµm sè y = f(x) cã ®¹o hµm trong kho¶ng (a, b) vµ f'(x) = 0, ∀x ∈ (a, b) th× 
hµm sè y = f(x) kh«ng ®æi trong kho¶ng (a, b). 

Tõ ®ã, ®Ó thùc hiÖn c¸c d¹ng to¸n:  
D¹ng 1: Chøng minh r»ng :  

A(x) = c, ∀x ∈ D 
Ta thùc hiÖn theo c¸c bíc sau :  

Bíc 1: TÝnh A'(x), råi kh¼ng ®Þnh A'(x) = 0, ∀x ∈ D. 

Bíc 2: Chän x0 ∈ D ⇒ A(x0) = c. 
D¹ng 2: T×m ®iÒu kiÖn cña tham sè ®Ó biÓu thøc A(x) kh«ng phô thuéc vµo x. 

Ta thùc hiÖn theo c¸c bíc sau :  
Bíc 1: TÝnh A'(x), råi t×m ®iÒu kiÖn ®Ó A'(x) = 0, ∀x. 
Bíc 2: KÕt luËn. 

ThÝ dô 1. Chøng minh r»ng víi mäi x ta ®Òu cã:  
cos2(x − a) + sin2(x − b) − 2cos(x − a).sin(x − b).sin(a − b) = cos2(a − b). 

 Gi¶i 
XÐt hµm sè y =  cos2(x − a) + sin2(x − b) − 2cos(x − a).sin(x − b).sin(a − b). 
Ta cã:  

y' =  − 2sin(x − a)cos(x − a) + 2sin(x − b)cos(x − b) +  
 + 2sin(a − b)[sin(x − a).sin(x − b) −  cos(x − a).cos(x − b)] 

 =  −  sin2(x − a) + sin2(x − b) −  2sin(a − b).cos(2x − a − b) 
 = 2cos(2x − a − b).sin(a − b) −  2sin(a − b).cos(2x − a − b) = 0 

⇔ Hµm sè kh«ng ®æi. 
Ngoµi ra ta cßn cã y = y(b) =  cos2(a − b). 
VËy y =  cos2(a − b). 

ThÝ dô 2. Chøng minh biÓu thøc sau kh«ng phô thuéc vµo x:  

A = sin2(x − 
3

2π ) + sin2x + sin2(x + 
3

2π ). 
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 Gi¶i 
XÐt hµm sè  

A = sin2(x − 
3

2π ) + sin2x + sin2(x + 
3

2π ). 

Ta cã:  
'
xA = 2sin(x −

3

2π ).cos(x −
3

2π ) + 2sinx.cosx + 2sin(x +
3

2π ).cos(x +
3

2π ) 

 = sin(2x − 
3

4π ) + sin2x + sin(2x + 
3

4π ) 

 = 2sin2x.cos
3

4π  + sin2x =  − sin2x + sin2x = 0 

⇔ Hµm sè kh«ng ®æi. 

Ngoµi ra ta cßn cã A = A(0) =  
2

3 . 

VËy A = 
2

3  kh«ng phô thuéc vµo x. 

D¹ng to¸n 11: Sö dông ®Þnh nghÜa ®¹o hµm tÝnh giíi h¹n cña hµm sè 

Ph¬ng ph¸p ¸p dông 
Gi¶ sö cÇn x¸c ®Þnh giíi h¹n: 

L = 
0xx

lim
→

Q(x),  

ta cã thÓ thùc hiÖn theo c¸c bíc sau: 

Bíc 1: X¸c ®Þnh mét hµm f(x) ⇒ f(x0) 

X¸c ®Þnh f’(x) ⇒ f’(x0). 
Bíc 2: KhÐo lÐo biÕn ®æi giíi h¹n trªn vÒ mét trong c¸c d¹ng: 

L = 
0

0

xx xx

)x(f)x(f
lim

0 −
−

→
 =  f ’(x0) 

hoÆc L = 
0

0

xx xx

)x(f)x(f
lim

0 −
−

→
.P(x)  =  f ’(x0) .P(x0) víi P(x0) ≠ ∞ 

hoÆc L = 

0

0

0

0

xx

xx

)x(g)x(g
xx

)x(f)x(f

lim
0

−
−
−
−

→
 =  

)x('g

)x('f

0

0  víi g’(x0) ≠ 0. 

ThÝ dô 1. TÝnh giíi h¹n 
x 1
lim

→

2x 1
x 1

−
−

. 

 Gi¶i 
§Æt  f(x) = x2 − 1.  
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Ta cã:  
f(1) = 0, f’(x) = 2x ⇒ f’(1) = 2. 

Khi ®ã:  

x 1
lim

→

2x 1
x 1

−
−

 = 
x 1
lim

→

f (x) f (1)
x 1

−
−

 =  f’(1) = 2. 

ThÝ dô 2. TÝnh giíi h¹n 
x 1
lim

→ 2

x 8 3
x 2x 3

+ −
+ −

. 

 Gi¶i 
Ta cã thÓ tr×nh bµy theo c¸c c¸ch sau:  

C¸ch 1: (Sö dông mét hµm sè): §Æt f(x) = x 8+  − 3, ta cã f(1) = 0, 

f ’(x) =  
1

2 x 8+
 ⇒ f ’(1) = 

1
6

. 

Khi ®ã: 

x 1
lim

→ 2

x 8 3
x 2x 3

+ −
+ −

 = 
x 1
lim

→

f (x) f (1) 1.
x 1 x 3

−
− +

 =  f ’(1).
1
4

 = 
1
24

. 

C¸ch 2: (Sö dông hai hµm sè): §Æt f(x) = x 8+  − 3, ta cã f(1) = 0, 

f ’(x) =  
1

2 x 8+
 ⇒ f ’(1) = 

1
6

. 

§Æt g(x) = x2 + 2x  − 3, ta cã g(1) = 0 vµ g'(x) = 2x + 2 vµ g ’(1) = 4. 
Khi ®ã: 

x 1
lim

→ 2

x 8 3
x 2x 3

+ −
+ −

 = 
x 1
lim

→

f (x) f (1)
x 1

g(x) g(1)
x 1

−
−
−
−

 = 
f '(1)
g '(1)

 = 
1
24

. 

 NhËn xÐt:  §Ó x¸c ®Þnh giíi h¹n trªn b»ng ph¬ng ph¸p th«ng thêng, ta cÇn: 

 Thùc hiÖn phÐp nh©n liªn hîp cho x 8+  − 3 lµ x 8+  + 3. 
 Thùc hiÖn phÐp ph©n tÝch x2 + 2x − 3 = (x − 1)(x + 2). 

ThÝ dô 3. TÝnh giíi h¹n 
x 2
lim

→

3 4x 2
x 2

−
−

. 

 Gi¶i 

§Æt  f(x) = 3 4x  − 2, ta cã:  

f(2) = 0, f’(x) =  
3 2

4
3 16x

 ⇒ f’(2) = 
1
3

. 

Khi ®ã:  

x 2
lim

→

3 4x 2
x 2

−
−

 = 
x 2
lim

→

f (x) f (2)
x 2

−
−

 =  f’(2) =  
1
3

. 
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 NhËn xÐt:  §Ó x¸c ®Þnh giíi h¹n trªn b»ng ph¬ng ph¸p th«ng thêng, ta cÇn thùc 

hiÖn phÐp nhËn liªn hîp cho 3 4x  − 2 lµ ( 3 4x )2 + 2 3 4x  + 4. 

ThÝ dô 4. (§HQG − 98): TÝnh giíi h¹n 
x 1
lim

→

3x 3x 2
x 1

− −
−

. 

 Gi¶i 

§Æt  f(x) = x3 − 3x 2− , ta cã f(1) = 0, 

f '(x) = 3x2 − 3
2 3x 2−

 ⇒ f '(1) =  
3
2

. 

Khi ®ã: 

x 1
lim

→

3x 3x 2
x 1

− −
−

 = 
x 1
lim

→

f (x) f (1)
x 1

−
−

 = 
3
2

. 

 NhËn xÐt:  §Ó x¸c ®Þnh giíi h¹n trªn b»ng ph¬ng ph¸p th«ng thêng, ta cã 
thÓ lùa chän mét trong hai c¸ch: 
C¸ch 1: Thùc hiÖn ngay phÐp nh©n liªn hîp, ta ®îc: 

x 1
lim

→

3x 3x 2
x 1

− −
−

 = 
x 1
lim

→

6

3

x 3x 2
(x 1)(x 3x 2)

− +
− + −

 

 = 
x 1
lim

→

5 4 3 2

3

x x x x x 2
x 3x 2

+ + + + −
+ −

 = 
3
2

. 

C¸ch 2: Sö dông ph¬ng ph¸p gäi h»ng sè v¾ng, ta ®îc: 

x 1
lim

→

3x 3x 2
x 1

− −
−

 = 
x 1
lim

→

3x 1
x 1

−
−

 + 
x 1
lim

→

1 3x 2
x 1

− −
−

 

= 
x 1
lim

→

2(x x 1)+ +  + 
x 1
lim

→

3 3x
(x 1)(1 3x 2)

−
− + −

= 
3
2

. 

C¸c vÝ dô trªn chØ mang tÝnh minh ho¹ cho ph¬ng ph¸p cßn cha 
nªu nªn ®îc tÝnh tiÖn lîi cña ph¬ng ph¸p. Ta tiÕp tôc xÐm xÐt 
c¸c vÝ dô sau: 

ThÝ dô 5. TÝnh giíi h¹n 
x 1
lim

→

33 2

2

5 x x 7
x 1

− − +
−

. 

 Gi¶i 

§Æt  f(x) = 35 x−  − 3 2x 7+ , ta cã f(1) = 0, 

f '(x) = −
2

2

3x
2 5 x−

 − 
2 23

2x
3 (x 7)+

 ⇒ f '(1) = − 11
12

. 

Khi ®ã: 

x 1
lim

→

33 2

2

5 x x 7
x 1

− − +
−

 = 
x 1
lim

→

f (x) f (1) 1.
x 1 x 1

−
− +

 =  f’(1).
1
2

 = − 11
24

. 
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 NhËn xÐt: §Ó x¸c ®Þnh giíi h¹n trªn, ta cÇn sö dông ph¬ng ph¸p gäi h»ng sè 
v¾ng:  

x 1
lim

→

33 2

2

5 x x 7
x 1

− − +
−

=
x 1
lim

→

3

2

5 x 2
x 1
− −

−
 − 

x 1
lim

→

3 2

2

x 7 2
x 1

+ −
−

 

Sau ®ã, cã thÓ lùa chän mét trong hai c¸ch: 
C¸ch 1:   Sö dông phÐp nh©n liªn hîp. 
C¸ch 2:   Sö dông kÕt qu¶:  

x 0
lim

→

n 1 ax 1
x

+ −
 = 

a
n

. 

®îc chøng minh b»ng c¸ch ®Æt Èn phô t = n 1 ax+ . 

ThÝ dô 6. (§HSP II/Khèi A − 99): TÝnh giíi h¹n 
x 1
lim

→

54 2x 1 x 2
x 1

− + −
−

. 

 Gi¶i 

§Æt  f(x) =  54 2x 1 x 2− + − , ta cã f(1) = 0, 

f '(x) = 
34

1
2 (2x 1)−

 +  
45

1
5 (2x 1)−

 ⇒ f '(1) =  
7

10
. 

Khi ®ã:  

x 1
lim

→

54 2x 1 x 2
x 1

− + −
−

 = 
x 1
lim

→

f (x) f (1)
x 1

−
−

  = 
7

10
. 

ThÝ dô 7. TÝnh giíi h¹n 
x 0
lim

→

2 7(x 2001) 1 2x 2001
x

+ − −
. 

 Gi¶i 

§Æt  f(x) = (x2 + 2001) 7 1 2x−  − 2001, ta cã f(0) = 0, 

f '(x) = 2x 7 1 2x−  −  
2

67

2(x 2001)
7 (1 2x)

+

−
 ⇒ f '(0) =   − 4002

7
. 

Khi ®ã: 

x 0
lim

→

2 7(x 2001) 1 2x 2001
x

+ − −
 = 

x 0
lim

→

f (x) f (0)
x 0

−
−

 =  f’(0) =  − 4002
7

. 

 NhËn xÐt:  §Ó x¸c ®Þnh giíi h¹n trªn b»ng ph¬ng ph¸p th«ng thêng, ta cÇn 
sö dông ph¬ng ph¸p gäi h»ng sè v¾ng, b»ng c¸ch thªm bít P(x) 
= x2 + 2001 vµo tö thøc lµm xuÊt hiÖn giíi h¹n d¹ng: 

n 1 ax 1
x

+ −
. 
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D¹ng to¸n 12: TiÕp tuyÕn cña ®å thÞ 

ThÝ dô 1. ViÕt ph¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cña ®å thÞ hµm sè: 

a. y = 
1x

1x

+
−

, biÕt hoµnh ®é tiÕp ®iÓm lµ x0 = 0. 

b. y = 2x + , biÕt tung ®é tiÕp ®iÓm lµ y0 = 2. 

 Gi¶i 
a. Tríc tiªn, ta ®i tÝnh ®¹o hµm: 

y' = 
2)1x(

)1x(1x

+

−−+
 = 

2)1x(

2

+
. 

T¹i ®iÓm cã hoµnh ®é x0 = 0 ph¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cã d¹ng: 
(d): y − y(0) = y'(0)(x − 0) ⇔ (d): y = 2x − 1. 

b. Tríc tiªn, ta ®i tÝnh ®¹o hµm: 

y' = 
2x2

1

+
. 

T¹i ®iÓm cã tung ®é y0 = 2, ta lÇn lît cã: 
 Hoµnh ®é tiÕp ®iÓm ®îc cho bëi: 

2x +  = 2 ⇔ x + 2 = 4 ⇔ x = 2. 
 Ph¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cã d¹ng: 

(d): y − y(2) = y'(2)(x − 2) ⇔ (d): y = 
4

1
x + 

2

3
. 

ThÝ dô 2. Cho hai hµm sè y = 
2x

1
 vµ y = 

2

x2

. ViÕt ph¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn víi 

®å thÞ cña mçi hµm sè ®· cho t¹i giao ®iÓm cña chóng. TÝnh gãc gi÷a 
hai tiÕp tuyÕn kÓ trªn. 

 Gi¶i 
Hoµnh ®é giao ®iÓm cña ®å thÞ cña mçi hµm sè ®îc cho bëi: 

2x

1
 = 

2

x2

 ⇔ 






=

≠

1x

0x
3

 ⇔ x = 1. 

 Víi ®å thÞ hµm sè y = 
2x

1
 ta cã y' = −

2x

1
2

. 

Khi ®ã, ph¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn t¹i ®iÓm cã hµnh ®é x = 1 cã d¹ng: 

(d1): y − y'(1) = y'(1)(x − 1) ⇔ (d1): y = −
2

1
x + 2 . 

 Víi ®å thÞ hµm sè y = 
2

x2

 ta cã y' = 
2

x2
. 
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Khi ®ã, ph¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn t¹i ®iÓm cã hµnh ®é x = 1 cã d¹ng: 

(d2): y − y'(1) = y'(1)(x − 1) ⇔ (d2): y = x 2  − 
2

1
. 

NhËn xÐt r»ng 
1 2(d ) (d )

1k .k . 2 1
2

= − = −  nªn hai tiÕp tuyÕn (d1) vµ (d2) vu«ng gãc 

víi nhau. 
ThÝ dô 3. Cho Parabol (P): y = x2. Gäi M1 vµ M2 lµ hai ®iÓm thuéc (P) lÇn lît 

cã hoµnh ®é x1 = −2 vµ x2 = 1. H·y t×m trªn (P) mét ®iÓn C sao cho 
tiÕp tuyÕn t¹i C song song víi c¸t tuyÕn M1M2. ViÕt ph¬ng tr×nh tiÕp 
tuyÕn ®ã. 

 Gi¶i 
Tríc tiªn, ta cã: 

y' = 2x. 
Gäi k lµ hÖ sè gãc cña c¸t tuyÕn M1M2 víi Parabol (P), ta cã ngay: 

k = 
x

y

∆
∆

  = 
21

21

xx

)x(f)x(f

−
−

 = 
12

1)2( 22

−−
−−

 = −1. 

M lµ ®iÓm tuú ý thuéc ®å thÞ, gi¶ sö M cã hoµnh ®é b»ng a, khi ®ã: 
 §Ó tiÕp tuyÕn t¹i M song song víi c¸t tuyÕn M1M2 ®iÒu kiÖn lµ: 

y'(a) = −1 ⇔ 2a = −1 ⇔ a = −
2

1
. 

 T¹i M(−
2

1
;

4

1
) ph¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cã d¹ng:  

(d): y − 
4

1
 = −(x + 

2

1
) ⇔ (d): y = −x − 

4

1
. 

ThÝ dô 4. Cho hµm sè (C):  y = x3 − 3x2 + 2.  
ViÕt ph¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cña ®å thÞ, biÕt r»ng tiÕp tuyÕn vu«ng gãc 
víi ®êng th¼ng (∆):  3x − 5y − 4 = 0. 

 Gi¶i 
Ta cã:   

y’ = 3x2 − 6x vµ hÖ sè gãc cña ®êng th¼ng (∆) b»ng 
5

3 .  

Do ®ã, hoµnh ®é tiÕp ®iÓm cña tiÕp tuyÕn víi ®å thÞ hµm sè lµ nghiÖm cña ph¬ng tr×nh:  

y’.
5

3  =  − 1 ⇔ 3x2 − 6x =  − 
3

5  ⇔ 9x2 − 18x + 5 = 0 ⇔ 
x 1/ 3
x 5/ 3

=
 =

. 

 Víi x = 
3

1 , ta ®îc tiÕp tuyÕn (d1) cã d¹ng:  

(d1):  y =  − 
3

5 (x − 
3

1 ) + y(
3

1 ) ⇔ (d1):  y =  − 
3

5 x + 
27

61
. 
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 Víi x = 
3

5 , ta ®îc tiÕp tuyÕn (d1) cã d¹ng:  

(d2):  y =  − 
3

5 (x − 
3

5 ) +  y(
3

5 ) ⇔ (d2):  y =  − 
3

5 x − 
27

31
. 

VËy, tån t¹i hai tiÕp tuyÕn (d1), (d2) cña ®å thÞ tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

ThÝ dô 5. ViÕt ph¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cña Parabol y = x2, biÕt r»ng tiÕp tuyÕn ®ã 
®i qua ®iÓm A(0; −1). 

 Gi¶i 
Tríc tiªn, ta ®i tÝnh ®¹o hµm: 

y' = 2x. 
Gi¶ sö hoµnh ®é tiÕp ®iÓm lµ x0, khi ®ã ph¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cã d¹ng: 

(d): y − y(x0) = y'(x0)(x − x0) ⇔ (d): y − 2
0x  = 2x0(x − x0).  (*) 

V× ®iÓm A(0; −1) ∈ (d) nªn: 

−1 − 2
0x  = 2x0(−x0) ⇔ 2

0x  = 1 ⇔ x0 = ±1. 
Khi ®ã: 
 Víi x0 = 1, ta ®îc tiÕp tuyÕn cã ph¬ng tr×nh: 

(d1): y − 12 = 2(x − 1) ⇔ (d1): y = 2x − 1. 
 Víi x0 = −1, ta ®îc tiÕp tuyÕn cã ph¬ng tr×nh: 

(d2): y − (−1)2 = 2(−1)(x + 1) ⇔ (d2): y = −2x − 1. 
VËy, tån t¹i hai tiÕp tuyÕn tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

ThÝ dô 6. Cho hµm sè y = cos2x + msinx (m lµ tham sè) cã ®å thÞ lµ (C). T×m m 
trong mçi trêng hîp sau: 
a. TiÕp tuyÕn cña (C) t¹i ®iÓm cã hoµnh ®é x = π cã hÖ sè gãc b»ng 1. 

b. TiÕp tuyÕn cña (C) t¹i c¸c ®iÓm cã c¸c hoµnh ®é x = −
4

π
 vµ x = 

3

π
 

song song hoÆc trïng nhau. 

 Gi¶i 
Tríc tiªn, ta cã: 

y' = −2sinx.cosx + mcosx = −sin2x + mcosx.  
a. TiÕp tuyÕn cña (C) t¹i ®iÓm cã hoµnh ®é x = π cã hÖ sè gãc b»ng 1 ®iÒu kiÖn lµ: 

y'(π) = 1 ⇔ −sin2π + mcosπ = 1 ⇔ m = −1. 
VËy, víi m = −1 tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

b. TiÕp tuyÕn cña (C) t¹i c¸c ®iÓm cã c¸c hoµnh ®é x = −
4

π
 vµ x = 

3

π
 cã hÖ sè gãc b»ng: 

k1 = y'(−
4

π
) = −sin(−

2

π
) + mcos(−

4

π
) = 1 + 

2

2m
, 

k2 = y'(
3

π
) = −sin

3

2π
 + mcos

3

π
 = −

2

3
 + 

2

m
. 
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§Ó hai tiÕp tuyÕn song song hoÆc trïng nhau ®iÒu kiÖn lµ: 

k1 = k2 ⇔ 1 + 
2

2m
 = −

2

3
 + 

2

m
 ⇔ ( 2  − 1)m = − 3   − 1 ⇔ m = 

21

31

−

+
. 

VËy, víi m = 
21

31

−

+
 tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

ThÝ dô 7. T×m giao ®iÓm cña hai ®êng cong (P): y = x2 − x + 1 vµ (H): y = 
1

x 1+
. 

Chøng minh r»ng hai ®êng cong ®ã cã tiÕp tuyÕn chung t¹i giao ®iÓm 
cña chóng. 

 Gi¶i 
Hoµnh dé giao ®iÓm lµ nghiÖm cña ph¬ng tr×nh: 

x2 − x + 1 = 
1

x 1+
 ⇔ 

3x

x 1+
 = 0 ⇒ x3 = 0 ⇔ x = 0 ⇒ A(0; 1). 

VËy, hai ®å thÞ (P) vµ (H) c¾t nhau t¹i ®iÓm A(0; 1). 
Ta lÇn lît cã: 
 Ph¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cña (P) t¹i A cã d¹ng: 

(d1): y − 1 = y'(P)(0).x ⇔ (d1): y = −x + 1.  
 Ph¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cña (H) t¹i A cã d¹ng: 

(d2): y − 1 = y'(H)(0).x ⇔ (d2): y = −x + 1.  
NhËn thÊy (d1) ≡ (d2), tøc lµ (P) vµ (H) cã tiÕp tuyÕn chung t¹i A. 

D¹ng to¸n 13: Rót gon biÓu thøc, Chøng minh ®¼ng thøc, 
bÊt ®¼ng thøc tæ hîp 

VVÝÝ  ddôô  11::  Rót gän c¸c biÓu thøc: 

a. A = 1
nC  + 2 2

nC  + ... + (n − 1) 1n
nC −  + n n

nC . 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

(1 + x)n = 0
nC  + 1

nC x + 2
nC x2 + ... + 1n

nC − xn − 1 + n
nC xn.   (1) 

LÊy ®¹o hµm theo x hai vÕ cña (1), ta ®îc: 

n(1 + x)n − 1 = 1
nC  + 2 2

nC x + ... + (n − 1) 1n
nC − xn − 2 + n n

nC xn − 1.  (2) 

Thay x = 1 vµo (2), ta ®îc:  

n.2n − 1 = 1
nC  + 2 2

nC  + ... + (n − 1) 1n
nC −  + n n

nC  ⇔ A = n.2n − 1. 

 NhËn xÐt:  Nh vËy, trong lêi gi¶i cña thÝ dô trªn, chóng ta ®· sö dông khai 
triÓn Newton d¹ng (1 + x)n, sau ®ã thùc hiÖn phÐp lÊy ®¹o hµm 
theo x ®Ó lµm xuÊt hiÖn c¸c hÖ sè t¬ng øng. Vµ víi c¸ch lµm 
t¬ng tù, ta nhËn ®îc 1

nC  − 2 2
nC  + ... + n(−1)n − 1 n

nC  = 0. 
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ThÝ dô 1. Rót gän biÓu thøc: 
A = 3.2 0

nC  + 4.3 1
nC  + 5.4 2

nC  + ... + (n + 3)(n + 2) n
nC . 

 Gi¶i 
Ta cã: 

 (1 + x)n = 0
nC  + 1

nC x + 2
nC x2 + ... + 1n

nC − xn − 1 + n
nC xn 

⇔ x3(1 + x)n = x3 0
nC  + 1

nC x4 + 2
nC x5 + ... + n

nC xn + 3.   (1) 

LÊy ®¹o hµm bËc 2 theo x hai vÕ cña (1), ta ®îc: 

x2(1 + x)n + nx3(1 + x)n − 1  =  

 = 3x2 0
nC  + 4 1

nC x3 + 5 2
nC x4 + ... + (n + 3) n

nC xn + 2 

2x(1 + x)n + nx2(1 + x)n−1 + 3nx2(1 + x)n − 1  + n(n − 1)x3(1 + x)n − 2 =  

 = 3.2x 0
nC  + 4.3 1

nC x2 + 5.4 2
nC x3 + ... + (n + 3)(n + 2) n

nC xn + 1.    (2) 

Thay x = 1 vµo (2), ta ®îc:  

2n + 1 + 4n.2n−1 + n(n − 1).2n − 2  = 3.2 0
nC  + 4.3 1

nC  + 5.4 2
nC  + ... + (n + 3)(n + 2) n

nC  

⇔ A = 2n + 1 + 4n.2n−1 + n(n − 1).2n − 2. 

VVÝÝ  ddôô  22::  Víi n lµ sè nguyªn d¬ng, chøng minh r»ng: 
2
nC  + 2 3

nC  + ... +  (n − 1) n
nC  > (n − 2)2n − 1. 

 Gi¶i 
Ta lÇn lît thùc hiÖn: 

 Víi mäi x, vµ víi n lµ sè nguyªn d¬ng ta cã: 

(1 + x)n = 0
nC  + 1

nC x + 2
nC x2 + ... + 1n

nC − xn − 1 + n
nC xn.  (1) 

Thay x = 1 vµo (1), ta ®îc: 

2n = 0
nC  + 1

nC  + 2
nC  + ... + 1n

nC −  + n n
nC .    (2) 

 LÊy ®¹o hµm theo x hai vÕ cña (1), ta ®îc: 

n(1 + x)n − 1 = 1
nC  + 2 2

nC x + ... + (n − 1) 1n
nC − xn − 2 + n n

nC xn − 1.  (3) 

Thay x = 1 vµo (3), ta ®îc: 

n.2n − 1 = 1
nC  + 2 2

nC  + ... + (n − 1) 1n
nC −  + n n

nC .    (4) 

LÊy (4) − (3), ta ®îc: 

n.2n − 1 − 2n =  − 0
nC  + 2

nC  + ... + (n − 2) 1n
nC −  + (n − 1) n

nC  

⇔ 2
nC  + 2 3

nC  + ... +  (n − 1) n
nC  = (n − 2)2n − 1 + 1 > (n − 2)2n − 1, ®pcm. 
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§2. Vi ph©n 
D¹ng to¸n 1: TÝnh vi ph©n 

Ph¬ng ph¸p ¸p dông 
§Ó tÝnh vi ph©n cña hµm sè y = f(x), ta sö dông c«ng thøc: 

dy = y'dx. 

ThÝ dô 1. T×m vi ph©n cña hµm sè y = sin2x t¹i ®iÓm  x = 
3

π
 øng víi ∆x = 0,01; 

∆x = 0,001. 
 

 Gi¶i 
Ta cã: 

dy = y'∆x = 2sin2x.cos2x.∆x = sin4x.∆x. 

Khi ®ã, víi x = 
3

π
 ta lÇn lît cã: 

 Víi ∆x = 0,01 th× dy = sin
3

4π
.0,01 ≈ −0,01. 

 Víi ∆x = 0,001 th× dy = sin
3

4π
.0,001 ≈ −0,001. 

ThÝ dô 2. TÝnh vi ph©n cña mçi hµm sè sau: 

a.   y = x2 − x x  + x + 8.  b.   y = bax + . 

 Gi¶i 
a. Ta cã ngay: 

dy = y'dx = (x2 − x x  + x + 8)'dx = (2x − 
2

3
x  + 1)dx. 

b. Ta cã ngay: 

dy = y'dx = ( bax + )'dx = 
bax2

adx

+
. 

ThÝ dô 3. TÝnh vi ph©n cña mçi hµm sè sau: 

a.   y = tan23x − cot3x2.   b.   y = 1x2cos2 + . 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

dy = y'dx = 






 +
222 x3sin

x6

x3cos

x3tan6
dx. 

b. Ta cã: 

dy = y'dx = 
1x2cos2

x2cos.x2sin4
2 +

−
dx = −

1x2cos

dx.x4sin
2 +

. 
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ThÝ dô 4. Chøng minh r»ng nÕu c¸c hµm sè u = u(x), v = v(x) cã ®¹o hµm t¹i 
®iÓm x0 th× t¹i ®iÓm ®ã ta cã d(uv) = vdu + udv. 

 Gi¶i 
Ta cã: 

d(uv) = (uv)'xdx = (u'xv + uv'x)dx = u'xvdx + uv'xdx  

 = v(u'xdx) + u(v'xdx) = vdu + udv. 

 

D¹ng to¸n 2: øng dông vi ph©n vµo phÐp tÝnh gÇn ®óng 

Ph¬ng ph¸p ¸p dông 
Sö dông c«ng thøc: 

f(x0 + ∆x) ≈ f(x0) + f '(x0)∆x. 

ThÝ dô 1. TÝnh gi¸ trÞ gÇn ®óng cña 
9995,0

1
, cos45030', tan29030'. 

 Gi¶i 
a. XÐt hµm sè: 

f(x) = 
x

1
 ⇒ f'(x) = −

2x

1
. 

Khi ®ã: 

9995,0

1
 = f(1 − 0,0005) ≈ f(1) − f'(1).0,0005 = 1 + 1.0,0005 = 1,0005. 

b. XÐt hµm sè: 
f(x) = cosx ⇒ f'(x) = − sinx. 

Khi ®ã: 

cos45030' = f(450 + 300) ≈ f(450) + f'(450).
6

14,3
 = 

2

2
 − 

2

2
.

6

14,3
 = 0,7009. 

c. XÐt hµm sè: 

f(x) = tanx ⇒ f'(x) = 
xcos

1
2

. 

Khi ®ã: 

tan29030' = f(300 − 30') ≈ f(300) − f'(300).30' = f(300) − f'(300).
360

π
 = 0,566. 

ThÝ dô 2. TÝnh gi¸ trÞ gÇn ®óng cña 01,4 , 
3,20

1
 vµ 3 215 . 

 Gi¶i 

a. XÐt hµm sè f(x) = x  ⇒ f'(x) = 
x2

1
. 
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Khi ®ã: 

01,4  = f(4 + 0,01) ≈ f(4) + f '(4).0,01 = 4  + 
42

1
.0,01 = 2,0025. 

b. XÐt hµm sè: 

f(x) = 
x

1
 ⇒ f'(x) = 

3x2

1
. 

Khi ®ã: 

3,20

1
 = f(20,25 + 0,05) ≈ f(20,25) + f'(20,25).0,05 = 0,222. 

c. XÐt hµm sè: 

f(x) = 3 x  ⇒ f'(x) = 
3 2x3

1
. 

Khi ®ã: 

3 215  = f(216 − 1) ≈ f(216) − f '(216).1 = 6 − 
108

1
 = 5,991. 

 

§3. ®¹o hµm cÊp cao 
D¹ng to¸n 1: §¹o hµm cÊp cao 

Ph¬ng ph¸p ¸p dông 

Sö dông ®Þnh nghÜa vÒ ®¹o hµm cÊp cao. 

ThÝ dô 1. TÝnh ®¹o hµm cña mçi hµm sè sau ®Õn cÊp ®îc cho kÌm theo: 
a.   f(x) = x4 − cos2x, f(4)(x). b.   f(x) = cos2x, f(5)(x). 
c.   f(x) = (x + 10)6, f(n)(x). 

 Gi¶i 

a. Ta lÇn lît cã: 

f(1)(x) = 4x3 + 2sin2x,  f(2)(x) = 12x2 + 4cos2x, 

f(3)(x) = 24x − 8sin2x,  f(4)(x) = 24 − 16cos2x. 
b. Ta lÇn lît cã: 

f(x) = 
2

1
(1 + cos2x), 

f(1)(x) = −sin2x,   f(2)(x) = −2cos2x, 
f(3)(x) = 4sin2x,   f(4)(x) = 8cos2x, f(5)(x) = −16sin2x. 

c. Ta lÇn lît cã: 
f(1)(x) = 6(x + 10)5,  f(2)(x) = 30(x + 10)4, 
f(3)(x) = 120(x + 10)3,  f(4)(x) = 360(x + 10)2, 
f(5)(x) = 720(x + 10),  f(6)(x) = 720,  f(n)(x) = 0, víi n ≥ 7. 
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ThÝ dô 2. Chøng minh r»ng: 
a. NÕu y = A.sin(ωt + ϕ) + B.cos(ωt + ϕ), trong ®ã A, B, ω vµ ϕ lµ 

nh÷ng h»ng sè th× y" + ω2y = 0. 

b. NÕu y = 22x x−  th× y3.y" + 1 = 0. 

 Gi¶i 
a. LÊy ®¹o hµm liªn tiÕp hai lÇn, ta ®îc:  

y' = ωA.cos(ωt + ϕ) − ωB.sin(ωt + ϕ),   
y'' = −ω2A.sin(ωt + ϕ) − ω2B.cos(ωt + ϕ). 

Do ®ã:  
y'' + ω2y = [−ω2A.sin(ωt + ϕ) − ω2B.cos(ωt + ϕ)] +  

 + ω2[A.sin(ωt + ϕ) + B.cos(ωt + ϕ)] 
  = 0, ®pcm. 

b. LÊy ®¹o hµm liªn tiÕp hai lÇn, ta ®îc:  

2

2 2xy '
2 2x x

−
=

− 2

1 x
2x x

−
=

−
, 

( )2

2

2

2 2x2x x 1 x
2 2x xy"

2x x

−
− − − −

−=
−

( ) ( )
( )

22

2 2

2x x 1 x

2x x 2x x

− − − −
=

− −
 

( )2 2

1 .
2x x 2x x

−
=

− −
 

Do ®ã:  

y3.y" + 1 ( ) ( )
3

2

2 2

12x x . 1
2x x 2x x

−
= − +

− −
 = 0, ®pcm. 

ThÝ dô 3. TÝnh ®¹o hµm cÊp hai cña hµm sè y = x 2x1 + . 

 Gi¶i 
Ta cã:   

y' = 2x1 +  + 
2

2

x1

x

+
 = 

2

2

x1

x21

+

+
, 

y'' = 

,

2

2

x1

x21











+

+
 = 

2 2 2 1/ 2

2

4x 1 x (1 2x )x(1 x )
1 x

−+ − + +
+

 = 
2

2 3/ 2

(3 2x )x
(1 x )

+
+

. 

ThÝ dô 4. Gi¶ sö hµm sè f(x) x¸c ®Þnh vµ cã ®¹o hµm cÊp hai khi x ≤ x0. X¸c ®Þnh 
c¸c sè a, b, c ®Ó hµm sè:  

F(x) = 






>+−+−

≤

00
2

0

0

xxkhic)xx(b)xx(a

xxkhi)x(f
 

còng cã ®¹o hµm cÊp hai. 



 291 

 Gi¶i 
Tríc hÕt hµm sè F(x) ph¶i cã ®¹o hµm cÊp 1 t¹i ®iÓm x0 ⇔ c¸c ®¹o hµm mét 

phÝa t¹i ®iÓm liªn tôc x0 cña hµm F(x) ph¶i b»ng nhau.  
Bëi vËy cÇn cã:  

f(x0) = c (tÝnh liªn tôc cña hµm F(x)). 

−→∆ 0x
lim

x

)x(f)xx(f 00

∆
−∆+

 = )x(f 0
'
−  = b, tøc lµ F '(x0) = b . 

TiÕp theo, ®Ó cã ®¹o hµm cÊp hai cÇn cã:  

−→∆ 0x
lim

x

)x('F)xx('F 00

∆
−∆+

 = 
+→∆ 0x

lim
x

)x('F)xx('F 00

∆
−∆+

 

⇔ 
−→∆ 0x

lim
x

)x(f)xx(f 0
'

0
'

∆
−∆+ −−  = 

+→∆ 0x
lim

x

bbxa2

∆
−+∆

 = 2a. 

VËy, ®iÒu kiÖn lµ: 

a = 
2

1
)x(f 0

''
− , b = )x(f 0

'
−  vµ c = f(x0). 

D¹ng to¸n 2: ý nghÜa cña ®¹o hµm cÊp hai 

ThÝ dô 1. VËn tèc cña mét chÊt ®iÓm chuyÓn ®éng ®îc biÓu thÞ bëi c«ng thøc v(t) = 
8t + 3t2, trong ®ã t > 0, t tÝnh b»ng gi©y (s) vµ v(t) tÝnh b»ng mÐt/gi©y 
(m/s). T×m gia tèc cña chÊt ®iÓm: 
a. T¹i thêi ®iÓm t = 4s. 

b. T¹i thêi ®iÓm mµ vËn tèc cña chuyÓn ®éng b»ng 11. 

 Gi¶i 
C«ng thøc tÝnh gia tèc cña chÊt ®iÓm t¹i thêi ®iÓm t ®îc cho bëi: 

a(t) = v'(t) = 8 + 6t. 

a. T¹i thêi ®iÓm t = 4s, ta ®îc: 

a(4) = v'(4) = 8 + 6.4 = 32m/s2. 

b. T¹i thêi ®iÓm mµ vËn tèc cña chuyÓn ®éng b»ng 11, ta cã: 

8t + 3t2 = 11 ⇔ 3t2 + 8t − 11 = 0 
0t>

⇒  t = 1. 

Khi ®ã, ta cã gia tèc cña chÊt ®iÓm ®îc cho bëi: 

a(1) = v'(1) = 8 + 6.1 = 14m/s2. 

ThÝ dô 2. Mét chÊt ®iÓm chuyÓn ®éng cã ph¬ng tr×nh: 
S = t3 − 3t2 − 9t + 2 

trong ®ã t > 0, t tÝnh b»ng gi©y (s) vµ S tÝnh b»ng mÐt/gi©y (m/s). 
a. TÝnh vËn tèc t¹i thêi ®iÓm t = 2. 
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b. TÝnh gia tèc t¹i thêi ®iÓm t = 3. 
c. TÝnh gia tèc t¹i thêi ®iÓm vËn tèc b»ng 0. 
d. TÝnh vËn tèc t¹i thêi ®iÓm gia tèc b»ng 0. 

 Gi¶i 
Tríc tiªn, ta lÇn lît cã: 
 VËn tèc t¹i thêi ®iÓm t ®îc cho bëi: 

S' = 3t2 − 6t − 9. 
 Gia tèc t¹i thêi ®iÓm t ®îc cho bëi: 

S" = 6t − 6. 
a. VËn tèc cña chuyÓn ®éng khi t = 2s ®îc cho bëi: 

S'(2) = −9m/s. 
b. Gia tèc cña chuyÓn ®éng khi t = 3s ®îc cho bëi: 

S"(3) = 12m/s2. 
c. Thêi ®iÓm vËn tèc triÖt tiªu ®îc cho bëi: 

3t2 − 6t − 9 = 0 ⇔ t2 − 2t − 3 = 0 ⇔ 



=

−=
3t

i¹lo1t
 

tõ ®ã, suy ra gia tèc t¹i thêi ®iÓm vËn tèc triÖt tiªu ®îc cho bëi: 
S"(3) = 12m/s2. 

d. Thêi ®iÓm gia tèc triÖt tiªu ®îc cho bëi: 

6t − 6 = 0 ⇔ t = 1 
tõ ®ã, suy ra vËn tèc t¹i thêi ®iÓm gia tèc triÖt tiªu ®îc cho bëi: 

S'(1) = −12m/s. 

D¹ng to¸n 3: T×m c«ng thøc ®¹o hµm cÊp n 

Ph¬ng ph¸p ¸p dông 
Víi hµm sè y = f(x), ®Ó t×m ®îc c«ng thøc f(n)(x) ta thùc hiÖn theo c¸c bíc sau:  
Bíc 1: TÝnh f'(x), f''(x) (®«i khi cÇn tÝnh tíi f(3)(x), f(4)(x)). 
Bíc 2: Dù ®o¸n c«ng thøc tæng qu¸t  f(n)(x). 
Bíc 3: Chøng minh c«ng thøc dù ®o¸n b»ng ph¬ng ph¸p quy n¹p. 

 Chó ý:  
1. CÇn nhí c¸c c«ng thøc c¬ b¶n sau:  

a. )n(m )x(  = m(m − 1)...(m − n + 1).xm − n. 

b. (sinx)(n)  =  sin(x + n
2

π ). 

c. (cosx)(n)  =  cos(x + n
2

π ). 

2. C«ng thøc Lepnit:  NÕu u vµ v lµ c¸c hµm kh¶ vi n lÇn th× (uv)(n)  = ∑
=

n

0i

i
nC u(i).v(n − i). 
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ThÝ dô 1. Chøng minh r»ng víi mäi n ≥ 1, nÕu f(x) = cosx th× f(4n)(x) = cosx. 

 Gi¶i 
Ta ®i chøng minh b»ng ph¬ng ph¸p quy n¹p. 
 Víi n = 1, ta cã:   

f(1)(x) = −sinx,   f(2)(x) = −cosx, 
f(3)(x) = sinx,   f(4)(x) = cosx. 

Tøc lµ, c«ng thøc ®óng víi n = 1. 
 Gi¶ sö c«ng thøc ®óng víi n = k, tøc lµ:   

f(4k)(x) = cosx. 
 Ta chøng minh c«ng thøc ®óng víi n = k + 1, tøc lµ chøng minh:   

f(4k + 4)(x) = cosx. 
ThËt vËy:   

f(4k + 1)(x) = −sinx,  f(4k + 2)(x) = −cosx, 
f(4k + 3)(x) = sinx,  f(4k + 4)(x) = cosx, ®pcm. 

VËy, ta ®îc f(4n)(x) = cosx. 

ThÝ dô 2. Cho hµm sè y = sinx. Chøng minh r»ng y(n) = sin(x + n
2

π ). 

 Gi¶i 
Ta chøng minh b»ng quy n¹p. 

 Víi n = 1, ta cã y' = cosx =  sin(x + 
2

π
) ®óng. 

 Gi¶ sö c«ng thøc ®óng víi n = k, tøc lµ y(k) = sin(x + k
2

π
). 

 Ta chøng minh c«ng thøc ®óng víi n = k + 1, tøc lµ chøng minh:   

y(k + 1) =  sin[x + (k + 1)
2

π ]. 

ThËt vËy:   

y(k + 1) = [y(k)]' = [sin(x + k
2

π )]' =  cos(x + k
2

π ) =  sin(x + k
2

π  + 
2

π ) 

 =  sin[x + (k + 1)
2

π ]. 

VËy, ta ®îc y(n) = sin(x + n
2

π ). 

ThÝ dô 3.  

a. Cho hµm sè f(x) = tanx. TÝnh f(n)(x) víi n = 1, 2, 3. 

b. Chøng minh r»ng nÕu f(x) = sin2x th× f(4n)(x) = −24n − 1.cos2x. 
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 Gi¶i 
a. Ta lÇn lît cã: 

f(1)(x) = 
xcos

1
2

 = 1 + tan2x, 

f(2)(x) = 
xcos

xtan2
2

 = 2tanx.(1 + tan2x) = 2tanx + 2tan3x, 

f(3)(x) = 
xcos

2
2

 + 
xcos

xtan6
2

2

 = 
xcos

xtan62
2

2+
. 

b. Tríc tiªn, ta viÕt l¹i hµm sè díi d¹ng: 

f(x) = 
2

1
(1 − cos2x). 

Ta ®i chøng minh b»ng ph¬ng ph¸p quy n¹p. 
 Víi n = 1, ta cã:   

f(1)(x) = sin2x,   f(2)(x) = 2cos2x, 
f(3)(x) = −22.sin2x,  f(4)(x) = −23.cos2x. 

Tøc lµ, c«ng thøc ®óng víi n = 1. 
 Gi¶ sö c«ng thøc ®óng víi n = k, tøc lµ:   

f(4k)(x) = −24k − 1.cos2x. 
 Ta chøng minh c«ng thøc ®óng víi n = k + 1, tøc lµ chøng minh:   

f(4k + 4)(x) = −24k + 3.cos2x. 
ThËt vËy:   

f(4k + 1)(x) = 24k.sin2x,        f(4k + 2)(x) = 24k + 1.cos2x, 
f(4k + 3)(x) = −24k + 2.sin2x,        f(4k + 4)(x) = −24k + 3.cos2x, ®pcm. 

VËy, ta ®îc f(4n)(x) = −24n − 1.cos2x. 

ThÝ dô 4. Cho hµm sè y = 
x

1
. TÝnh ®¹o hµm cÊp n cña hµm sè.  

 Gi¶i 
Ta cã:  

y' = (x − 1)' = (− 1)x−2,   y'' = (−1)(− 2)x−3 = (−1)2.2!.x−2−1, 
y(3) =  (−1)(−2)(−3)x−4 = (−1)3.3!.x−3−1,… 

Dù ®o¸n y(n) = 1nn x!.n.)1( −−− . 
Ta ®i chøng minh dù ®o¸n trªn b»ng quy n¹p − B¹n ®äc tù lµm. 

 Chó ý: Nh vËy, chóng ta ®· lµm quen ®îc víi viÖc x¸c ®Þnh c«ng thøc tÝnh 
®¹o hµm cÊp n cña mét sè hµm c¬ b¶n. ViÖc më réng c¸c c«ng thøc 
®ã dùa trªn kÕt qu¶ cña ®Þnh lÝ sau:  

§Þnh lÝ:  Chøng minh r»ng nÕu hµm sè f(x) cã ®¹o hµm cÊp n, th×:  

[f(ax + b)](n) = an f(n)(ax + b). 
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ThÝ dô 5. Cho hµm sè y = 
1x2

1

+
. TÝnh ®¹o hµm cÊp n cña hµm sè.  

 Gi¶i 

y' = −
2)1x2(

2

+
; y'' = 

3

2

)1x2(

2.2

+
vµ y''' = −

4

3

)x1(

3.2.2

+
. 

Dù ®o¸n: 

y(n)  = 
1n

nn

)1x2(

!n.2.)1(
++

−
.  

Ta ®i chøng minh dù ®o¸n trªn b»ng ph¬ng ph¸p quy n¹p. 
 Víi n = 1, ta cã:  

y' = 
11)1x2(

!1.2).1(
++

−
 = −

2)1x2(

2

+
 ®óng. 

 Gi¶ sö c«ng thøc ®óng víi n = k, tøc lµ y(k) =  
1k

kk

)1x2(

!k.2.)1(
++

−
.  (*) 

 Ta ®i chøng minh (2) ®óng víi n = k + 1, tøc lµ chøng minh:  

y(k + 1) = 
2k

1k1k

)1x2(

)!1k.(2.)1(
+

++

+

+−
. 

ThËt vËy:  

y(k + 1) = [y(k)]' = [
1k

kk

)1x2(

!k.2.)1(
++

−
]' = (−1)k.2k.k! 

'

1k)1x2(

1









+ +
 

   = (−1)k.2k.k! 








+

+
−

+2k)1x2(

)1k(2
 = 

2k

1k1k

)1x2(

)!1k.(2.)1(
+

++

+

+−
, ®pcm. 

VËy, ta ®îc: 

y(n)  = 
1n

nn

)1x2(

!n.2.)1(
++

−
. 

ThÝ dô 6. Cho hµm sè y = 
2x3x

1
2 +−

. TÝnh ®¹o hµm cÊp n cña hµm sè.  

 Gi¶i 
Tríc hÕt ta ®a hµm sè  vÒ d¹ng thuËn tiÖn ®Ó lÊy ®¹o hµm, ta cã: 

y = 
2x3x

1
2 +−

 = 
)1x)(2x(

1

−−
 = 

2x

A

−
 + 

1x

B

−
 = 

)1x)(2x(

B2Ax)BA(

−−
−−+

 

Suy ra: 





=−−
=+

1B2A

0BA
⇔ 





−=
=

1B

1A
. 



 296 

Do ®ã hµm sè ®îc viÕt l¹i díi d¹ng y = 
2x

1

−
 − 

1x

1

−
. 

Tõ ®ã ta dù ®o¸n kÕt qu¶ lµ:  

y(n)  = (−1)n .n!.
1n)2x(

1
+−

 − (−1)n.n!.
1n)1x(

1
+−

 

     = (−1)n .n!. 



− +1n)2x(

1  − 



− +1n)1x(

1
.  

Ta ®i chøng minh dù ®o¸n trªn b»ng ph¬ng ph¸p quy n¹p − §Ò nghÞ b¹n ®äc tù lµm. 

ThÝ dô 7. TÝnh ®¹o hµm cÊp n cña hµm sè y = sin2x, tõ ®ã suy ra ®¹o hµm cÊp n 
cña hµm sè y = cos2x. 

 Gi¶i 
NhËn xÐt r»ng:   

(sinx)' = cosx = sin(x + 
2

π
) vµ (cosx)' =  − sinx = cos(x + 

2

π
). 

Do ®ã:   

y = sin2x = 
2

1
(1 − cos2x) = 

2

1
[1 + sin(2x − 

2

π
)]. 

y' = 
2

1 .2sin(2x − 
2

π  + 
2

π ) = sin2x,  

y'' = 2sin(2x + 
2

π ) vµ y(3) = 22sin(2x + 2.
2

π ), 

Dù ®o¸n:  

y(n) = 2n − 1sin[2x + (n − 1).
2

π ]. 

Ta chøng minh dù ®o¸n trªn b»ng ph¬ng ph¸p quy n¹p  −  §Ò nghÞ b¹n ®äc tù lµm. 
Tõ h»ng ®¼ng thøc: 

cos2x + sin2x = 1 = h»ng sè  

⇒ (cos2x)(n) = − (sin2x)(n) = − 2n − 1sin[2x + (n − 1).
2

π ].  

ThÝ dô 8. Cho hµm sè y = sin3x. TÝnh ®¹o hµm cÊp n cña hµm sè.  

 Gi¶i 
Tríc hÕt ta ®a hµm sè  vÒ d¹ng thuËn tiÖn ®Ó lÊy ®¹o hµm, ta cã:  

y = 
4

3
sinx − 

4

1
sin3x. 

Tõ ®ã ta dù ®o¸n kÕt qu¶ lµ:   

y(n)  = 
4

3
sin(x + n

2

π
) − 

4

1
.3n.sin(3x + n

2

π
). 

Ta chøng minh dù ®o¸n trªn b»ng ph¬ng ph¸p quy n¹p  −  §Ò nghÞ b¹n ®äc tù lµm. 

ThÝ dô 9. Cho hµm sè y = sinax sinbx. TÝnh ®¹o hµm cÊp n cña hµm sè.  
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 Gi¶i 
Tríc hÕt ta ®a hµm sè  vÒ d¹ng thuËn tiÖn ®Ó lÊy ®¹o hµm, ta cã:  

y = 
2

1
[cos(a − b)x −  cos(a + b)x]. 

Tõ ®ã ta dù ®o¸n kÕt qu¶ lµ:    

y(n) =
2

1 {(a − b)n .cos[(a − b)x + n
2

π ] −  (a + b)n .cos[(a + b)x + n
2

π ]}. 

Ta chøng minh dù ®o¸n trªn b»ng ph¬ng ph¸p quy n¹p  −  §Ò nghÞ b¹n ®äc tù lµm. 

ThÝ dô 10. Cho hµm sè y = x.cosax. TÝnh ®¹o hµm cÊp n cña hµm sè.  

 Gi¶i 
Sö dông c«ng thøc Lepnit , ta dù ®o¸n kÕt qu¶ lµ:    

y(n)  = xan.cos(ax + n
2

π
) + 1

nC an − 1.cos[ax + (n − 1)
2

π
]. 

Ta chøng minh dù ®o¸n trªn b»ng ph¬ng ph¸p quy n¹p  −  §Ò nghÞ b¹n ®äc tù lµm. 

D¹ng to¸n 4: sö dông §¹o hµm cÊp cao chøng minh ®¼ng thøc, bÊt ®¼ng 
thøc tæ hîp 

ThÝ dô 1. Rót gän c¸c biÓu thøc: 

a. A = 2.1 2
nC   − 3.2 3

nC  + ... + n(n − 1)(−1)n n
nC . 

b. B = 3.2 0
nC  + 4.3 1

nC  + 5.4 2
nC  + ... + (n + 3)(n + 2) n

nC . 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

(1 − x)n = 0
nC  − 1

nC x + 2
nC x2 − 3

nC x3 + ... + ( − 1)n n
nC xn.   (1) 

LÊy ®¹o hµm bËc hai theo x hai vÕ cña (1), ta ®îc: 
−n(1 − x)n − 1 = − 1

nC  + 2 2
nC x − 3 3

nC x2 +... + n(−1)n n
nC xn − 1 

n(1 − x)n − 2 = 2.1 2
nC  − 3.2 3

nC x +... + n(n − 1)(−1)n n
nC xn − 2.  (2) 

Thay x = 1 vµo (2), ta ®îc:  
0 = 2.1 2

nC   − 3.2 3
nC  + ... + n(n − 1)(−1)n n

nC  ⇔ A = 0. 
b. Ta cã: 

 (1 + x)n = 0
nC  + 1

nC x + 2
nC x2 + ... + 1n

nC − xn − 1 + n
nC xn 

⇔ x3(1 + x)n = x3 0
nC  + 1

nC x4 + 2
nC x5 + ... + n

nC xn + 3.   (3) 
LÊy ®¹o hµm bËc 2 theo x hai vÕ cña (3), ta ®îc: 

x2(1 + x)n + nx3(1 + x)n − 1   = 3x2 0
nC  + 4 1

nC x3 + 5 2
nC x4 + ... + (n + 3) n

nC xn + 2 

2x(1 + x)n + nx2(1 + x)n−1 + 3nx2(1 + x)n − 1  + n(n − 1)x3(1 + x)n − 2 =  
 = 3.2x 0

nC  + 4.3 1
nC x2 + 5.4 2

nC x3 + ... + (n + 3)(n + 2) n
nC xn + 1.    (4) 
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Thay x = 1 vµo (4), ta ®îc:  
2n + 1 + 4n.2n−1 + n(n − 1).2n − 2  =  

= 3.2 0
nC  + 4.3 1

nC  + 5.4 2
nC  + ... + (n + 3)(n + 2) n

nC  

⇔ B = 2n + 1 + 4n.2n−1 + n(n − 1).2n − 2. 

C.  C¸c bµi to¸n chän läc 
 

VÝ dô 1: Dïng ®Þnh nghÜa, tÝnh ®¹o hµm cña hµm sè:  

f(x) = x2 − sinx t¹i ®iÓm x0 = 
2
π

. 

 Gi¶i 
Ta cã:  

f '(
2
π

) = 
x

2

f (x) f ( / 2)lim
x / 2π

→

− π
− π

 = 

2
2

x
2

x sin x 1
4lim

x / 2π
→

π
− − +

− π
 

  = 

1

x
2

L

lim(x )
2π

→

π
+



 + 

2

x
2

L

1 sin xlim
x

2
π

→

−
π

−


.     (1) 

Ta lÇn lît: 
 Víi L1, ta cã ngay L1 = π.      (2) 

 Víi L2, b»ng phÐp ®æi biÕn t = 
2
π  − x, ta ®îc:  

L2 =
t 0

1 sin( t)
2lim
t→

π
− −

−
= −

t 0

1 cos tlim
t→

− = −
( )

2

2t 0

t2t.sin
2lim

4 t / 2→
 = 0.   (3) 

Thay (2), (3) vµo (1), ta ®îc f '(
2
π

) = π. 

 NhËn xÐt:  Nh vËy, trong lêi gi¶i trªn ®Ó tÝnh ®¹o hµm chóng ta cÇn x¸c ®Þnh 

gi¸ trÞ cña mét giíi h¹n d¹ng 
0

0
 vµ ë ®©y chóng ta ®· t¸ch nã 

thµnh hai giíi h¹n con (bao gåm 
)x(Q

)x(P
 vµ d¹ng lîng gi¸c) ®Ó 

®a nã vÒ d¹ng ®¬n gi¶n h¬n. 

VÝ dô 2: T×m ®¹o hµm cña c¸c hµm sè sau: 

a.    y = 
1x)1x(

1

++
.  b.   y = 

1x1x

2

−++
. 
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 Gi¶i 
a. ViÕt l¹i hµm sè díi d¹ng: 

y = 
2

3

)1x(

1

+

 = 2

3

)1x(
−

+  ⇒ y' = −
2

3 2

5

)1x(
−

+ . 

b. ViÕt l¹i hµm sè díi d¹ng: 

y = 
)1x1x)(1x1x(

)1x1x(2

−−+−++
−−+

 = 1x1x −−+ . 

Khi ®ã: 

y' = 
1x2

1

+
 − 

1x2

1

−
. 

VÝ dô 3: TÝnh ®¹o hµm cña hµm sè y =  1xxx 2 +−+ . 

 Gi¶i 
Ta cã:   

 y' = ( 1xxx 2 +−+ )' = 
1xxx2

1

2 +−+
(x + 1xx2 +− )' 

 =
1xxx2

1

2 +−+
(1 +

1xx2

1x2
2 +−

−
) =

1xx.1xxx4

1x21xx2

22

2

+−+−+

−++−
. 

VÝ dô 4: T×m ®¹o hµm cña c¸c hµm sè sau: 

a.    y = 
xcosxsin

xcosxsin

−
+

.  b.  y = 
x2tan1

xsin2

+
.  

 Gi¶i 
a. Ta cã c¸c c¸ch thùc hiÖn sau: 

C¸ch 1: Ta cã ngay: 

y' =
2)xcosx(sin

)xcosx)(sinxsinx(cos)xcosx)(sinxsinx(cos

−

++−−−
= −

2)xcosx(sin

2

−
. 

C¸ch 2: Ta biÕn ®æi: 

2 sin x
4y

2cos x
4

π + 
 =

π − + 
 

tan x
4
π = − + 

 
 

'

2

x
4y '

cos x
4

π + 
 ⇒ = −

π + 
 

2

1 .
cos x

4

= −
π + 

 

 

b. Ta cã ngay: 

y' = 
2

22

)x2tan1(

xsin).x2tan1()x2tan1(x2sin

+

+−+
. 
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VÝ dô 5: T×m ®¹o hµm cña c¸c hµm sè sau: 

a.    y = 
1x

1xcos
2

2

+

+
.   

1b. y , x k , k .
cos x 2

π
= ≠ + π ∈  

 Gi¶i 
a. Ta cã ngay: 

y' = 
1x

1x

1xcos.x
1x.

1x

x
.1xsin

2

2

2
2

2

2

+
+

+
−+

+
+−

 

 = 
1x)1x(

)1xcos1xsin1x(x
22

222

++

+−++−
. 

b. Ta viÐt l¹i: 

2

1y
cos x

=  

'

2

1y '
cos x

 
⇒ =  

 

( )2

2

cos x '

cos x
= −

2 2

2sin x cos x
2 cos x.cos x

−
= −

2

tan x
cos x

=
tan x .
cos x

=   

VÝ dô 6: Gi¶i c¸c ph¬ng tr×nh: 
a. f’(x) = g(x) víi f(x) = sin32x vµ g(x) = 4cos2x – 5sin4x. 

b. f’(x) = 0 víi f(x) = 20cos3x + 12cos5x – 15cos4x. 

 Gi¶i 
a. Tríc tiªn, ta cã: 

f'(x) = 6sin22x.cos2x. 

Tõ ®ã: 

f’(x) = g(x) ⇔ 6sin22x.cos2x = 4cos2x – 5sin4x 

⇔ 6sin22x.cos2x = 4cos2x – 10sin2x.cos2x 

⇔ (3sin22x + 5sin2x − 2).cos2x = 0 ⇔ 






=−+

=

02x2sin5x2sin3

0x2cos
2

 

⇔ 










−=

=

=

i¹lo2x2sin
3

1
x2sin

0x2cos

⇔ 













π+−π=

π+=

π+
π

=

k2
3

1
arcsinx2

k2
3

1
arcsinx2

k
2

x2

  ⇔ 













π+−
π

=

π+=

π
+

π
=

k
3

1
arcsin

2

1

2
x

k
3

1
arcsin

2

1
x

2

k

4
x

. 

VËy, ph¬ng tr×nh cã ba hä nghiÖm. 
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b. Tríc tiªn, ta cã: 

f'(x) = −60sin3x − 60sin5x + 60sin4x 

Tõ ®ã: 

f’(x) = 0 ⇔ −60sin3x − 60sin5x + 60sin4x = 0 

⇔ sin5x + sin3x − sin4x = 0 ⇔ 2sin4x.cosx − sin4x = 0 

⇔ (2cosx − 1)sin4x = 0 ⇔ 









=

=

0x4sin
2

1
xcos

 

⇔ 









π=

π+
π

±=

kx4

k2
3

x
  ⇔ 










π
=

π+
π

±=

4

k
x

k2
3

x
, k ∈  . 

VËy, ph¬ng tr×nh cã ba hä nghiÖm. 

VÝ dô 7: Cho hµm sè f(x) = 2x3x2 −+− . T×m m ®Ó ph¬ng tr×nh sau cã nghiÖm:  

)x('f)x23(

)x(f2 2

−
 = 2xxm2 −+ .    (1) 

 Gi¶i 

Ta cã f'(x) = 
2x3x2

3x2
2 −+−

+−
. 

Khi ®ã, ph¬ng tr×nh (1) cã d¹ng: 

2x3x)x23(2

)3x2)(2x3x(2
2

2

−+−−

+−−+−
 = 2xxm2 −+  

2

3
x≠

⇔ 2x3x2 −+−  = 2xxm2 −+  
2

3
x≠

⇔  − x2 + 3x − 2 = 2m + x − x2 ≥ 0  

⇔ 











+=

≠

≥−+−

1mx
2

3
x

02x3x 2

 ⇔ 






≠+=

≤≤

2

3
1mx

2x1
. 

Do ®ã, ®Ó ph¬ng tr×nh cã nghiÖm, ®iÒu kiÖn lµ: 







≠+

≤+≤

2

3
1m

21m1
 ⇔ 







≠

≤≤

2

1
m

1m0
. 

VËy, víi m ∈ [0; 1]\








2

1
, ph¬ng tr×nh cã nghiÖm. 



 302 

VÝ dô 8: Cho hµm sè f(x) = 2x 2x− . H·y gi¶i bÊt ph¬ng tr×nh f'(x) ≤ f(x). 

 Gi¶i 
Tríc tiªn, ta cã: 

f'(x) = 
x2x

1x
2 −

−
. 

Khi ®ã, bÊt ph¬ng tr×nh cã d¹ng: 

x2x

1x
2 −

−
 ≤ x2x2 −  ⇔ 







−≤−

>−

x2x1x

0x2x
2

2

 ⇔ 






≥+−

>−

01x3x

0x2x
2

2

 

⇔ 








−
≤

+
≥

<>

2

53
xhoÆc

2

53
x

0xhoÆc2x

 ⇔ x < 0 hoÆc x ≥ 
2

53 +
. 

VËy, bÊt ph¬ng tr×nh cã nghiÖm lµ x < 0 hoÆc x ≥ 
2

53 +
. 

VÝ dô 9: T×m m ®Ó ph¬ng tr×nh sau nghiÖm ®óng víi mäi x: 
sinmx + cosmx = 1. 

 Gi¶i 
§Æt f(x) =  sinmx + cosmx, khi ®ã yªu cÇu bµi to¸n ®îc ph¸t biÓu díi d¹ng: 

f(x) = 1, ∀x ⇔ 








=





 π

∀=

)2(1
4

f

)1(x,0)x('f

 

Gi¶i (1):  Ta ®îc:  
m.cosx. sinm − 1x − msinx.cosm − 1x = 0, ∀x  
⇔ m.sinx.cosx(sinm − 2x − cosm − 2x) = 0, ∀x  

⇔ 




∀=

=
−− x,xcosxsin

0m
2m2m

⇔ 



=
=

2m

0m
. 

Ta xÐt tõng trêng hîp  cña m ®Ó gi¶i (2):  
 Víi m = 0, ta ®îc:  

f 





 π

4
 = 

0

2

2










 +  

0

2

2










 = 2, kh«ng tho¶ m·n. 

 Víi m = 2, t¬ng tù ta ®îc f 





 π

4
 = 1, tho¶ m·n. 

VËy, víi m = 2 ph¬ng tr×nh nghiÖm ®óng víi mäi x. 

VÝ dô 10: (§HGTVT − 98): TÝnh giíi h¹n 
x 0
lim

→

1 2x 1 sin x
3x 4 2 x

− + +
+ − −

. 
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 Gi¶i 

§Æt f(x) = 1 − 2x 1+  + sinx, ta cã f(0) = 0, 

f '(x) =   − 1
2x 1+

 +  cosx ⇒ f '(0) = 0. 

§Æt  g(x) = 3x 4+  − 2 − x, ta cã g(0) = 0, 

g '(x) = 
3

2 3x 4+
 − 1 ⇒ g '(0) =  − 1

4
. 

Khi ®ã: 

x 0
lim

→

1 2x 1 sin x
3x 4 2 x

− + +
+ − −

 = 
x 0
lim

→

f (x) f (0)
x 0

g(x) g(0)
x 0

−
−
−
−

  = 
f '(0)
g '(0)

 = 0. 

 NhËn xÐt:  §Ó x¸c ®Þnh giíi h¹n trªn b»ng ph¬ng ph¸p th«ng thêng ta ph¶i 
thùc hiÖn nh sau: 

1 2x 1 sin x
3x 4 2 x

− + +
+ − −

= (
1 2x 1 sin x

x
− + +

):(
3x 4 2 x

x
+ − −

) 

 = (
1 2x 1

x
− +

 + 
sin x

x
):(

3x 4 2
x
+ −  − 1) 

 = (
2x

x(1 2x 1)
−

+ +
 + 

sin x
x

):(
3x

x( 3x 4 2)+ +
 − 1) 

 = (
2

1 2x 1
−

+ +
 + 

sin x
x

):(
3

3x 4 2+ +
 − 1). 

Tõ ®ã: 

x 0
lim

→

1 2x 1 sin x
3x 4 2 x

− + +
+ − −

= 

=
x 0
lim

→
(

2
1 2x 1

−
+ +

+
sin x

x
):(

3
3x 4 2+ +

 − 1) = 0. 

VÝ dô 11: TÝnh giíi h¹n 
4

x

lim
π

→

tan2x.tan(
4

π
-x). 

 Gi¶i 
a. ViÕt l¹i giíi h¹n díi d¹ng: 

4
x

lim
π

→

tan2x.tan(
4

π
 − x) = 

4
x

lim
π

→

tan( x)
4

cot 2x

π
−

. 
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Sö dông hai hµm sè f(x) vµ g(x), trong ®ã: 

 §Æt f(x) = tan(
4

π
 − x), ta cã:  

f(
4

π
) = 0, f’(x) = −

)x
4

(cos

1

2 −
π

 ⇒ f’(
4

π
) = −1. 

 §Æt g(x) = cot2x, ta cã:  

g(
4

π
) = 0, g’(x) = −

x2sin

2
2

 ⇒ g’(
4

π
) = −2. 

Khi ®ã:  

4
x

lim
π

→

tan( x)
4

cot 2x

π
−

 = 
0x

lim
→

4
x

)
4

(g)x(g

4
x

)
4

(f)x(f

π
−

π
−

π
−

π
−

 = 
)

4
('g

)
4

('f

π

π

 = 
2

1
. 

VÝ dô 12: Cho hµm sè (C):  y =  − x3 + 3x2 − 2. T×m c¸c ®iÓm thuéc ®å thÞ (C) mµ 
qua ®ã kÎ ®îc mét vµ chØ mét tiÕp tuyÕn víi ®å thÞ (C). 

 Gi¶i 

XÐt ®iÓm A(a,  − a3 + 3a2 − 2) thuéc ®å thÞ hµm sè.  
TiÕp tuyÕn qua A tiÕp xóc víi ®å thÞ hµm sè t¹i M(x0, y(x0)) cã d¹ng: 

(d):  y = ( − 3 2
0x  + 6 x0)(x − x0)  − 3

0x  + 3 2
0x  − 2. 

§iÓm A∈(d) khi:   

 − a3 + 3a2 − 2 = (−3 2
0x  + 6 x0)(a − x0)  − 3

0x  + 3 2
0x  − 2   

⇔ (−3 2
0x  + 6 x0)(a − x0) + a3 − 3a2 − 3

0x  + 3 2
0x  = 0 

⇔ (−3 2
0x  + 6x0 + a2 + ax0 + 2

0x  − 3a − 3x0)(a − x0) = 0  

⇔ (−2 2
0x  + 3x0 + a2 + ax0 − 3a)(a − x0) = 0  

⇔ (a + 2x0 − 3)(a − x0)(a − x0) = 0 ⇔ 







−

=

=

2

a3
x

ax

0

0
. 

§Ó qua A kÎ ®îc mét tiÕp tuyÕn víi (C) ta ph¶i cã:   

a = 
2

a3 − ⇔ a = 1. 

VËy, qua ®iÓm A(1; 0) (chÝnh lµ ®iÓm uèn cña ®å thÞ (C)) kÎ ®îc mét vµ chØ mét 
tiÕp tuyÕn víi ®å thÞ (C). 
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VÝ dô 13: Cho hµm sè y = x3 + 3x2 + 3x + 5. 
a. Chøng minh r»ng trªn ®å thÞ kh«ng tån t¹i hai ®iÓm sao cho hai 

tiÕp tuyÕn t¹i hai ®iÓm ®ã cña ®å thÞ lµ vu«ng gãc víi nhau. 
b. X¸c ®Þnh k ®Ó trªn ®å thÞ cã Ýt nhÊt mét ®iÓm mµ tiÕp tuyÕn t¹i ®ã 

vu«ng gãc víi ®êng th¼ng y = kx. 

 Gi¶i 
a. Ta cã:   

y' = 3x2 + 6x + 3.  
Gi¶ sö hai ®iÓm A, B cã hoµnh ®é theo thø tù lµ xA, xB, thuéc ®å thÞ, ta cã:  
 HÖ sè gãc cña tiÕp tuyÕn t¹i A, B cã gi¸ trÞ lµ y'(xA) vµ y'(xB). 
 Hai tiÕp tuyÕn t¹i A vµ B vu«ng gãc víi nhau  

⇔ y'(xA) y'(xB) =  − 1 ⇔ (3 2
Ax  + 6xA + 3)(3 2

Bx  + 6xb + 3) = −1  

⇔ 9( 2
Ax  + 2xA + 1)( 2

Bx  + 2xB + 1) = −1  

⇔ 9(xA + 1)2(xB + 1)2 = −1 m©u thuÉn. 
VËy, trªn ®å thÞ kh«ng tån t¹i hai ®iÓm sao cho hai tiÕp tuyÕn t¹i hai ®iÓm ®ã cña 

®å thÞ lµ vu«ng gãc víi nhau. 
b. §iÓm M(x0, y0) thuéc ®å thÞ, ta cã:  
 HÖ sè gãc cña tiÕp tuyÕn t¹i M cã gi¸ trÞ lµ y'(x0). 
 TiÕp tuyÕn vu«ng gãc víi ®êng th¼ng y = kx  

⇔ ky'(x0)  = −1 ⇔ k(3 2
0x  + 6x0 + 3) =  − 1 ⇔ 3k(x0 + 1)2 = −1. (1) 

§Ó tån t¹i Ýt nhÊt mét ®iÓm M tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi  

⇔ ph¬ng tr×nh (1) cã nghiÖm ⇔ 3k < 0 ⇔ k < 0. 

VËy, víi k ≤ 0 tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

VÝ dô 14: Cho hyperbol (H) cã ph¬ng tr×nh y = 
x

1
. 

a. T×m ph¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn (T) cña (H) t¹i tiÕp ®iÓm A cã hoµnh 
®é a (víi a ≠ 0). 

b. Gi¶ sö (T) c¾t trôc Ox t¹i ®iÓm I vµ c¾t trôc Oy t¹i ®iÓm J. Chøng 
minh r»ng A lµ trung ®iÓm cña ®o¹n th¼ng IJ. Tõ ®ã, suy ra c¸ch 
vÏ tiÕp tuyÕn (T). 

c. Chøng minh r»ng diÖn tÝch ∆OIJ kh«ng phô thuéc vµo vÞ trÝ cña 
®iÓm A. 

 Gi¶i 
a. Tríc tiªn, ta cã: 

y' = −
2x

1
. 
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Ph¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn (T) t¹i ®iÓm A cã d¹ng:  

(T): y − y(a) = y'(a)(x − a) ⇔ (T): y = −
2a

1
(x − a) − 

a

1
. 

b. Ta lÇn lît cã: 
 To¹ ®é giao ®iÓm I cña tiÕp tuyÕn (T) vµ trôc Ox lµ nghiÖm cña hÖ ph¬ng tr×nh:  







−−−=

=

a

1
)ax(

a

1
y

0y

2

 ⇔ 




=
=

0y

a2x
 ⇔ I(2a; 0). 

 To¹ ®é giao ®iÓm J cña tiÕp tuyÕn (T) vµ trôc Oy nghiÖm cña hÖ ph¬ng tr×nh:  







−−−=

=

a

1
)ax(

a

1
y

0x

2

 ⇔ 






=

=

a

2
y

0x
 ⇔ J(0; 

a

2
). 

NhËn xÐt r»ng xI + xJ = 2a = 2xA   vµ  yI + yJ = 
a

2
 = 2yA 

suy ra A lµ trung ®iÓm cña ®o¹n th¼ng IJ. 
Tõ ®ã, suy ra c¸ch vÏ tiÕp tuyÕn (T) nh sau: 
 Trªn Ox lÊy ®iÓm I(2a; 0). 

 Trªn Oy lÊy ®iÓm J(0; 
a

2
). 

 Nèi IJ ta ®îc tiÕp tuyÕn (T). 
c. DiÖn tÝch tam gi¸c OIJ ®îc x¸c ®Þnh bëi:   

S = 
2

1
OI.OJ = 

2

1
.|2a|.

|a|

2
 = 2 − kh«ng phô thuéc vµo a. 

VËy, diÖn tÝch ∆OIJ kh«ng phô thuéc vµo vÞ trÝ cña ®iÓm A. 

VÝ dô 15: Cho hµm sè (Hm): y = 
x 4m

2(mx 1)

−
−

. 

a. Chøng minh r»ng víi mäi m ≠ ± 1

2
, c¸c ®êng cong (Hm) ®Òu ®i 

qua hai ®iÓm cè ®Þnh A vµ B. 
b. Chøng minh r»ng tÝch c¸c hÖ sè gãc cña c¸c tiÕp tuyÕn víi (Hm) t¹i 

hai ®iÓm A vµ B lµ mét h»ng sè khi m biÕn thiªn. 

 Gi¶i 
a. Gi¶ sö M(x0; y0) lµ ®iÓm cè ®Þnh cña hä (Hm). Khi ®ã:  

y0 = 0

0

x 4m

2(mx 1)

−
−

, ∀m ⇔ 2(x0y0 + 2)m − x0 − 2y0 = 0, ∀m  

⇔ 0 0

0 0

x y 2 0

x 2y 0

+ =
− − =

 ⇔ 0 0

0 0

x 2y

( 2y )y 2 0

= −
 − + =

⇒ 
A( 2;1)

B(2; 1)

−
 −

. 

VËy, hä (Cm) lu«n ®i qua hai ®iÓm cè ®Þnh A(−2; 1) vµ M2(2; −1). 
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b. Tríc tiªn, ta cã: 

y' = 
2

2

4m 1

2(mx 1)

−
−

. 

Khi ®ã, tÝch c¸c hÖ sè gãc cña c¸c tiÕp tuyÕn víi (Hm) t¹i hai ®iÓm A vµ B ®îc 
cho bëi: 

kA.kB = y'(−2).y'(2)  

 = 
2

2

4m 1

2( 2m 1)

−
− −

.
2

2

4m 1

2(2m 1)

−
−

 = 
2 2

2 2

(4m 1)

4(2m 1) .(2m 1)

−
+ −

 = 
1

4
. 

VÝ dô 16: T×m mét ®iÓm trªn ®å thÞ hµm sè y = 
1x

1

−
 sao cho tiÕp tuyÕn t¹i ®ã 

cïng víi c¸c trôc to¹ ®é t¹o thµnh mét tam gi¸c cã diÖn tÝch b»ng 2. 

 Gi¶i 
Tríc tiªn, ta cã: 

y' = −
2)1x(

1

−
. 

M lµ ®iÓm tuú ý thuéc ®å thÞ, gi¶ sö M cã hoµnh ®é b»ng a, khi ®ã M(a; y(a)) vµ 
ph¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn t¹i M cã d¹ng:  

(d): y − y(a) = y'(a)(x − a) ⇔ (d): y = −
2)1a(

1

−
(x − a) − 

1a

1

−
. 

To¹ ®é giao ®iÓm A cña tiÕp tuyÕn t¹i M vµ trôc Oy nghiÖm cña hÖ ph¬ng tr×nh:  









−
−−

−
−=

=

1a

1
)ax(

)1a(

1
y

0x

2

 ⇔ 








−

−
=

=

2)1a(

1a2
y

0x

 ⇔ A(0; 
2)1a(

1a2

−

−
). 

To¹ ®é giao ®iÓm B cña tiÕp tuyÕn t¹i M vµ trôc Ox lµ nghiÖm cña hÖ ph¬ng tr×nh:  









−
−−

−
−=

=

1a

1
)ax(

)1a(

1
y

0y

2

 ⇔ 




=
−=

0y

1a2x
 ⇔ B(2a − 1; 0). 

DiÖn tÝch tam gi¸c OAB ®îc x¸c ®Þnh bëi:   

S = 
2

1
OA.OB = 

2

1
.

2)1a(

1a2

−

−
.|2a − 1| = 

2

1
2

2

)1a(

)1a2(

−

−
. 

§Ó tam gi¸c cã diÖn tÝch b»ng 2, ®iÒu kiÖn lµ: 

2

2

)1a(2

)1a2(

−

−
 = 2 ⇔ 




−−=−

−=−
)1a(21a2

)1a(21a2
 ⇔ a = 

4

3
. 

VËy, ®iÓm cÇn t×m trªn ®å thÞ hµm sè lµ M(
4

3
; −4). 

VÝ dô 17: Rót gän biÓu thøc: 

A = 0
nC  + 2 1

nC  + 3 2
nC  + ... + n 1n

nC −  + (n + 1) n
nC . 
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 Gi¶i 
Ta cã: 

(1 + x)n = 0
nC  + 1

nC x + 2
nC x2 + ... + 1n

nC − xn − 1 + n
nC xn 

⇔ x(1 + x)n = x 0
nC  + 1

nC x2 + 2
nC x3 + ... + 1n

nC − xn + n
nC xn + 1.  (1) 

LÊy ®¹o hµm theo x hai vÕ cña (1), ta ®îc: 

(1 + x)n + nx(1 + x)n − 1  =  

= 0
nC  + 2 1

nC x + 3 2
nC x2 + ... + n 1n

nC − xn − 1 + (n + 1) n
nC xn.  (2) 

Thay x = 1 vµo (2), ta ®îc:  

2n + n.2n − 1 = 0
nC  + 2 1

nC  + 3 2
nC  + ... + n 1n

nC −  + (n + 1) n
nC   

⇔ B = 2n + n.2n − 1. 

 NhËn xÐt: Nh vËy, trong lêi gi¶i cña vÝ dô trªn, nÕu c¸c em häc sinh hiÓu mét 
c¸ch thô ®éng ý tëng nhËn ®îc trong c©u a) th× sÏ thÊy lóng tóng 
víi th¾c m¾c " Lµm c¸ch nµo ®Ó n©ng ®îcgi¸ trÞ cña hÖ sè ? ". Tuy 
nhiªn, c©u tr¶ lêi l¹i rÊt ®¬n gi¶n bëi   " §Ó n©ng ®îc hÖ sè ta ®i 
n©ng bËc cho x " vµ ë ®©y chóng ta ®· thùc hiÖn viÖc nh©n c¶ hai vÕ 
cña biÓu thøc víi x tríc khi lÊy ®¹o hµm. Nh vËy, c¸c em häc sinh 
cã thÓ tæng qu¸t ho¸ ®îc cho: 

B* = k 0
nC  + (k + 1) 1

nC  + (k + 2) 2
nC  + ... + (k + n) n

nC . 

Nh vËy, chóng ta ®· biÕt c¸ch gi¶i quyÕt cho viÖc t¹o ra hÖ sè øng 
víi mçi r

nC  vµ mét c©u hái ®îc ®Æt ra kh¸ tù nhiªn tõ c¸c em häc 
sinh kh¸ vµ giái lµ " Chóng ta ®· biÕt lÊy ®¹o hµm vµ ®· biÕt tíi kh¸i 
niÖm ®¹o hµm cÊp cao do ®ã hµm to¸n cã thÓ x©y dùng ra c¸c vÞ dô 
míi víi yªu cÇu lÊy ®¹o hµm nhiÒu lÇn ". 

VÝ dô 18: Víi n lµ sè nguyªn d¬ng, chøng minh r»ng: 

a. 0
nC  − 2 1

nC  + 22 2
nC  − ... + ( − 1)n. 2n n

nC  = ( − 1)n. 

b. 1
nC  − 2 2

nC  + 3 3
nC  − ... + ( − 1)k − 1k k

nC  + ... + ( − 1)n − 1n n
nC  = 0. 

 Gi¶i 
Víi mäi x, vµ víi n lµ sè nguyªn d¬ng ta cã: 

(1 − x)n = 0
nC  − 1

nC x + 2
nC x2 − ... + ( − 1)k k

nC xk + ... + ( − 1)n n
nC xn.  (1) 

a. Thay x = 2 vµo (1), ta ®îc: 

( − 1)n = 0
nC  − 2 1

nC  + 22 2
nC  − ... + ( − 1)n. 2n n

nC  , ®pcm. 
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b. LÊy ®¹o hµm theo x hai vÕ cña (1), ta ®îc: 

 − n(1 − x)n − 1 =  − 1
nC  + 2 2

nC x + ... + n( − 1)n n
nC xn − 1.   (2) 

Thay x = 1 vµo (2), ta ®îc: 

0 =  − 1
nC  + 2 2

nC  + ... + n( − 1)n n
nC  

⇔ 1
nC  − 2 2

nC  + 3 3
nC  − ... + ( − 1)n − 1n n

nC  = 0, ®pcm. 

VÝ dô 19: Víi n lµ sè nguyªn d¬ng, chøng minh r»ng: 
a. (§HTCKT 2000): 1

nC  + 2 2
nC  + ... + (n − 1) 1n

nC −  + n n
nC  = n.2n − 1. 

b. 2.1 2
nC  + 3.2 3

nC  + ... + n(n − 1) n
nC  = n(n − 1).2n − 2. 

 Gi¶i 
Víi mäi x, vµ víi n lµ sè nguyªn d¬ng ta cã: 

(1 + x)n = 0
nC  + 1

nC x + 2
nC x2 + ... + 1n

nC − xn − 1 + n
nC xn.  (1) 

LÊy ®¹o hµm theo x hai vÕ cña (1), ta ®îc: 
n(1 + x)n − 1 = 1

nC  + 2 2
nC x + ... + (n − 1) 1n

nC − xn − 2 + n n
nC xn − 1 . (2) 

a. Thay x = 1 vµo (2), ta ®îc: 
n.2n − 1 = 1

nC  + 2 2
nC  + ... + (n − 1) 1n

nC −  + n n
nC , ®pcm. 

b. LÊy ®¹o hµm theo x hai vÕ cña (2), ta ®îc: 
n(n − 1)(1 + x)n − 2 = 2.1 2

nC  + 3.2 3
nC x + ... + n(n − 1) n

nC xn − 2.  (3) 
Thay x = 1 vµo (3), ta ®îc: 

n(n − 1).2n − 2 = 2.1 2
nC  + 3.2 3

nC  + ... + n(n − 1) n
nC , ®pcm. 

VÝ dô 20: Víi n lµ sè nguyªn d¬ng, chøng minh r»ng: 

 (−1)r r
rC r

nC  + ( − 1)r + 1 r
1rC +

1r
nC +  + ... + ( − 1)n r

nC n
nC  = 0,  

víi r nguyªn d¬ng vµ r ≤ n. 

 Gi¶i 
Víi mäi x, vµ víi n lµ sè nguyªn d¬ng ta cã: 

(1 + x)n = 0
nC  + 1

nC x + 2
nC x2 + ... + 1n

nC − xn − 1 + n
nC xn.  (1) 

LÊy ®¹o hµm cÊp r theo x hai vÕ cña (1), ta ®îc: 

n(n − 1)...(n − r + 1)(1 + x)n − r = ∑
=

−+−−
n

rk

rkk
nxC)1rk)...(1k(k .  (2) 

Chia hai vÕ cña (2) cho r!, ta ®îc: 

!r

1 n(n − 1)...(n − r + 1)(1 + x)n − r = ∑
=

−+−−n

rk

rkk
n xC

!r

)1rk)...(1k(k  

 = ∑
=

−

−

n

rk

rkk
n xC

)!rk!.(r

!k = ∑
=

−n

rk

rkk
n

r
k xCC .   (3) 
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Thay x = −1 vµo (3), ta ®îc: 

0 = ∑
=

−−
n

rk

rkk
n

r
k )1(CC ⇔ ∑

=
−

n

rk

kk
n

r
k )1(CC  = 0, ®pcm. 

VÝ dô 21: Víi n lµ sè nguyªn d¬ng, chøng minh r»ng: 
2
nC  + 2 3

nC  + ... +  (n − 1) n
nC  > (n − 2)2n − 1. 

 Gi¶i 

Ta lÇn lît thùc hiÖn: 

 Víi mäi x, vµ víi n lµ sè nguyªn d¬ng ta cã: 

(1 + x)n = 0
nC  + 1

nC x + 2
nC x2 + ... + 1n

nC − xn − 1 + n
nC xn.  (1) 

Thay x = 1 vµo (1), ta ®îc: 

2n = 0
nC  + 1

nC  + 2
nC  + ... + 1n

nC −  + n n
nC .    (2) 

 LÊy ®¹o hµm theo x hai vÕ cña (1), ta ®îc: 

n(1 + x)n − 1 = 1
nC  + 2 2

nC x + ... + (n − 1) 1n
nC − xn − 2 + n n

nC xn − 1.  (3) 

Thay x = 1 vµo (3), ta ®îc: 

n.2n − 1 = 1
nC  + 2 2

nC  + ... + (n − 1) 1n
nC −  + n n

nC .    (4) 

LÊy (4) − (3), ta ®îc: 

n.2n − 1 − 2n =  − 0
nC  + 2

nC  + ... + (n − 2) 1n
nC −  + (n − 1) n

nC  

⇔ 2
nC  + 2 3

nC  + ... +  (n − 1) n
nC  = (n − 2)2n − 1 + 1 > (n − 2)2n − 1, ®pcm. 

VÝ dô 22: Víi n lµ sè nguyªn d¬ng, chøng minh r»ng: 
1
nC  + 4 2

nC  + ... + n2n − 1. n
nC  =  

= n.4n − 1. 0
nC  − (n − 1).4n − 2 1

nC  + (n − 2).4n − 3 2
nC  + ... + (− 1) n − 1. 1n

nC − . 

 Gi¶i 

a. Víi mäi x, vµ víi n lµ sè nguyªn d¬ng ta cã: 

(1 + x)n = 0
nC  + 1

nC x + 2
nC x2 + ... + 1n

nC − xn − 1 + n
nC xn.  (1) 

LÊy ®¹o hµm theo x hai vÕ cña (1), ta ®îc: 

n(1 + x)n − 1 = 1
nC  + 2 2

nC x + ... + (n − 1) 1n
nC − xn − 2 + n n

nC xn − 1. (2) 

Thay x = 2 vµo (2), ta ®îc: 

n.3n − 1 = 1
nC  + 4 2

nC  + ... + n2n − 1. n
nC .     (3) 
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b. Víi mäi x, vµ víi n lµ sè nguyªn d¬ng ta cã: 

 (x − 1)n = 0
nC xn − 1

nC xn − 1 + ... + (− 1)n n
nC .    (4) 

LÊy ®¹o hµm theo x hai vÕ cña (4), ta ®îc: 

n(x − 1)n − 1 = n 0
nC xn − 1 − (n − 1) 1

nC xn − 2 + ... + ( − 1)n − 1 1n
nC − .  (5) 

Thay x = 4 vµo (5), ta ®îc: 

n.3n − 1 = n.4n − 1. 0
nC  − (n − 1).4n − 2 1

nC  + ... + (− 1) n − 1. 1n
nC − .  (6) 

Tõ (3) vµ (6), suy ra ®iÒu cÇn chøng minh. 

VÝ dô 23: Chøng minh ®¼ng thøc: 
1n

n
1n1

n
2n0

n
1n C)1(...C4)1n(C4n −−−− −++−−  = n

n
1n2

n
21

n C2n...C2C −+++  

 Gi¶i 
Ta cã: 

n
n

n1n1
n

n0
n

n C)1(...)x2(C)x2(C)1x2( −++−=− − .   (1) 

LÊy ®¹o hµm theo x hai vÕ cña (1), ta ®îc: 

+−−=− −−− 2n1
n

1n0
n

1n )x2(C)1n(2)x2(nC2)1x2(n2  

+ 1n
n

1n C2)1(... −−−+ .  (2) 

Thay x = 2 vµo (2), ta ®îc: 

+−−= −−− 1
n

2n0
n

1n1n C4)1n(C4n3n 1n
n

1n C2)1(... −−−+     (3) 

MÆt kh¸c, ta cã: 
nn

n
33

n
22

n
1
n

0
n

n xC...xCxCxCC)x1( +++++=+ .   (4) 

LÊy ®¹o hµm theo x hai vÕ cña (4), ta ®îc: 
1nn

n
2
n

1
n

1n xnC...xC2C)x1(n −− +++=+ .    (5) 

Thay x = 2 vµo (5), ta ®îc: 
n
n

1n2
n

1
n

1n C2n...C4C3n −− +++= .     (6) 

Tõ (3) vµ (6), suy ra ®iÒu cÇn chøng minh. 

VÝ dô 24: Víi n lµ sè nguyªn d¬ng, chøng minh r»ng: 

n

1 ( 1
nC  + 2 2

nC  + 3 3
nC  + ... +  n n

nC ) < n!. 

 Gi¶i 
Víi mäi x, vµ víi n lµ sè nguyªn d¬ng ta cã: 

(1 + x)n = 0
nC  + 1

nC x + 2
nC x2 + ... + 1n

nC − xn − 1 + n
nC xn.   (1) 
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LÊy ®¹o hµm theo x hai vÕ cña (1), ta ®îc: 

n(1 + x)n − 1 = 1
nC  + 2 2

nC x + ... + (n − 1) 1n
nC − xn − 2 + n n

nC xn − 1.  (2) 

Thay x = 1 vµo (2), ta ®îc: 

n.2n − 1 = 1
nC  + 2 2

nC  + ... + (n − 1) 1n
nC −  + n n

nC .    (3) 

Khi ®ã, bÊt ®¼ng thøc ®îc chuyÓn vÒ d¹ng: 

2n − 1 < n!. 

Ta sÏ ®i chøng minh bÊt ®¼ng thøc trªn b»ng ph¬ng ph¸p qui n¹p  −  B¹n ®äc 
tham kh¶o trong chñ ®Ò ho¸n vÞ. 
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