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ch­¬ng 4 −  giíi h¹n 

A.  KiÕn thøc cÇn nhí 

I.  D·y sè cã giíi h¹n 0 

1. ®Þnh nghÜa d·y sè cã giíi h¹n 0 

§Þnh nghÜa: Ta nãi d·y sè (un) cã giíi h¹n lµ 0 (hay cã giíi h¹n 0) nÕu mäi sè h¹ng 
cña d·y sè ®Òu cã gi¸ trÞ tuyÖt ®èi nhá h¬n mét sè d­¬ng nhá tuú ý cho 
tr­íc kÓ tõ mét sè h¹ng nµo ®ã trë ®i. 

Khi ®ã, ta viÕt: 

)u(lim nn +∞→
 = 0, viÕt t¾t lµ lim(un) = 0 hoÆc limun = 0 hoÆc un → 0. 

NhËn xÐt:  

1. D·y sè (un) cã giíi h¹n 0 khi vµ chØ khi d·y sè (un) cã giíi h¹n 0. 

2. D·y sè kh«ng ®æi (un) víi un = 0 cã giíi h¹n 0. 

2. mét sè d·y sè cã giíi h¹n 0 th­êng gÆp 

Tõ ®Þnh nghÜa, ta cã c¸c kÕt qu¶: 

a. lim
n

1
 = 0. b. lim 

n

1
 = 0. c. lim 

3 n

1
 = 0. 

§Þnh lÝ 1: Cho hai d·y sè (un) vµ (vn). NÕu un ≤ vn víi mäi n vµ limvn = 0 th× limun = 0. 

§Þnh lÝ 2: NÕu q < 1 th× limqn = 0. 

II. D·y sè cã giíi h¹n h÷u h¹n 

3. ®Þnh nghÜa d·y sè cã giíi h¹n 

§Þnh nghÜa: Ta nãi d·y sè (un) cã giíi h¹n lµ sè thùc L nÕu )Lu(lim nn
−

+∞→
 = 0. 

Khi ®ã, ta viÕt: 
)u(lim nn +∞→
 = L, viÕt t¾t lµ lim(un) = L hoÆc limun = L hoÆc un → L. 

4. mét sè ®Þnh lÝ 

§Þnh lÝ 1: Gi¶ sö limun = L. Khi ®ã: 

a. limun = L vµ lim 3
nu  = 3 L . 

b. NÕu un ≥ 0 víi mäi n th× L ≥ 0 vµ lim nu  = L . 
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§Þnh lÝ 2: Gi¶ sö limun = L, limvn = M vµ c lµ mét h»ng sè. Khi ®ã: 

a. C¸c d·y sè (un + vn), (un − vn), (un.vn) vµ (cun) cã giíi h¹n vµ: 
 lim(un + vn) = L + M. 

 lim(un − vn) = L − M. 
 lim(un.vn) = LM. 
 lim(cun) = cL. 

b. NÕu M ≠ 0 th× d·y sè 








n

n

v

u
 cã giíi h¹n vµ lim

n

n

v

u
 = 

M

L
. 

5. tæng cña cÊp sè nh©n lïi v« h¹n 

Víi cÊp sè nh©n (un) cã c«ng béi q tho¶ m·n q < 1 th×: 

S = u1 + u2 + …  = 
q1

u1

−
. 

III. D·y sè cã giíi h¹n v« cùc 

1. d·y sè cíi giíi h¹n +∞   

§Þnh nghÜa: Ta nãi d·y sè (un) cã giíi h¹n lµ +∞ nÕu mäi sè h¹ng cña d·y sè ®Òu lín 
h¬n mét sè d­¬ng lín tuú ý cho tr­íc kÓ tõ mét sè h¹ng nµo ®ã trë ®i. 

Khi ®ã, ta viÕt: 
)u(lim nn +∞→
 = +∞, viÕt t¾t lµ lim(un) = +∞ hoÆc limun = +∞ hoÆc un → +∞. 

Tõ ®Þnh nghÜa, ta cã c¸c kÕt qu¶: 
a. lim n = +∞. 

b. lim n  = +∞. 

c. lim 3 n  = +∞. 

2. d·y sè cã giíi h¹n −∞   

§Þnh nghÜa: Ta nãi d·y sè (un) cã giíi h¹n lµ  −∞ nÕu mäi sè h¹ng cña d·y sè ®Òu 
nhá h¬n mét sè ©m tuú ý cho tr­íc kÓ tõ mét sè h¹ng nµo ®ã trë ®i. 

Khi ®ã, ta viÕt: 

)u(lim nn +∞→
 = −∞, viÕt t¾t lµ lim(un) = −∞ hoÆc limun = −∞ hoÆc un → −∞. 

NhËn xÐt: NÕu limun = −∞ th× lim(−un) = +∞. 

 Chó ý:  

1. C¸c d·y sè cã giíi h¹n +∞ vµ −∞ ®­îc gäi chung lµ c¸c d·y sè cã giíi h¹n v« cùc 
hay dÇn ®Õn v« cùc. 

2. D·y sè cã giíi h¹n lµ sè thùc L ®­îc gäi lµ d·y sè cã giíi h¹n h÷u h¹n.  
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3. mét vµi quy t¾c t×m giíi h¹n v« cùc 

Quy t¾c 1: NÕu limun = ±∞ vµ limvn = ±∞ th× lim(un.vn) ®­îc cho trong b¶ng sau: 

limun limvn lim(un.vn) 

+∞ +∞ +∞ 

+∞ −∞ −∞ 

−∞ +∞ −∞ 

−∞ −∞ +∞ 

Quy t¾c 2: NÕu limun = ±∞ vµ limvn = L ≠ 0 th× lim(un.vn) ®­îc cho trong b¶ng sau: 

limun DÊu cña L lim(un.vn) 
+∞ + +∞ 
+∞ − −∞ 
−∞ + −∞ 
−∞ − +∞ 

Quy t¾c 3: NÕu limun = L ≠ 0, limvn = 0 vµ vn  ≠ 0 víi mäi n th× lim 
n

n

v

u
 ®­îc cho trong 

b¶ng sau: 

DÊu cña L DÊu cña vn lim
n

n

v

u
 

+ + +∞ 
+ − −∞ 
− + −∞ 
− − +∞ 

4. Mét sè kÕt qu¶ 

a. lim
n

q n

 = +∞ vµ lim
nq

n
 = 0, víi q > 1. 

Më réng: Ta cã lim
k

n

n

q
 = +∞ vµ lim

n

k

q

n
, víi q > 1 vµ k lµ mét sè nguyªn 

d­¬ng. 
b. Cho hai d·y sè (un) vµ (vn). 

 NÕu un ≤ vn víi mäi n vµ lim un = +∞ th× lim vn = +∞. 

 NÕu lim un = L ∈ R vµ limvn = +∞ th× lim 
n

n

v

u
 = 0. 

 NÕu lim un = +∞ (hoÆc −∞) vµ lim vn = L ∈ R th× lim (un + vn) = +∞ (hoÆc −∞). 
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IV. §Þnh nghÜa vµ mét sè ®Þnh lÝ vÒ giíi h¹n cña hµm sè 
1. giíi h¹n cña hµm sè t¹i mét ®iÓm 

§Þnh nghÜa 1 (Giíi h¹n h÷u h¹n): Gi¶ sö (a; b) lµ mét kho¶ng chøa ®iÓm x0 vµ y = 
f(x) lµ mét hµm sè x¸c ®Þnh trªn mét kho¶ng (a; b), cã thÓ trõ ë mét 
®iÓm x0. Ta nãi hµm sè f(x) cã giíi h¹n lµ sè thùc L khi x dÇn ®Õn x0 
(hoÆc t¹i ®iÓm x0) nÕu víi mäi sè d·y sè (xn) trong tËp hîp (a; b)\{x0} 
mµ lim xn = x0 ta ®Òu cã lim f(xn) = L. 

Khi ®ã, ta viÕt: 

0xx
lim
→

f(x) = L hoÆc f(x) → L khi x → x0. 

Tõ ®Þnh nghÜa, ta cã c¸c kÕt qu¶: 

1. 
0xx

lim
→

c = c, víi c lµ h»ng sè. 

2. NÕu hµm sè f(x) x¸c ®Þnh t¹i ®iÓm x0 th× )x(flim
0xx→

 = f(x0). 

§Þnh nghÜa 2 (Giíi h¹n v« cùc): Gi¶ sö (a; b) lµ mét kho¶ng chøa ®iÓm x0 vµ   y = 
f(x) lµ mét hµm sè x¸c ®Þnh trªn mét kho¶ng (a; b), cã thÓ trõ ë mét 
®iÓm x0. Ta nãi hµm sè f(x) cã giíi h¹n v« cùc khi x dÇn ®Õn x0 
(hoÆc t¹i ®iÓm x0) nÕu víi mäi sè d·y sè (xn) trong tËp hîp (a; b)\{x0} 
mµ lim xn = x0 ta ®Òu cã limf(xn) = ±∞. 

Khi ®ã, ta viÕt: 

0xx
lim
→

f(x) = ±∞ hoÆc f(x) → ±∞ khi x → x0. 

2. giíi h¹n cña hµm sè t¹i v« cùc 

§Þnh nghÜa 3: Gi¶ sö hµm sè y = f(x) x¸c ®Þnh trªn kho¶ng (a; +∞). Ta nãi hµm sè 
f(x) cã giíi h¹n lµ sè thùc L khi x dÇn ®Õn +∞ nÕu víi mäi sè d·y sè 
(xn) trong kho¶ng (a; +∞) mµ lim xn = +∞ ta ®Òu cã lim f(xn) = L. 

Khi ®ã, ta viÕt: 

+∞→x
lim f(x) = L hoÆc f(x) → L khi x → x0. 

 Chó ý:  C¸c giíi h¹n 
−∞→x

lim f(x) = L, 
+∞→x

lim f(x) = ±∞, 
−∞→x

lim f(x) = ±∞ ®­îc ®Þnh 

nghÜa t­¬ng tù. 
Ta cã, c¸c kÕt qu¶ sau víi sè nguyªn d­¬ng k bÊt k× cho tr­íc: 

1. 
kx x

1
lim

+∞→
 = 0. 

2. 
kx x

1
lim

−∞→
 = 0. 

3. k

x
xlim

+∞→
 = +∞. 

4. k

x
xlim

−∞→
 = 





∞−
∞+

lÎknÕu

n½chknÕu
. 
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3. mét sè ®Þnh lÝ vÒ giíi h¹n h÷u h¹n 

§Þnh lÝ 1: Gi¶ sö 
0xx

lim
→

f(x) = L vµ 
0xx

lim
→

g(x) = M (L, M ∈ R). Khi ®ã: 

a. 
0xx

lim
→

[f(x) ± g(x)] = L ± M; 

b. 
0xx

lim
→

[f(x).g(x)] = L.M; 

§Æc biÖt, nÕu c lµ h»ng sè th× 
0xx

lim
→

[c.f(x)] = cL; 

c. NÕu M ≠ 0 th× 
0xx

lim
→ )x(g

)x(f
 = 

M

L
. 

§Þnh lÝ 2: Gi¶ sö 
0xx

lim
→

f(x) = L ∈ R. Khi ®ã: 

a. 
0xx

lim
→

f(x) = L; 

b. 
0xx

lim
→

3 )x(f  = 3 L ; 

c. NÕu f(x) ≥ 0 víi  th× L ≥ 0 vµ 
0xx

lim
→

)x(f  = L . 

§Þnh lÝ 3:  Gi¶ sö f(x), g(x) vµ h(x) lµ ba hµm sè x¸c ®Þnh trªn mét kho¶ng (a; b) 
chøa ®iÓm x0, cã thÓ trõ ë mét ®iÓm x0. NÕu f(x) ≤ g(x) ≤ h(x) víi mäi x ∈ (a; b)\{x0} 
vµ 

0xx
lim
→

f(x) = 
0xx

lim
→

h(x) = L th× 
0xx

lim
→

g(x) = L. 

 Chó ý: C¸c ®Þnh lÝ 1, ®Þnh lÝ 2, ®Þnh lÝ 3 vÉn ®óng khi thay x → x0 bëi x → ±∞. 

V. Giíi h¹n mét bªn 

§Þnh nghÜa 1 (Giíi h¹n ph¶i): Gi¶ sö hµm sè f(x) x¸c ®Þnh trªn mét kho¶ng (x0; b) 
(x0 ∈ R). Ta nãi hµm sè f(x) cã giíi h¹n ph¶i lµ sè thùc L khi x dÇn 
®Õn x0 (hoÆc t¹i ®iÓm x0) nÕu víi mäi sè d·y sè (xn) trong kho¶ng (x0; b) 
mµ  lim xn = x0 ta ®Òu cã lim f(xn) = L. 

Khi ®ã, ta viÕt: 

+→ 0xx

lim f(x) = L hoÆc f(x) → L khi x → +
0x . 

§Þnh nghÜa 2 (Giíi h¹n tr¸i): Gi¶ sö hµm sè f(x) x¸c ®Þnh trªn mét kho¶ng (a; x0)   
(x0 ∈ R). Ta nãi hµm sè f(x) cã giíi h¹n tr¸i lµ sè thùc L khi x dÇn 
®Õn x0 (hoÆc t¹i ®iÓm x0) nÕu víi mäi sè d·y sè (xn) trong kho¶ng (a; 
x0) mµ  lim xn = x0 ta ®Òu cã lim f(xn) = L. 

Khi ®ã, ta viÕt: 

−→ 0xx

lim f(x) = L hoÆc f(x) → L khi x → −
0x . 



 188 

§Þnh lÝ: §iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó )x(flim
0xx →

= L lµ )x(flim
0xx +→

 = )x(flim
0xx −→

 = L. 

 Chó ý:  
1. C¸c giíi h¹n 

+→ 0xx

lim f(x) = ±∞, 
−→ 0xx

lim f(x) = ±∞ ®­îc ®Þnh nghÜa t­¬ng tù. 

2. §Þnh lÝ vÉn ®óng víi giíi h¹n v« cùc. 

VI. Mét vµi quy t¾c t×m giíi h¹n v« cùc 

Quy t¾c 1: NÕu )x(flim
0xx →

 = ±∞ vµ 
0xx

lim
→

g(x) = L ≠ 0 th× 
0xx

lim
→

[f(x).g(x)] ®­îc cho 

trong b¶ng sau: 
)x(flim

0xx →
 DÊu cña L 

0xx
lim
→

[f(x).g(x)] 

+∞ + +∞ 
+∞ − −∞ 
−∞ + −∞ 
−∞ − +∞ 

Quy t¾c 2: NÕu 
0xx

lim
→

f(x) = L ≠ 0, 
0xx

lim
→

g(x) = 0 vµ g(x) ≠ 0 víi mäi x ≠ x0 th× 

0xx
lim
→ )x(g

)x(f
 ®­îc cho trong b¶ng sau: 

DÊu cña L DÊu cña g(x) 
0xx

lim
→ )x(g

)x(f
 

+ + +∞ 
+ − −∞ 
− + −∞ 
− − +∞ 

 Chó ý:  

1. NÕu 
0xx

lim
→

f(x) = 0 vµ f(x) ≠ 0 víi x ≠ x0 th× 
0xx

lim
→ |)x(f|

1
 = +∞. 

2. NÕu 
0xx

lim
→

f(x) = +∞ th× 
0xx

lim
→ |)x(f|

1
 = 0. 

VII. C¸c d¹ng v« ®Þnh 

Khi t×m giíi h¹n cña mét hµm sè, chóng ta cã thÓ gÆp c¸c tr­êng hîp sau: 

1. lim
)x(v

)x(u
 víi u(x) → 0 vµ v(x) → 0. 

2. lim
)x(v

)x(u
 víi u(x) → ∞ vµ v(x) → ∞. 

3. lim[u(x) − v(x)] víi u(x) → ∞ vµ v(x) → ∞. 
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4. lim[u(x).v(x)] víi u(x) → 0 vµ v(x) → ∞. 

Ta gäi lµ c¸c d¹ng v« ®Þnh d¹ng 
0

0
,  

∞
∞

,  ∞ − ∞, 0.∞, … 

VIII. Hµm sè liªn tôc 

1. Hµm sè liªn tôc t¹i mét ®iÓm 

§Þnh nghÜa 1: Cho hµm sè y = f(x) x¸c ®Þnh trªn kho¶ng (a, b). Hµm sè     y = f(x) 
®­îc gäi lµ liªn tôc t¹i ®iÓm x0 ∈ (a, b) nÕu :   

)x(flim
0xx→

 =  f(x0). 

NÕu t¹i ®iÓm x0 hµm sè y = f(x) kh«ng liªn tôc, th× ®­îc gäi lµ gi¸n ®o¹n t¹i x0 vµ 
®iÓm x0 ®­îc gäi lµ ®iÓm gi¸n ®o¹n cña hµm sè y = f(x). 

Chó ý 1:  Hµm sè y = f(x) ®­îc gäi lµ liªn tôc t¹i ®iÓm x0 nÕu ba ®iÒu kiÖn sau 
®­îc ®ång thêi tho¶ m·n :  
(i) f(x) x¸c ®Þnh t¹i x0. 
(ii) )x(flim

0xx→
 tån t¹i. 

(iii) )x(flim
0xx→

 =  f(x0) 

Hµm sè y = f(x) gi¸n ®o¹n t¹i ®iÓm x0 nÕu mét trong ba ®iÒu kiÖn trªn 
kh«ng ®­îc tho¶ m·n. 

 Chó ý 2: NÕu sö dông giíi h¹n mét phÝa th× :   
1. NÕu )x(flim

0xx −→
 tån t¹i vµ  )x(flim

0xx −→
 = f(x0) th× hµm sè y = f(x) ®­îc 

gäi lµ liªn tôc tr¸i t¹i ®iÓm x0. 
2. NÕu  )x(flim

0xx +→
 tån t¹i vµ  )x(flim

0xx +→
 = f(x0) th× hµm sè y = f(x) ®­îc 

gäi lµ liªn tôc ph¶i t¹i ®iÓm x0. 
3. Hµm sè y = f(x) liªn tôc t¹i ®iÓm x0 ⇔ )x(flim

0xx +→
 = )x(flim

0xx −→
 = f(x0). 

§Æc tr­ng kh¸c cña tÝnh liªn tôc t¹i mét ®iÓm 

Cho hµm sè y  =  f(x) x¸c ®Þnh trªn (a ; b). Gi¶ sö xO vµ x(x ≠ xO) lµ hai phÇn tö 
cña (a ; b). 

 HiÖu x  −  xO, kÝ hiÖu lµ ∆x (®äc lµ ®en - ta x), ®­îc gäi lµ sè gia cña ®èi sè t¹i 
®iÓm xO. Ta cã :   

∆x  =  x  −  xO ⇔ x  =  xO  +  ∆x. 

 HiÖu y − yO  =  f(x)  −  f(xO), kÝ hiÖu lµ ∆y, ®­îc gäi lµ sè gia t­¬ng øng cña 
hµm sè t¹i ®iÓm xO. Ta cã :   

∆y = y − yO = f(x) − f(xO) = f(xO + ∆x) − f(xO). 
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§Æc tr­ng : Dïng kh¸i niÖm sè gia, ta cã thÓ ®Æc tr­ng tÝnh liªn tôc cña hµm sè  y = f(x) t¹i 
®iÓm xO nh­ sau:   

§Þnh lÝ 1. Mét hµm sè y  =  f(x), x¸c ®Þnh trªn (a; b), lµ liªn tôc t¹i xO ∈ (a; b) nÕu vµ 
chØ nÕu ylim

0x
∆

→∆
 = 0.  

Chøng minh.  
ThËt vËy, ta cã :   

)x(flim
0xx→

 =  f(xO) ⇔ 
0xx

lim
→

(f(x)  −  f(xO))  = 0 ⇔ ylim
0x

∆
→∆

 =  0.  

2. Hµm sè liªn tôc trªn mét kho¶ng 

§Þnh nghÜa 2: Ta cã : 
1. Hµm sè y = f(x) ®­îc gäi lµ liªn tôc trong kho¶ng (a; b) nÕu nã liªn tôc t¹i 

mçi ®iÓm cña kho¶ng ®ã. 
2. Hµm sè y = f(x) ®­îc gäi lµ liªn tôc trªn ®o¹n [a; b] nÕu nã  
 Liªn tôc trong kho¶ng (a; b), 
 )x(flim

ax +→
 = f(a) (liªn tôc bªn ph¶i t¹i ®iÓm a),  

 )x(flim
bx −→

 = f(b) (liªn tôc bªn tr¸i t¹i ®iÓm b). 

 Chó ý:  
1. §å thÞ cña mét hµm sè liªn tôc trªn mét kho¶ng lµ mét "®­êng liÒn" trªn 

kho¶ng ®ã. 
2. Khi ta nãi hµm sè y = f(x) liªn tôc mµ kh«ng chØ ra trªn kho¶ng nµo th× cã 

nghÜa lµ hµm sè liªn tôc trªn tËp x¸c ®Þnh cña nã. 

3. C¸c ®Þnh lÝ vÒ hµm sè liªn tôc 

§Þnh lÝ 2. Tæng, hiÖu, tÝch, th­¬ng (víi mÉu kh¸c 0) cña c¸c hµm sè liªn tôc t¹i mét 
®iÓm lµ hµm sè liªn tôc t¹i ®iÓm ®ã. 

§Þnh lÝ 3. C¸c hµm sè ®a thøc, hµm sè h÷u tØ, hµm sè l­îng gi¸c lµ liªn tôc trªn tËp 
x¸c ®Þnh cña chóng. 

 

B  Ph­¬ng ph¸p gi¶i c¸c d¹ng to¸n liªn quan 
 

§1. giíi h¹n D·y sè 

D¹ng to¸n 1: D·y sè cã giíi h¹n 0 

ThÝ dô 1. Chøng minh r»ng c¸c d·y sè (uu) sau ®©y cã giíi h¹n 0: 

a.   un = 
1n

1

+
.   b.   un = 

4n

nsin

+
. 
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 Gi¶i 
a. Ta cã: 

1n

1

+
 < 

n

1
 vµ lim

n

1
 = 0, 

tõ ®ã, suy ra ®iÒu cÇn chøng minh. 
b. Ta cã: 

4n

nsin

+
 < 

4n

1

+
 < 

n

1
 vµ lim

n

1
 = 0, 

tõ ®ã, suy ra ®iÒu cÇn chøng minh. 

 NhËn xÐt:  Nh­ vËy, ®Ó chøng minh c¸c dÉy sè trªn cã giíi h¹n 0 chóng ta ®· sö 

dông phÐp ®¸nh gi¸ ®Ó kh¼ng ®Þnh un < 
n

1
 vµ kÕt qu¶ lim

n

1
 = 0. 

ThÝ dô 2. Chøng minh r»ng d·y sè (uu) víi sè h¹ng tæng qu¸t un = ( )n1n −+  
cã giíi h¹n 0. 

 Gi¶i 
Ta cã: 

n1n −+  = 
n1n

n1n

++

−+
 = 

n1n

1

++
 < 

n2

1
 < 

n

1
 

vµ lim
n

1
 = 0, 

tõ ®ã, suy ra ®iÒu cÇn chøng minh. 

 NhËn xÐt:  Nh­ vËy, ®Ó chøng minh c¸c dÉy sè trªn cã giíi h¹n 0 chóng ta ®· 

sö dông phÐp ®¸nh gi¸ ®Ó kh¼ng ®Þnh un < 
n

1
 vµ lim

n

1
 = 0. 

ThÝ dô 3. Chøng minh r»ng d·y sè (uu) víi sè h¹ng tæng qu¸t un = 
n4

)ncos( π
 cã giíi 

h¹n 0. 

 Gi¶i 
Ta cã: 


n4

)ncos( π  < 
n4

1
 = 

n

4

1








 vµ lim
n

4

1








 = 0, 

tõ ®ã, suy ra ®iÒu cÇn chøng minh. 

 NhËn xÐt:  Nh­ vËy, ®Ó chøng minh c¸c dÉy sè trªn cã giíi h¹n 0 chóng ta ®· sö 
dông phÐp ®¸nh gi¸ ®Ó kh¼ng ®Þnh un < qn vµ limqn = 0 víi q < 1. 
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D¹ng to¸n 2: Sö dông ®Þnh nghÜa chøng minh r»ng lim un = L 
Ph­¬ng ph¸p ¸p dông 

Ta ®i chøng minh lim(un − L) = 0. 

ThÝ dô 1. Chøng minh r»ng: 

a.   lim
3n 1
2n 1

−
+

 = 
2

3
.   b.   lim

2

2

n n
n 1

+
+

 = 1. 

 Gi¶i 

a. §Æt un = 
3n 1
2n 1

−
+

, ta cã nhËn xÐt: 

lim (un − 
2

3
) = lim(

3n 1
2n 1

−
+

 − 
2

3
) = lim 

5
2n 1

−
+

 = 0, 

tõ ®ã suy ra limun = 
2

3
. 

b. §Æt un = 
2

2

n n
n 1

+
+

, ta cã nhËn xÐt: 

lim (
2

2

n n
n 1

+
+

 − 1) = lim 2

n 1
n 1

−
+

 = 0, 

tõ ®ã suy ra limun = 1. 

ThÝ dô 2. Chøng minh r»ng: 

lim











+

−
2

n

)1(
3

n

 = 2. 

 Gi¶i 

§Æt un = 2
n

)1(
3

n

+
−

, ta cã nhËn xÐt: 

lim (un − 2) = lim
3

n

n

)1(−
 = 0, 

tõ ®ã suy ra limun = 2. 

D¹ng to¸n 3: TÝnh giíi h¹n cña d·y sè b»ng c¸c ®Þnh lÝ vÒ giíi h¹n 
Ph­¬ng ph¸p ¸p dông 

§­a d·y sè cÇn t×m giíi h¹n vÒ d¹ng tæng hiÖu, tÝch, th­¬ng cña nh÷ng d·y sè mµ 
ta ®· biÕt giíi h¹n. 

Ta cã c¸c kÕt qu¶ sau: 
1. limc = c, víi c lµ h»ng sè. 
2. KÕt qu¶ trong ®Þnh lÝ 1. 
3. KÕt qu¶ trong ®Þnh lÝ 2. 
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ThÝ dô 1. TÝnh c¸c giíi h¹n sau: 

a.   
n 1lim
3n 1

+
−

.   b.   2

n 1lim
n 2

−
−

. 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

n 1lim
3n 1

+
−

 = 

11
nlim 13
n

+

−
 = 

1lim1 lim 1n .1 3lim3 lim
n

+
=

−
 

b. Ta cã: 

2

n 1lim
n 2

−
−

 = 
2

2

1 1
n nlim 21

n

−

−
 = 

2

2

1 1lim lim
n n

2lim1 lim
n

−

−
 = 

1

0
 = 0. 

 NhËn xÐt:  Nh­ vËy, ®Ó tÝnh c¸c giíi h¹n trªn chóng ta ®· thùc hiÖn phÐp chia c¶ 

tö vµ mÉu cho bËc cao nhÊt cña n vµ sö dông kÕt qu¶ lim k

a
n

 = 0    

víi k > 0. 

ThÝ dô 2. TÝnh c¸c giíi h¹n sau: 

a.   
2n 1lim

n 1
+

+
.   b.   

32 3

2

n n n 1lim
n n 1 1

+ +

+ +
. 

 Gi¶i 
a. Chia c¶ tö vµ mÉu cho n, ta ®­îc: 

2n 1lim
n 1

+
+

=
2

11
nlim 11
n

+

+
 = 1. 

b. Chia c¶ tö vµ mÉu cho n2, ta ®­îc: 

32 3

2

n n n 1lim
n n 1 1

+ +

+ +
 = 

3
3

2 2

11 1
nlim

1 11
n n

+ +

+ +
 = 2. 

ThÝ dô 3. TÝnh c¸c giíi h¹n sau: 

a.   lim
n

)nsin(n4 π+
.  b.   lim 3

n

)ncos(n8 π+
. 
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 Gi¶i 
a. Ta cã: 

lim
n

)nsin(n4 π+
 = lim

n

)nsin(
4

π
+  = 4  = 2, v× lim

n

)nsin( π
 = 0. 

b. Ta cã: 

lim 3
n

)ncos(n8 π+
 = lim 3

n

)ncos(
8

π
+  = 3 8  = 2, v× lim

n

)ncos( π
 = 0. 

 NhËn xÐt:  Nh­ vËy, ®Ó tÝnh c¸c giíi h¹n trªn chóng ta ®· thùc phÐp t¸ch 
thµnh c¸c giíi h¹n nhá. 

ThÝ dô 4. TÝnh c¸c giíi h¹n sau: 

a.   
n

n

n 41

41
lim

+
−

∞→
.   b.   

n2n

1nn

n 43

43
lim

+
−

+

+

∞→
. 

 Gi¶i 
a. Ta biÕn ®æi: 

n

n

n 41

41
lim

+
−

∞→
 = 

1
4

1

1
4

1

lim

n

n

n
+

−

∞→
 = 

1
4

1
lim

1
4

1
lim

n

n

n

n

+







−







∞→

∞→
 =  − 1. 

b. Ta biÕn ®æi: 

n2n

1nn

n 43

43
lim

+
−

+

+

∞→
=

1
4

3
.3

4
4

3

lim

n

n

n

n

n

+

−

∞→
=

1
4

3
3

4
4

3

lim
n

n

n

+







−







∞→
=

1
4

3
.3lim

4
4

3
lim

n

n

n

n

+







−







∞→

∞→
= − 4. 

 NhËn xÐt:  Nh­ vËy, ®Ó tÝnh c¸c giíi h¹n trªn chóng ta ®· thùc hiÖn phÐp chia c¶ 
tö vµ mÉu cho c¬ sè cao nhÊt vµ sö dông kÕt qu¶ limqn = 0 víi q< 1. 

ThÝ dô 5. TÝnh c¸c giíi h¹n sau: 

a.   lim( n 1 n )+ − .   b.   2lim( n n n)+ − . 

c.   lim
1n22n3

1

+−+
.   d.   lim

2n3

1n1n2

+
+−+

 

 Gi¶i 
a. Ta thùc hiÖn phÐp nh©n liªn hîp: 

lim( n 1 n )+ −  = 
n 1 nlim
n 1 n

+ −
+ +

 = 
1lim

n 1 n+ +
 = 0. 
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b. Ta thùc hiÖn phÐp nh©n liªn hîp: 

2lim( n n n)+ −  = 
2 2

2

n n nlim
n n n

+ −

+ +
 = 

2

nlim
n n n+ +

=
1 1lim .

211 1
n

=
+ +

 

c. Ta thùc hiÖn phÐp nh©n liªn hîp: 

lim
1n22n3

1

+−+
= lim

1n

1n22n3

+
+++

= lim

n

1
1

n

1

n

2

n

2

n

3
22

+

+++
= 0. 

d. Ta thùc hiÖn phÐp nh©n liªn hîp: 

lim
2n3

1n1n2

+
+−+

 = lim
)1n1n)(2n3(

nn
2

2

++++

−
 

= lim











++++

−

22 n

1

n

1

n

1
1)

n

2
3(

n

1
1

 = 
3

1
. 

 NhËn xÐt:  Nh­ vËy, ®Ó tÝnh c¸c giíi h¹n trªn tr­íc tiªn chóng ta cÇn sö dông 

phÐp nh©n liªn hîp ®Ó khö d¹ng ∞ − ∞ vµ 
k

∞ − ∞
. 

ThÝ dô 6. TÝnh giíi h¹n 
n1n

n1n
lim

2

3 3

n −+

−+
∞→

. 

 Gi¶i 
Ta thùc hiÖn phÐp nh©n liªn hîp: 

n1n

n1n
lim

2

3 3

n −+

−+
∞→

=





 −+−−−+

++−+
∞→ 3 233 3222

233

n )n1(n1nn)n1n(

)n1n)(n1n(
lim   

= 
3 233 32

2

n )n1(n1nn

n1n
lim

−+−−

++
∞→

= 

3

2

3
3

3

42

n

1
n

1
1

n

1
1

n

1

n

1

n

1

lim







 −+−−

++

∞→
 = 0. 

ThÝ dô 7. TÝnh c¸c giíi h¹n sau: 

L = 
n2

n2

n b...bb1

a...aa1
lim

++++
++++

∞→
,  víi a, b < 1. 
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 Gi¶i 
Ta biÕn ®æi: 

L = 
)a1)(b1)(b...bb1(

)b1)(a1)(a...aa1(
lim

n2

n2

n −−++++
−−++++

∞→
= 

( )( )
( )( )

n 1

n 1n

1 a 1 b
lim

1 b 1 a

+

+→∞

− −

− −
  

 = 
n 1

n
n 1

n

1 lim a1 b .
1 a 1 lim b

+

→∞
+

→∞

−−
− −

 = 
1 b
1 a

−
−

. 

 NhËn xÐt:  Nh­ vËy, ®Ó tÝnh giíi h¹n trªn chóng ta cÇn sö dông kiÕn thøc vÒ 
khai triÓn nhÞ thøc Niut¬n. 

D¹ng to¸n 4: TÝnh tæng cña cÊp sè nh©n lïi v« h¹n 
Ph­¬ng ph¸p ¸p dông 

Sö dông c«ng thøc: 

S = u1 + u2 + …  = 
q1

u1

−
, víi q < 1. 

ThÝ dô 1. TÝnh tæng c¸c tæng sau: 

a. S = 1 + 
2

1
 + 

4

1
 + …     b.   S = −1 + ...

10

)1(
...

10

1

10

1
1n

n

2
+

−
++− −

 

 Gi¶i 

a. XÐt cÊp sè nh©n (un) cã u1 = 1 vµ c«ng béi q = 
2

1
 < 1, ta ®­îc: 

S = 
q1

u1

−
 = 

2

1
1

1

−
 = 2. 

b. D·y sè −1, 
10

1
, ..., 

1n

n

10

)1(
−

−
 lµ mét cÊp sè nh©n cã u1 = −1 vµ c«ng béi q = −

10

1
.  

Tõ ®ã, suy ra: 

limS = 
q1

u1

−
 = 

10

1
1

1

+

−
 = −

11

10
. 

ThÝ dô 2. BiÓu diÔn c¸c sè thËp ph©n v« h¹n tuÇn hoµn sau d­íi d¹ng ph©n sè: 
a.   0,444...  b.   0,2121....  c.   0,32111.... 

 Gi¶i 
a. NhËn xÐt r»ng: 

0,444... = 0,4 + 0,04 + 0,004...  = 
10

4
 + 

100

4
 + 

1000

4
 + ... 
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trong ®ã, c¸c sè 
10

4
, 

100

4
, 

1000

4
. ... lµ mét cÊp sè nh©n lïi v« h¹n cã u1 = 

10

4
 vµ c«ng 

béi q = 
10

1
. 

Tõ ®ã, suy ra: 

0,444... = 
q1

u1

−
 = 

10

1
1

10

4

−
 = 

9

4
. 

b. NhËn xÐt r»ng: 

0,2121... = 0,21 + 0,0021 + ...  = 
100

21
 + 

10000

21
 + ... 

trong ®ã, c¸c sè 
100

21
, 

10000

21
,. ... lµ mét cÊp sè nh©n lïi v« h¹n cã u1 = 

100

21
 vµ c«ng 

béi q = 
100

1
. 

Tõ ®ã, suy ra: 

0,2121... = 
q1

u1

−
 = 

100

1
1

100

21

−
 = 

99

21
. 

c. NhËn xÐt r»ng: 

0,32111... = 0,32 + 0,001 + 0,0001...  = 0,32 + 
1000

1
 + 

10000

1
 + ... 

trong ®ã, c¸c sè 
1000

1
, 

10000

1
, ... lµ mét cÊp sè nh©n lïi v« h¹n cã u1 = 

1000

1
 vµ q = 

10

1
. 

Tõ ®ã, suy ra: 

0,32111... = 0,32 + 
q1

u1

−
 = 

100

32
 + 

10

1
1

1000

1

−
 = 

900

289
. 

D¹ng to¸n 5: D·y sè cã giíi h¹n v« cùc 

ThÝ dô 1. TÝnh c¸c giíi h¹n sau: 
a.   lim(n2 − n + 1).  b.   lim(−n2 + n + 1). 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

lim(n2 − n + 1) = lim[n2(1 − 
n

1
 + 

2n

1
) = +∞. 
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b. Ta cã: 

lim(−n2 + n + 1) = lim[−n2(1 − 
n

1
 − 

2n

1
) = −∞. 

ThÝ dô 2. TÝnh c¸c giíi h¹n sau: 

a.   lim 8n3n2 2 −− .  b.   lim 3 3nn21 −+ . 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

lim 8n3n2 2 −−  = lim )
n

8

n

3
2(n

2
2 −−  = +∞. 

b. Ta cã: 

lim 3 3nn21 −+  = lim 3
23

3 )1
n

2

n

1
(n −+  = −∞. 

ThÝ dô 3. TÝnh c¸c giíi h¹n sau: 

a. lim( 2n 1 n )+ − .  b.   lim )1n2nn( 2 +−++ . 

c.   lim
1n2n

1

+−+
. 

 Gi¶i 
a. Ta thùc hiÖn phÐp nh©n liªn hîp: 

lim( 2n 1 n )+ − =
2n 1 nlim
2n 1 n

+ −
+ +

=
n 1lim

2n 1 n
+

+ +
= 

2

11
nlim

2 1 1
n n n

+

+ +
 

= ∞. 
b. Ta cã: 

lim )1n2nn( 2 +−++  = lim
1n2nn

1n
2

2

++++

+
 

= lim

43432

2

n

1

n

1

n

2

n

1

n

1
n

1
1

++++

+
 = +∞. 

c. Ta cã: 

lim
1n2n

1

+−+
 = lim )1n2n( +++  = +∞. 

ThÝ dô 4. TÝnh c¸c giíi h¹n sau: 

a.   lim(2n + cosn).  b.   lim(
2

1
n2 − 3sin2n + 5). 
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 Gi¶i 
a. Ta cã: 

2n + cosn ≥ 2n − 1 vµ lim(2n − 1) = +∞ 
tõ ®ã, suy ra: 

lim(2n + cosn) = +∞. 
b. Ta cã: 

2

1
n2 − 3sin2n + 5 ≥ 

2

1
n2 + 2 vµ lim(

2

1
n2 + 2) = +∞ 

tõ ®ã, suy ra: 

lim(
2

1
n2 − 3sin2n + 5) = +∞. 

ThÝ dô 5.  Chøng minh r»ng nÕu q > 1 th× limqn = +∞. 
¸p dông t×m giíi h¹n cña c¸c d·y sè (un) víi: 

a.   un = 
12

13
n

n

−

+
.   b.   un = 2n − 3n. 

 Gi¶i 
Ta cã: 

limqn = lim
( )n

1
1/ q

 = 
0

1
 = +∞. 

a. Ta cã: 

limun = lim
12

13
n

n

−

+
 = lim

n

n

n

3

1

3

2

3

1
1

−








+
 = +∞. 

b. Ta cã: 

limun = lim(2n − 3n) = lim











−








1

3

2
3

n
n  = −∞. 

ThÝ dô 6. Cho hai d·y sè (un) , (vn) víi un = 
1n

n
2 +

 vµ vn = 
1n
n

cosn

2 +

π

. 

a. TÝnh limun. 
b. Chøng minh r»ng limvn = 0. 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

limun = lim
1n

n
2 +

 = 0 
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b. Ta cã: 

1n
n

cosn

2 +

π

 ≤ 
1n

n
2 +

 vµ lim
1n

n
2 +

 = 0, 

tõ ®ã, suy ra ®iÒu cÇn chøng minh. 
 
 
 

§2. giíi h¹n hµm sè 

D¹ng to¸n 1: Sö dông ®Þnh nghÜa giíi h¹n cña hµm sè t×m giíi h¹n 
Ph­¬ng ph¸p ¸p dông 

Sö dông c¸c ®Þnh nghÜa 1, ®Þnh nghÜa 2, ®Þnh nghÜa 3. 

ThÝ dô 1. Sö dông ®Þnh nghÜa giíi h¹n cña hµm sè, t×m c¸c giíi h¹n sau: 

a.   
+∞→x

lim
1x

2

−
.   b.   

+∞→x
lim

1x3

2

+
. 

 Gi¶i 

a. §Æt f(x) = 
1x

2

−
. 

Víi mäi d·y sè (xn) mµ xn ≠ 1 víi mäi n vµ lim xn = +∞, ta cã f(xn) = 
1x

2

n −
. 

Do ®ã: 

+∞→x
lim

1x

2

−
 = lim

1x

2

n −
 = 

1xlim

2

n −
 = 0. 

b. §Æt f(x) = 
1x3

2

+
. 

Víi mäi d·y sè (xn) mµ xn ≠ −
3

1
 víi mäi n vµ lim xn = +∞, ta cã f(xn) = 

1x3

2

n +
. 

Do ®ã: 

+∞→x
lim

1x3

2

+
 = lim

1x3

2

n +
 = 

1xlim3

2

n +
 = 0. 

ThÝ dô 2. Sö dông ®Þnh nghÜa giíi h¹n cña hµm sè, t×m c¸c giíi h¹n sau: 

a.   
1x

lim
→ 1x

1x3x2 2

−
+−

.  b.   
1x

lim
−→ 1x3x3x

2x2
23 +++
+

. 
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 Gi¶i 

a. §Æt f(x) = 
1x

1x3x2 2

−
+−

. 

Víi mäi d·y sè (xn) mµ xn ≠ 1 víi mäi n vµ lim xn = 1, ta cã: 

f(xn) = 
1x

1x3x2

n

n
2
n

−
+−

 = 2xn − 1. 

Do ®ã: 

1x
lim

→ 1x

1x3x2 2

−
+−

 = lim(2xn − 1) = 2lim xn − 1 = 2 − 1 = 1. 

b. §Æt f(x) = 
1x3x3x

2x2
23 +++
+

. 

Víi mäi d·y sè (xn) mµ xn ≠ −1 víi mäi n vµ lim xn = −1, ta cã: 

f(xn) = 
1x3x3x

2x2

n
2
n

3
n

n

+++
+

 = 
2

n )1x(

2

+
. 

Do ®ã: 

1x
lim

−→ 1x3x3x

2x2
23 +++
+

 = lim
2

n )1x(

2

+
 = 

2
n )1x(lim

2

+
 = +∞. 

ThÝ dô 3. Sö dông ®Þnh nghÜa giíi h¹n cña hµm sè, t×m c¸c giíi h¹n sau: 

a.   
2x

lim
→ 1x

2x3

−

+
.   b.   

0x
lim

→








x

1
sin.x . 

 Gi¶i 

a. §Æt f(x) = 
1x

2x3

−

+
. 

Víi mäi d·y sè (xn) mµ xn ≠ 2 víi mäi n vµ lim xn = 2, ta cã f(xn) = 
1x

2x3

n

n

−

+
. 

Do ®ã: 

2x
lim

→ 1x

2x3

−

+
 = lim

1x

2x3

n

n

−

+
 = 

1xlim

2xlim3

n

n

−

+
 = 

12

22.3

−

+
 = 8. 

b. §Æt f(x) = x.sin
x

1
. 

Víi mäi d·y sè (xn) mµ xn ≠ 0 víi mäi n vµ lim xn = 0, ta cã f(xn) = xn.sin
nx

1
. 

NhËn xÐt r»ng: 

f(xn) = xn.sin
nx

1  ≤ xn vµ lim xn = 0 nªn lim f(xn) = 0. 
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Do ®ã: 

0x
lim

→
f(x) = 

0x
lim

→








x

1
sin.x  = 0. 

D¹ng to¸n 2: Chøng minh r»ng 
0x x

lim
→

f(x) kh«ng tån t¹i 

Ph­¬ng ph¸p ¸p dông 
Ta thùc hiÖn theo c¸c b­íc sau: 

B­íc 1: Chän hai d·y sè {xn} vµ {yn} víi 

 xn→ x0 khi n→ ∞, khi ®ã ®¸nh gi¸ f(xn)  → ∞→n L1. 

 yn→ x0 khi n→ ∞, khi ®ã ®¸nh gi¸ f(yn)  → ∞→n L2. 

B­íc 2: NhËn xÐt r»ng L1 ≠ L2.  
B­íc 3: VËy, giíi h¹n 

0xx
lim
→

f(x) kh«ng tån t¹i. 

ThÝ dô 1. Chøng minh r»ng c¸c giíi h¹n sau kh«ng tån t¹i: 
a.   

+∞→x
lim cosx.   b.   

−∞→x
lim sinx. 

 Gi¶i 
a. §Æt f(x) = cosx. Chän hai d·y sè {xn} vµ {yn} víi: 

 xn = 2nπ ⇒ xn→ +∞ khi n→ ∞  vµ ta ®­îc:  

f(xn) =  cos(xn) =  cos(2nπ)  → ∞→n  1. 

 yn = 
2

π
 + nπ ⇒ yn→ +∞ khi n→ ∞ vµ ta ®­îc:  

f(yn) = cos(yn) =  cos 





 π+

π
n

2
  → ∞→n  0. 

VËy, giíi h¹n 
+∞→x

lim cosx kh«ng tån t¹i. 

b. §Æt f(x) = sinx. Chän hai d·y sè {xn} vµ {yn} víi: 

 xn = −nπ ⇒ xn→ −∞ khi n→ ∞  vµ ta ®­îc:  

f(xn) = sin(xn) = sin(−nπ)  → ∞→n  0. 

 yn = 
2
π

 − 2nπ ⇒ yn→ −∞ khi n→ ∞ vµ ta ®­îc:  

f(yn) = sin(yn) = sin 2n
2
π − π 

 
  → ∞→n  1. 

VËy, giíi h¹n 
−∞→x

lim sinx kh«ng tån t¹i. 
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 Chó ý: Víi c¸c hµm sè: 
 f(x) = cosax chóng ta th­êng chän hai d·y sè {xn} vµ {yn} víi: 

xn = 
2n

a
π

 vµ yn = 
n

2a a
π π

+ . 

 f(x) = sinax chóng ta th­êng chän hai d·y sè {xn} vµ {yn} víi: 

xn = 
n
a
π

 vµ yn = 
2n

2a a
π π

+ . 

D¹ng to¸n 3: Dïng c¸c ®Þnh lÝ vÒ giíi h¹n vµ giíi h¹n c¬ b¶n ®Ó t×m giíi h¹n 
Ph­¬ng ph¸p ¸p dông 

Ta lùa chän mét trong hai c¸ch: 
C¸ch 1: §­a hµm sè cÇn t×m giíi h¹n vÒ d¹ng tæng hiÖu, tÝch, th­¬ng cña nh÷ng 

hµm sè mµ ta ®· biÕt giíi h¹n. 
Ta cã c¸c kÕt qu¶ sau: 
1.  

0xx
lim
→

c = c, víi c lµ h»ng sè. 

2. NÕu hµm sè f(x) x¸c ®Þnh t¹i ®iÓm x0 th× )x(flim
0xx→

 = f(x0). 

3. 
kx x

1
lim

+∞→
 = 0. 

4. 
kx x

1
lim

−∞→
 = 0. 

5. k

x
xlim

+∞→
 = +∞. 

6. k

x
xlim

−∞→
 = 





∞−
∞+

lÎknÕu

n½chknÕu
. 

C¸ch 2: Sö dông nguyªn lÝ kÑp gi÷a, cô thÓ: 
Gi¶ sö cÇn tÝnh giíi h¹n cña hµm sè )x(flim

0xx→
 (hoÆc )x(flim

x ∞→
), ta thùc 

hiÖn theo c¸c b­íc sau: 
B­íc 1: Chän hai hµm sè g(x), h(x) tho¶ m·n: 

g(x) ≤ f(x) ≤ h(x). 
B­íc 2: Kh¼ng ®Þnh: 

0xx
lim
→

g(x) = 
0xx

lim
→

h(x) = L  

(hoÆc 
∞→x

lim g(x) = 
∞→x

lim h(x) = L). 

B­íc 3: KÕt luËn: 

0xx
lim
→

g(x) = L (hoÆc )x(flim
x ∞→

= L). 

 Chó ý: Chóng ta cßn sö dông c¸c kÕt qu¶ sau: 
1. NÕu 

0xx
lim
→

f(x) = 0 th× 
0xx

lim
→

f(x) = 0. 

2. Gi¶ sö f(x) vµ g(x) lµ hai hµm sè x¸c ®Þnh trªn kho¶ng (a; b) cã thÓ trõ 
®iÓm x0 ∈ (a; b). NÕu 

0xx
lim
→

f(x) = 0 vµ g(x) ≤ M víi x ∈ (a; b)\{x0} 

(trong ®ã M lµ mét h»ng sè) th× 
0xx

lim
→

[f(x).g(x)] = 0. 
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ThÝ dô 1. TÝnh c¸c giíi h¹n sau: 

a. 
3x

lim
→

(x2 + x).    b.   
x 1

xlim
x 1→ −

. 

 Gi¶i 
a. Ta cã:  

3x
lim

→
(x2 + x) = 32 + 3 = 12. 

b. Ta cã:  

x 1

xlim
x 1→ −

 = 
1

1 1−
 = +∞. 

 NhËn xÐt:  Nh­ vËy: 
 Víi hµm sè f(x) x¸c ®Þnh t¹i ®iÓm x0 th× giíi h¹n cña nã khi 

x→x0 cã gi¸ trÞ b»ng f(x0). 

 Víi hµm sè 
f (x)
g(x)

 cã f(x0) ≠ 0 vµ g(x0) = 0 th× giíi h¹n cña nã 

khi x→x0 cã gi¸ trÞ b»ng ∞. 

Trong tr­êng hîp víi hµm sè 
f (x)
g(x)

 cã f(x0) = 0 vµ g(x0) = 0 (tøc 

cã d¹ng 
0
0

) chóng ta cÇn sö dông c¸c phÐp biÕn ®æi ®¹i sè ®Ó khö 

d¹ng 
0
0

, vµ th«ng th­êng lµ lµm xuÊt hiÖn nh©n tö chung (x − x0). 

ThÝ dô 2. TÝnh c¸c giíi h¹n sau: 

a.   
2

x 1

x 1lim
x 1→

−
−

.   b.   2x 1

x 8 3lim .
x 2x 3→

+ −
+ −

 

 Gi¶i 
a. Ta cã:  

2

x 1

x 1lim
x 1→

−
−

 = 
x 1

(x 1)(x 1)lim
x 1→

− +
−

 = 
x 1
lim(x 1)

→
+  =  2. 

b. Ta cã:  

2x 1

x 8 3lim
x 2x 3→

+ −
+ −

 =  
x 1

x 1lim
( x 8 3)(x 1)(x 3)→

−
+ + − +

 

 =  
x 1

1lim
( x 8 3)(x 3)→ + + +

 =  
24

1
. 
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 NhËn xÐt:  Nh­ vËy, víi hµm sè f(x) kh«ng x¸c ®Þnh t¹i ®iÓm x0 th× chóng ta 
cÇn khö d¹ng v« ®Þnh ®ã (nÕu cã thÓ), vµ ë ®©y: 
 Trong c©u a), chóng ta sö dông phÐp ph©n tÝch ®a thøc thµnh 

nh©n tö ®Ó khö nh©n tö x − 1. 
 Trong c©u b), chóng ta sö dông phÐp nh©n liªn hîp ®Ó khö 

nh©n tö x − 1. 

ThÝ dô 3. T×m c¸c giíi h¹n sau: 

b. 
0x

lim
→

x
12
x

 − 
 

.   b.   
9x

lim
→ 2xx9

3x

−

−
. 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

0x
lim
→

x
12
x

 − 
 

 = 
0x

lim
→

(2x − 1) = −1. 

b. Ta cã: 

9x
lim
→ 2xx9

3x

−

−
 = 

9x
lim
→ )x9(x

3x

−
−

 = −
9x

lim
→ )3x(x

1

+
 = −

54

1
 

hoÆc cã thÓ tr×nh bµy theo c¸ch: 

9x
lim
→ 2xx9

3x

−

−
 = 

( )( )
( )x 9

x 3 x 3
lim

x(9 x) x 3→

− +

− + ( )x 9

1lim
x x 3→

= −
+

 = −
54

1
 

ThÝ dô 4. T×m c¸c giíi h¹n sau: 

a.  
∞→x

lim
1xx

1x
2

2

−−
+

.  b.   
−∞→x

lim
1x2

7xx3
3

2

−

+−
. 

 Gi¶i 
a. Chia c¶ tö vµ mÉu cho x2, ta ®­îc: 

∞→x
lim

1xx

1x
2

2

−−
+

 = 
∞→x

lim

2

2

x

1

x

1
1

x

1
1

−−

+
 = 1. 

b. Ta cã: 

−∞→x
lim

1x2

7xx3
3

2

−

+−
 = 

−∞→x
lim

3

32

x

1
2

x

7

x

1

x

3

−

+−
 = 0. 
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ThÝ dô 5. T×m c¸c giíi h¹n sau: 

a. 
+∞→x

lim
1x3

2x
3

6

−

+
.   b.   

−∞→x
lim

1x3

2x
3

6

−

+
. 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

+∞→x
lim

1x3

2x
3

6

−

+
 = 

+∞→x
lim

3

6

x

1
3

x

2
1

−

+
 = 

3

1
. 

b. Ta cã: 

−∞→x
lim

1x3

2x
3

6

−

+
 = 

−∞→x
lim

3

6

x

1
3

x

2
1

−

+−
 = −

3

1
. 

ThÝ dô 6. T×m giíi h¹n )
x1

n
x...xx(lim n2

1x −
−+++

−→
. 

 Gi¶i 
Ta cã: 

)
x1

n
x...xx(lim n2

1x −
−+++

−→
=

x1

n)x1(x
lim

n

1x −
−−

−→
=

)x1(lim

]n)x1(x[lim

1x

n

1x

−

−−

−

−

→

→  = −∞. 

 Chó ý:  VÝ dô tiÕp theo sÏ minh ho¹ viÑc sö dông nguyªn lý kÑp gi÷a. 

ThÝ dô 7. Gi¶ sö hµm sè f(x) x¸c ®Þnh trªn mét kho¶ng chøa ®iÓm x = 0 vµ tho¶ 

m·n 
x

)x(f
 ≤ M víi mäi x ≠ 0. TÝnh 

0x
lim

→
f(x). 

 ¸p dông: 

a.   
x 0
lim

→
xsin

1
x

.       b.    
x
lim

→∞

x sin x
x sin x

−
+

. 

 Gi¶i 

Tõ gi¶ thiÕt 
x

)x(f
 ≤ M víi mäi x ≠ 0 suy ra: 

f(x) ≤ M.x vµ 
0x

lim
→

x = 0 ⇒ 
0x

lim
→

f(x) = M.0 = 0. 
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a. Víi mäi x ≠ 0 thuéc l©n cËn cña ®iÓm 0 lu«n cã: 

1x.sin x
x

≤  ⇔ −x ≤ xsin
1
x

≤ x vµ 
x 0
lim

→
(−x) = 

x 0
lim

→
x = 0. 

VËy, ta ®­îc 
x 0
lim

→
xsin

1
x

 = 0. 

b. Ta cã: víi mäi x ≠ 0 thuéc l©n cËn cña ®iÓm 0 lu«n cã: 

sin x 1
x x

≤   ⇔ − 1
| x |

 ≤ 
sin x

x
 ≤ 

1
| x |

, ∀x ≠ 0, 

x
lim

→∞
(− 1

| x |
) = 

x
lim

→∞

1
| x |

 = 0. 

VËy, ta ®­îc: 

x
lim

→∞

x sin x
x sin x

−
+

 = 
x
lim

→∞

sin x1
x

sin x1
x

−

+
 = 1. 

D¹ng to¸n 4: TÝnh giíi h¹n mét bªn cña hµm sè 
Ph­¬ng ph¸p ¸p dông 

Sö dông c¸c ®Þnh nghÜa víi lu ý: 
 x → +

0x  ®­îc hiÓu lµ x → x0 vµ x > x0 (khi ®ã x − x0 = x − x0). 

 x → −
0x  ®­îc hiÓu lµ x → x0 vµ x < x0 (khi ®ã x − x0 = x0 − x). 

ThÝ dô 1. ¸p dông ®Þnh nghÜa giíi h¹n ph¶i vµ giíi h¹n tr¸i, t×m c¸c giíi h¹n sau: 

a.   
+→1x

lim 1x − .   b.   
−→5x

lim )x2x5( +− . 

 Gi¶i 
a. Ta cã ngay: 

+→1x
lim 1x −  = 0. 

b. Ta cã ngay: 

−→5x
lim )x2x5( +−  = 10. 

 NhËn xÐt:  Nh­ vËy, nÕu hµm sè f(x) x¸c ®Þnh t¹i ®iÓm x0 th× giíi h¹n mét bªn 
cña nã kh«ng kh¸c so víi h¹n t¹i x0. 

ThÝ dô 2. ¸p dông ®Þnh nghÜa giíi h¹n ph¶i vµ giíi h¹n tr¸i, t×m c¸c giíi h¹n sau: 

a.   
+→1x

lim
1x

x

−
.   b.   

−→1x

lim
1x

x

−
. 
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 Gi¶i 
a. Ta cã ngay: 

+→1x

lim
1x

x

−
 = +∞. 

b. Ta cã ngay: 

−→1x

lim
1x

x

−
 = −∞. 

ThÝ dô 3. TÝnh c¸c giíi h¹n sau (nÕu cã): 

a.   
+→2x

lim
2x

|6x3|

−
−

.  b.   
−→2x

lim
2x

|6x3|

−
−

.     c.   
2x

lim
→ 2x

|6x3|

−
−

. 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

+→2x
lim

2x

|6x3|

−
−  = 

+→2x
lim

2x

6x3

−
−  = 

+→2x
lim 3 = 3. 

b. Ta cã: 

−→2x
lim

2x

|6x3|

−
−  = 

−→2x
lim

2x

6x3

−
+−  = 

+→2x
lim (−3) = −3. 

c. Tõ c©u a) vµ b), ta thÊy: 

+→2x
lim

2x

|6x3|

−
−  ≠ 

−→2x
lim

2x

|6x3|

−
−

 ⇒ 
2x

lim
→ 2x

|6x3|

−
−

 kh«ng tån t¹i. 

ThÝ dô 4. TÝnh giíi h¹n 
−→1x

lim
32 xx

1xx1

−

−+−
. 

 Gi¶i 
Ta cã: 

−→1x
lim

32 xx

1xx1

−

−+−
 = 

−→1x
lim

32 xx

x1

−

−
 − 

−→1x
lim

32 xx

x1

−

−
 

= 
−→1x

lim
2x

1
 − 

−→1x
lim

2x

x1 −
 = 1. 

D¹ng to¸n 5: Giíi h¹n cña hµm sè kÐp 
Ph­¬ng ph¸p ¸p dông 

Cho hµm sè  

f(x) = 




≥
<

02

01

xxkhi)x(f

xxkhi)x(f
.  



 209 

§Ó tÝnh giíi h¹n hoÆc x¸c ®Þnh gi¸ trÞ cña tham sè ®Ó hµm sè cã giíi h¹n khi x→ x0, 
ta thùc hiÖn theo c¸c b­íc sau:  

B­íc 1: TÝnh giíi h¹n c¸c giíi h¹n:  

)x(flim
0xx −→

 = )x(flim 1
0xx −→

 = L1; )x(flim
0xx +→

 = )x(flim 2

0xx +→
 = L2. 

B­íc 2: Khi ®ã:  

 NÕu )x(flim
0xx +→

 = )x(flim
0xx −→

 = L ⇔ )x(flim
0xx →

 = L. 

 §Ó hµm sè cã giíi h¹n khi x→ x0 ®iÒu kiÖn lµ:  

L1 =  L2 ⇒ Gi¸ trÞ cña tham sè. 

ThÝ dô 1. Cho hµm sè:  

f(x) = 
2

x 1 khi x 0
x 1 khi x 0
− + <


+ ≥

.  

TÝnh c¸c giíi h¹n
x 0
lim f (x)

−→
 vµ 

x 0
lim f (x)

+→
. 

 Gi¶i 
Ta cã :   

x 0
lim f (x)

−→
 = 

x 0
lim

−→
(−x +  1) =  1, 

x 0
lim f (x)

+→
 =  

x 0
lim

+→
(x2 +  1) =  1. 

VËy, ta ®­îc:  

x 0
lim f (x)

−→
 =  

x 0
lim f (x)

+→
 =  1 ⇒ 

x 0
limf (x)

→
 =  1. 

ThÝ dô 2. Cho hµm sè :  

f(x) = 
2

x a khi x 0
x 1 khi x 0

+ <


+ ≥
.  

T×m a ®Ó hµm sè cã giíi h¹n khi x → 0. 

 Gi¶i 
Ta cã :  

x 0
lim f (x)

−→
 = 

x 0
lim

−→
(x +  a) =  a vµ 

x 0
lim f (x)

+→
 =  

x 0
lim

+→
(x2 +  1) =  1. 

Hµm sè cã giíi h¹n khi x→0  

⇔ 
x 0
lim f (x)

−→
 =  

x 0
lim f (x)

+→
 ⇔ a =  1. 

VËy víi a =  1 ta cã 
x 0
limf (x)

→
 =  1. 
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D¹ng to¸n 6: Mét vµi quy t¾c t×m giøoi h¹n v« cùc 

ThÝ dô 1. TÝnh c¸c giíi h¹n sau: 

a.   
→−∞x
lim (3x3 −5x2 + 7).  b.   

→+∞x
lim − +42x 3x 12 . 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

→−∞x
lim (3x3 −5x2 + 7) = 

→−∞x
lim

 − + 
 

3
3

5 7
x 3

x x
 = (−∞)3.3 = −∞. 

b. Ta cã: 

→+∞x
lim − +2

3 4

3 12
x 2

x x
 = (+∞) 2  = +∞. 

 NhËn xÐt:  Nh­ vËy, víi hµm sè d¹ng: 
f(x) = anxn + an − 1xn − 1 + … + a0 
⇒ ( )−

−→±∞ →±∞
= + + +n n 1

n n 1 0x x
lim f(x) lim a x a x ... a  

−

→±∞

 = + + + = ±∞ 
 

n nn 1 0
n nnx

a a
lim x a ... ( ) .a

x x
 

ThÝ dô 2. TÝnh c¸c giíi h¹n sau: 

a.   
→+∞x
lim

−
+

3

2

x 5

x 1
.   b.   

→−∞

−
−

4

x

x x
lim

1 2x
. 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

→+∞x
lim

−
+

3

2

x 5

x 1
 = 

→+∞x
lim

−

+

3

3

5
1

x
1 1

x x

 = +∞ 

v× 
→+∞

 − 
 3x

5
lim 1

x
 = 1  vµ 

→+∞

 + 
 3x

1 1
lim

x x
 = 0 vµ + >

3

1 1
0

x x
 víi x > 0. 

b. Ta cã: 

→−∞

−
−

4

x

x x
lim

1 2x
 = 

→−∞

−

 − 
 

2
3

x
2

2

1
x 1

xlim
1 2

x
xx

→−∞

−
=

−

3

x

2

1
1

xlim
1 2

xx

 = +∞ 

v× 
→−∞

− =
3x

1
lim 1 1

x
  vµ 

→−∞

 − = 
 2x

1 2
lim 0

xx
 vµ − >

2

1 2
0

xx
 víi x < 0. 
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VVÝÝ  ddôô  11::  TÝnh c¸c giíi h¹n sau: 

a.   
+→x 2

lim
+

−
2x 1

x 2
.   b.   

−→x 2
lim

+
−

2x 1

x 2
. 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

+→x 2
lim

+
−

2x 1

x 2
 = +∞, 

v× 
+→x 2

lim (2x + 1) = 5  vµ 
+→x 2

lim (x − 2) = 0 vµ x − 2 > 0 víi x > 2. 

b. Ta cã: 

−→x 2
lim

+
−

2x 1

x 2
 = −∞, 

v× 
−→x 2

lim (2x + 1) = 5  vµ 
−→x 2

lim (x − 2) = 0 vµ x − 2 < 0 víi x < 2. 

ThÝ dô 3. TÝnh giíi c¸c h¹n sau: 

a.   
→

+ 
 −− 

2x 1

2 2x 1
lim .

2x 3(x 1)
.  b.   

→ − − +2x 1

5
lim

(x 1)(x 3x 2)
. 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

→

+ 
 −− 

2x 1

2 2x 1
lim .

2x 3(x 1) →

+ 
=  −− 

2x 1

2 2 1
lim .

2 3(1 1)
= +∞ −.( 3)  = −∞. 

b. Ta cã: 

→ − − +2x 1

5
lim

(x 1)(x 3x 2)
=

→ − −2x 1

5
lim

(x 1) (x 2) →
=

−− 2x 1

5 5
lim .

1 2(1 1)
= +∞ −.( 5) =−∞. 

 NhËn xÐt: Trong lêi gi¶i cña vÝ dô trªn, ë c©u b) nÕu c¸c em häc sinh kh«ng 

biÕn ®æi hµm sè vÒ d¹ng 
− −2

5

(x 1) (x 2)
 th× sÏ kh«ng thÓ kh¼ng ®Þnh 

®­îc 
→

= +∞
− 2x 1

5
lim

(1 1)
. 

ThÝ dô 4. TÝnh c¸c giíi h¹n sau: 

a.   
→x 0

lim
 − 
 2

1 1

x x
.   b.   

−→x 2
lim

 − − − 2

1 1

x 2 x 4
. 

 Gi¶i 
a. Ta biÕn ®æi: 

−
2

1 1

x x
 = 

−
2

x 1

x
. 
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V× 
→x 0

lim (x − 1) = −1  vµ 
→x 0

lim x2 = 0 vµ x2 > 0 víi x ≠ 0 nªn: 

→x 0
lim

 − 
 2

1 1

x x
 = −∞. 

b. Ta biÕn ®æi: 

−
− −2

1 1

x 2 x 4
 = 

+
−2

x 1

x 4
. 

V× 
−→x 2

lim (x + 1) = 3  vµ 
−→x 2

lim (x2 − 4) = 0 vµ x2 − 4 < 0 víi x < 2 nªn: 

−→x 2
lim

 − − − 2

1 1

x 2 x 4
 = −∞. 

D¹ng to¸n 7: TÝnh giíi h¹n d¹ng  
0

0  

Ph­¬ng ph¸p ¸p dông 

B¶n chÊt cña viÖc khö d¹ng kh«ng x¸c ®Þnh 
0

0
 lµ lµm xuÊt hiÖn nh©n tö chung ®Ó: 

 HoÆc lµ khö nh©n tö chung ®Ó ®­a vÒ d¹ng x¸c ®Þnh. 

 HoÆc ®­a giíi h¹n vÒ d¹ng giíi h¹n c¬ b¶n, quen thuéc ®· biÕt râ kÕt qu¶ 
hoÆc c¸ch gi¶i. 

GhÝ chó:  
 NÕu ph­¬ng tr×nh f(x) = 0 cã nghiÖm x0 th× f(x) = (x − x0).g(x). 
 Liªn hîp cña biÓu thøc:  

a  − b lµ a  + b . 

a  − b  lµ a  + b . 
3 a  − b lµ 3 2a  + b 3 a  + b2.  
3 a  + b lµ 3 2a  − b 3 a  + b2. 

ThÝ dô 1. TÝnh c¸c giíi h¹n sau: 

a.   
2x

lim
→ 4x

8x
2

3

−

−
.   b.   

1x
lim

→ 1x

1x4x3 2

−
+−

. 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

3

2x 2

x 8
lim

x 4→

−
−

2

x 2

(x 2)(x 2x 4)
lim

(x 2)(x 2)→

− + +
=

− +
 = 

2x
lim
→ 2x

4x2x2

+
++

 = 3. 

b. Ta cã: 

1x
lim

→ 1x

1x4x3 2

−
+−

 = 
1x

lim
→ 1x

)1x)(1x3(

−
−−

 = 
1x

lim
→

(3x − 1) = 2. 
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 NhËn xÐt:  Nh­ vËy, víi giíi h¹n d¹ng:  

0x x
lim
→

f(x)

g(x)
 

trong ®ã f(x), g(x) lµ c¸c hµm ®a thøc nhËn x =  x0 lµm nghiÖm. 
Khi ®ã:  

0x x
lim
→

f(x)

g(x)
 =  

0x x
lim
→

0 1

0 1

(x x )f (x)

(x x )g (x)

−
−

 =  
0x x

lim
→

1

1

f (x)

g (x)
=...  

=
0x x

lim
→

k

k

f (x)

g (x)
 =  k 0

k 0

f (x )

g (x )
 

víi ®iÒu kiÖn 2
k 0f (x )  + 2

k 0g (x )  > 0. 

ThÝ dô 2. TÝnh c¸c giíi h¹n sau: 

a.   
2

2x ( 3)

2x 5x 3
lim

(x 3)−→ −

+ −
+

.  b.   
2

2x ( 3)

2x 5x 3
lim

(x 3)+→ −

+ −
+

. 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

2

2x ( 3)

2x 5x 3
lim

(x 3)−→ −

+ −
+ 2x ( 3)

(2x 1)(x 3)
lim

(x 3)−→ −

− +
=

+
 = 

x ( 3)

2x 1
lim

x 3−→ −

−
+

 = +∞. 

b. Ta cã: 
2

2x ( 3)

2x 5x 3
lim

(x 3)+→ −

+ −
+ 2x ( 3)

(2x 1)(x 3)
lim

(x 3)+→ −

− +
=

+
 = 

x ( 3)

2x 1
lim

x 3+→ −

−
+

 = −∞. 

 Chó ý:  TiÕp theo, chóng ta sÏ sö dông ph­¬ng ph¸p khö nh©n tö chung nh­ 
trªn cho c¸c hµm sè kh¸c, cô thÓ lµ c¸c hµm sè l­îng gi¸c, khi ®ã 
cÇn nhí l¹i c¸c phÐp biÕn ®æi l­îng gi¸c.  

ThÝ dô 3. TÝnh giíi h¹n: 

0x
lim

→ x2cosx2sin1

x2cosx2sin1

−+
−−

. 

 Gi¶i 
Ta cã:  

x2cosx2sin1

x2cosx2sin1

−+
−−

 =  
x2sin)x2cos1(

x2sin)x2cos1(

+−
−−

 =  
xcos.xsin2xsin2

xcos.xsin2xsin2
2

2

+
−

 

 =  
xcosxsin

xcosxsin

+
−

. 

Do ®ã :  

0x
lim

→ x2cosx2sin1

x2cosx2sin1

−+
−−

 =  
0x

lim
→ xcosxsin

xcosxsin

+
−

 = − 1. 
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 NhËn xÐt: Nh­ vËy, ®Ó tÝnh c¸c giíi h¹n trªn chóng ta ®· cÇn tíi c¸c phÐp 
biÕn ®æi l­îng gi¸c ®Ó khö nh©n tö 0/0. 
TiÕp theo, chóng ta sÏ sö dông ph­¬ng ph¸p khö nh©n tö chung cho 
c¸c hµm sè chøa c¨n, cô thÓ: 
Víi giíi h¹n d¹ng:  

0x x
lim
→

f(x) a

g(x)

−
 

trong ®ã 0f(x )  = a vµ g(x0) = 0. 

Khi ®ã, thùc hiÖn phÐp nh©n liªn hîp f(x)  +  a, ta ®­îc:  

0x x
lim
→

f(x) a

g(x)

−
= 

0x x
lim
→

2f(x) a

[ f(x) a]g(x)

−
+

  

= 
0x x

lim
→

0 1

0 1

(x x )f (x)

[ f(x) a](x x )g (x)

−

+ −
 

= 
0x x

lim
→

1

1

f (x)

[ f(x) a]g (x)+
 =  1 0

1 0

f (x )

2a.g (x )
. 

Ph­¬ng ph¸p ®­îc më réng cho c¸c giíi h¹n:  

1. Víi giíi h¹n 
0x x

lim
→

f(x) a

g(x) b

−
−

, víi 0f(x )  = a vµ 0g(x )  = b, ta 

cã: 

0x x
lim
→

f(x) a

g(x) b

−
−

 =  
0x x

lim
→

2

2

[ g(x) b][f(x) a ]

[ f(x) a][g(x) b ]

+ −

+ −
 

=
0x x

lim
→

0 1

0 1

[ g(x) b](x x )f (x)

[ f(x) a](x x )g (x)

+ −

+ −
 = 0 1 0

0 1 0

[ g(x ) b]f (x )

[ f(x ) a]g (x )

+

+
. 

2. Víi giíi h¹n 
0x x

lim
→

1 2f (x) f (x)

g(x)

−
, víi 1 0f (x )  = 2 0f (x )  vµ  

g(x0) = 0, ta cã: 

0x x
lim
→

1 2f (x) f (x)

g(x)

−
 =  

0x x
lim
→

1 2

1 2

f (x) f (x)

[ f (x) f (x)]g(x)

−

+
 

= 
0x x

lim
→

0

1 2 0 1

(x x )f(x)

[ f (x) f (x)](x x )g (x)

−

+ −
 

=  
0x x

lim
→

1 2 1

f(x)

[ f (x) f (x)]g (x)+
 

=  0

1 0 2 0 1 0

f(x )

[ f (x ) f (x )]g (x )+
. 
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3. Víi giíi h¹n 
0x x

lim
→

1 2

1 2

f (x) f (x)

g (x) g (x)

−

−
, víi 1 0f (x )  = 2 0f (x )  vµ  

1 0g (x )  = 2 0g (x )   −  B¹n ®äc tù tr×nh bµy. 

ThÝ dô 4. TÝnh c¸c giíi h¹n sau: 

a.   
0x

lim
→ 9x23

11x

+−
−+

.  b.   
2x

lim
→ x31x

x22x

−−−

−+
. 

 Gi¶i 
a. Ta cã:  

0x
lim

→ 9x23

11x

+−
−+

 = 
0x

lim
→ )11x(x2

)9x23(x

++−

++
 = 

0x
lim

→ )11x(2

9x23

++−

++
 = − 

2

3
. 

b. Ta cã:  

2x
lim

→ x31x

x22x

−−−

−+
 = 

2x
lim

→ )4x2)(x22x(

)x2)(x31x(

−++

−−+−
 

  = 
2x

lim
→ )x22x(2

x31x

++−
−+−

= − 
4

1
. 

 NhËn xÐt: Nh­ vËy, ®Ó tÝnh ®­îc c¸c giíi h¹n trªn chóng ta cÇn thùc hiÖn 
phÐp nh©n liªn hîp cho c¶ TS vµ MS. 

ThÝ dô 5. TÝnh c¸c giíi h¹n sau: 

a.   
2x

lim
→ 2x

2x43

−
−

.   b.   
0x

lim
→ 1x1x2

1x1x 33

+−+

++−
. 

 Gi¶i 

a. Ta cã:  

2x
lim

→ 2x

2x43

−
−

 = 
2x

lim
→ )2x](4x4)x4[(

8x4
323 −++

−
 

   = 
2x

lim
→ 4x42)x4(

4
323 ++

 = 
3

1
. 

b. Ta cã:  

0x
lim

→ 1x1x2

1x1x 33

+−+

++−
 =   

0x
lim

→ ])1x()1x)(1x()1x([x

)1x1x2(x2
3 233 2 +++−−−

+++
 

=
0x

lim
→ 3 233 2 )1x()1x)(1x()1x(

)1x1x2(2

+++−−−

+++
=

3

4
. 
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ThÝ dô 6. TÝnh c¸c giíi h¹n sau: 

a.   
ax

lim
→ 22 ax

axax

−

−+−
, víi a> 0.  b.   

1x
lim

→ x3x3x

1x
32 −++

−
. 

 Gi¶i 
a. Ta cã:  

ax
lim

→ 22 ax

axax

−

−+−
 =  

ax
lim

→ 22 ax

ax

−

−
 + 

ax
lim

→ 22 ax

ax

−

−
 

=  
ax

lim
→ 22 ax)ax(

ax

−+

−
 + 

ax
lim

→ ax

1

+
 

=  
ax

lim
→ ax)ax(

ax

++

−
 + 

a2

1
 = 

a2

1
. 

b. Ta cã :  

1x
lim

→ x3x3x

1x
32 −++

−
 = 

1x
lim

→

1x

2x3x

1x

23x

1
32

−
+−

+
−

−+
 

= 
1x

lim
→

2x
)1x)(23x(

1x

1

2

2

−+
−++

−
 = 

1x
lim

→
2x

23x

1x
1

2
−+

++

+
 = − 2. 

 NhËn xÐt: Nh­ vËy, ®Ó tÝnh ®­îc c¸c giíi h¹n trªn chóng ta cÇn thùc hiÖn 
phÐp t¸ch nã thµnh hai giíi h¹n nhá, tõ ®ã míi cã thÓ khö ®­îc 

d¹ng 
0
0

. 

Víi giíi h¹n d¹ng:  

0x x
lim
→

3 f(x) a

g(x)

−
, trong ®ã 3

0f(x )  =  a vµ g(x0) =  0. 

Thùc hiÖn phÐp nh©n liªn hîp 23 f (x)  +  3 f(x)  +  a2, ta ®­îc:  

0x x
lim
→

3 f(x) a

g(x)

−
 =  

0x x
lim
→

3

2 23 3

f(x) a

[ f (x) f(x) a ]g(x)

−

+ +
 

= 
0x x

lim
→

0 1

2 23 3
0 1

(x x )f (x)

[ f (x) f(x) a ](x x )g (x)

−

+ + −
 

=
0x x

lim
→

1

2 23 3
1

f (x)

[ f (x) f(x) a ]g (x)+ +
= 1 0

2
1 0

f (x )

(2a a).g (x )+
 

Ph­¬ng ph¸p ®­îc më réng cho giíi h¹n d¹ng:  
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1. Víi giíi h¹n:  

0x x
lim
→

3 f(x) a

g(x)

+
, trong ®ã 3

0f(x )  = − a vµ g(x0) =  0 

thùc hiÖn phÐp nh©n liªn hîp 23
0f (x )  −  a 3

0f(x )  + a2. 

2. Víi c¸c giíi h¹n:  

a. 
0x x

lim
→

3

3

f(x) a

g(x) b

±
±

, trong ®ã 3
0f(x )  =   a vµ 3

0g(x )  =   b. 

b. 
0x x

lim
→

3 f(x) a

g(x) b

±
−

, trong ®ã 3
0f(x )  =   a vµ 0g(x )  = b. 

c. 
0x x

lim
→

3 3
1 2

1 2

f (x) f (x)

g (x) g (x)

±

−
, trong ®ã 3

1 0f (x ) =  3
2 0f (x )  vµ 

1 0g (x )  = 2 0g (x ) . 

d. 
0x x

lim
→

3 3
1 2

3 3
1 2

f (x) f (x)

g (x) g (x)

±

±
, 

trong ®ã 3
1 0f (x )  =  3

2 0f (x )  vµ 3
1 0g (x )  =  3

2 0g (x ) . 

Thùc hiÖn phÐp nh©n liªn hîp cho c¶ tö sè vµ mÉu sè. 

ThÝ dô 7. TÝnh c¸c giíi h¹n sau: 

a.   
1x

lim
→ 1xx2x

1x3x1x2
23

2

+−+−
+−+−

. b.   
0x

lim
→ x

x8x12 3 −−+
. 

 Gi¶i 
a. Ta cã :  

1x
lim

→ 1xx2x

1x3x1x2
23

2

+−+−
+−+−

 =  
1x

lim
→

1x

1xx2x
1x

1x3x1x2

23

2

−
+−+−

−
+−+−

 

=  
1x

lim
→

1x

xx

1x

12x
1x

2x3x

1x

11x2

23

2

−
−

+
−

+−
−

+−
+

−
−−

=
1x

lim
→

x
)1x](12x)2x([

1x

2x
)1x)(11x2(

2x2

33 2
+

−+−−−

−

−+
−+−

−

 

   =  
1x

lim
→

x
12x)2x(

1

2x
11x2

2

33 2
+

+−−−

−+
+−  =  0. 
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b. Ta cã :  

0x
lim

→ x

x8x12 3 −−+
=  

0x
lim

→ x

x822x12 3 −−+−+
 

  =  
0x

lim
→ 




 −+
x

)1x1(2
 +  





−−
x

x82 3

 

= 
0x

lim
→ 




++ )1x1(x

x2
 + 







−+−+ ])x8(x824[x

x
3 23

 = 
12

13
. 

ThÝ dô 8. TÝnh c¸c giíi h¹n sau: 

a.   
x 1
lim

→

3 2x 1 1

x 1

− −
−

.  b.  
0x

lim
→ x

11x55 −+
. 

 Gi¶i 

a. Ta cã thÓ lùa chän mét trong hai c¸ch sau:  
C¸ch 1:  Ta cã:  

x 1
lim

→

3 2x 1 1

x 1

− −
−

 =  
x 1
lim

→ 2 33

2x 1 1

[ (2x 1) 2x 1 1](x 1)

− −

− + − + −
 

 =  
x 1
lim

→ 2 33

2

(2x 1) 2x 1 1− + − +
 =  

2

3
. 

C¸ch 2:  §Æt t =  3 2x 1− , ta ®­îc:  

x 1
lim

→

3 2x 1 1

x 1

− −
−

 =  
t 1
lim

→ 3

t 1

t 1
1

2

−
+

−
 =  

t 1
lim

→ 3

2(t 1)

t 1

−
−

 =  
t 1
lim

→ 2

2

t t 1+ +
 =  

2

3
. 

b. §Æt t =  5 1x5 + , ta ®­îc :  

0x
lim

→ x

11x55 −+
 = 

0x
lim

→

5

1t

1t
5 −
−

 = 
0x

lim
→ 1tttt

5
234 ++++

 =  1. 

 Chó ý:  Chóng ta ®· ®­îc biÕt tíi mét giíi h¹n ®Æc biÖt: 

x 0

sin x
lim 1.

x→
=  

Tõ ®ã, suy ra: 

x 0

ta n x
lim

x→ x 0

sin x
lim

x.cosx→
=

x 0

sin x 1
lim . 1.1 1.

x cosx→

 = = = 
 

 

Më réng: 
[ ] [ ]

0f (x) 0 x x

sin f(x) ta n f(x)
lim 1 vµ lim 1

f(x) f(x)→ →
= = , với f(x0) = 0. 
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Tuy nhiªn, viÖc ¸p dông chóng ®Ó t×m giíi h¹n cña hµm sè trong 
nhiÒu tr­ßng hîp cÇn thùc hiÖn c¸c phÐp biÕn ®æi phï hîp.  

ThÝ dô 9. TÝnh c¸c giíi h¹n sau: 

a.   
x 0

sin x
lim

tan2x→
.   b.   

x 0
lim

→

21 cos 2x

xsin x

−
. 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

x 0

sin x
lim

tan2x→ x 0

sin x x
lim .

x tan2x→

 =  
  x 0

sin x 2x 1
lim . .

x tan2x 2→

 =  
 

 =  
1

2
. 

b. Ta cã: 

x 0
lim

→

21 cos 2x

xsin x

−
=

x 0
lim

→

2sin 2x

xsin x
=

x 0
lim

→

sin2x sin2x
.

x sin x
 
 
 

=
x 0
lim

→

2sin2x
.2cosx

2x
 
 
 

 

=  4. 

 NhËn xÐt:  Trong thÝ dô trªn:  
  ë c©u a), b»ng viÖc thªm vµo x chóng ta nhËn ®­îc hai d¹ng 

giíi h¹n c¬ b¶n vµ cÇn l­u ý tan2x sÏ ph¶i t­¬ng øng víi 2x. 
  ë c©u b), chóng ta cÇn sö dông mét phÐp biÕn ®æi l­îng gi¸c 

®Ó chuyÓn 1 − cos22x thµnh sin22x. Ngoµi ra, còng cã thÓ tr×nh 
bµy nh­ sau: 

2

x 0

1 cos 2x
lim

xsin x→

−
 = 

2

x 0

sin 2x
lim

xsin x→
 = 

( )

2

2x 0

sin 2x 4x
lim .

sin x2x→

 
 
 
 

= 4. 

ThÝ dô 10. TÝnh c¸c giíi h¹n sau: 

a.   
x 0

sin2x tan3x
lim

x→

+
.  b.   

3x 0

tan x sin x
lim

x→

−
. 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

x 0

sin2x tan3x
lim

x→

+
  =

x 0

sin2x tan3x
lim

x x→

 + 
 

 =
x 0

2sin2x 3tan3x
lim

2x 3x→

 + 
 

= 5. 

b. Ta cã: 

tanx − sinx =  
sin x

cosx
 − sinx =  

sin x(1 cosx)

cosx

−
 =  

2 x
2sin x.sin

2
cosx

. 

Do ®ã:  

3x 0

tan x sin x
lim

x→

−
 =

x 0
lim

→

2

3

x
2sin x.sin

2
x cosx

 =
x 0
lim

→

2

cosx
.
sin x.

x
.

( )

2

2

x
sin

2
4. x / 2

 =  
1

2
. 
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 NhËn xÐt:  Trong thÝ dô trªn:  
  ë c©u a), chóng ta thùc hiÖn phÐp t¸ch ®Ó nhËn ®­îc tæng cña 

hai giíi h¹n c¬ b¶n.  

  ë c©u b), chóng ta kh«ng thÓ thùc hiÖn phÐp t¸ch, bëi nÕu lµm 
nh­ vËy: 

3x 0

tan x sin x
lim

x→

−
  =

3 3x 0

tan x sin x
lim

x x→

 − 
 

  

2x 0

tan x sin x 1
lim (1 1). 0.

x x x→

 = − = − ∞ = ∞ 
 

 

hoÆc 
2 2x 0

tan x 1 sin x 1
lim . . 1. 1.

x xx x→

 − = ∞ − ∞ = ∞ − ∞ 
 

 

c¶ hai ®Òu lµ nh÷ng d¹ng v« ®Þnh vµ chóng ta kh«ng thÓ kÕt 
luËn ®­îc g×. 

ThÝ dô 11. TÝnh c¸c giíi h¹n sau: 

a.   
x 0
lim

→ 2

cos4x cos3x.cos5x

x

−
. b.   

x 0
lim

→ 2

cos( cosx)
2

x
sin

2

π

. 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

cos4x − cos3x.cos5x =   cos4x − 1

2
(cos8x +  cos2x) 

 = 
1

2
(2cos4x − cos8x − cos2x) = 

1

2
[(1 − cos8x) +  (1 − cos2x) − 2(1 − cos4x)] 

  =  sin24x +  sin2x − 2sin22x. 
Do ®ã:   

x 0
lim

→ 2

cos4x cos3x cos5x

x

−
 =  

x 0
lim

→

2 2 2

2

sin 4x sin x 2sin 2x

x

+ −
 

=
2 2 2

2 2 2x 0

sin 4x sin x 2sin 2x
lim

x x x→

 
+ − 

 
= 

2

2x 0

16sin 4x
lim

(4x)→





+
2

2

sin x

x
−

2

2

8sin 2x

(2x)





 

=  16 +  1 − 8 = 9. 
b. Ta cã: 

2

cos cosx
2

x
sin

2

π 
 
  =

2

sin cosx
2 2

x
sin

2

π π − 
  =

2

sin (1 cosx)
2

x
sin

2

π −   = π

2

2

x
sin sin

2
x

sin
2

 π 
 

π
. 
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Do ®ã:  

x 0
lim

→
 

2

cos cosx
2

x
sin

2

π 
 
   =  

x 0
lim

→
π

2

2

x
sin sin

2
x

sin
2

 π 
 

π
 =  π. 

 NhËn xÐt:  Trong thÝ dô trªn:  
  ë c©u a), chóng ta cÇn sö dông phÐp biÕn ®æi tÝch thµnh tæng. 

Vµ tõ ®ã, víi viÖc ®Þnh h­íng biÕn ®æi TS thµnh tæng cña c¸c 
hµm sè sin chóng ta ®· sö dông cc«ng thøc gãc nh©n ®«i cña 
hµm sè cosin (cô thÓ cos2x = 1 − 2sin2x).  

  ë c©u b), c¸c em häc sinh cÇn cã kinh nghiÖm vÒ hµm sè 
l­îng gi¸c lång nhau. 

ThÝ dô 12. TÝnh giíi h¹n 
2

2x 0

tan(a x).tan(a x) tan a
L lim .

x→

+ − −
=  

 Gi¶i 
Ta cã:   

tan(a +  x)tan(a − x) − tan2a =  
sin(a x)sin(a x)

cos(a x)cos(a x)

+ −
+ −

 − 
2

2

sin a

cos a
 

  =  
cos2x cos2a

cos2x cos2a

−
+

 − 1 cos2a

1 cos2a

−
+

 = 
2 cos2a(1 cos2x)

(cos2x cos2a)(1 cos2a)

− −
+ +

 

=  
24cos2a.sin x

(cos2x cos2a)(1 cos2a)

−
+ +

 =  
4cos2a

(cos2x cos2a)(1 cos2a)

−
+ +

.sin2x. 

Do ®ã:   

L =  
x 0
lim

→

4cos2a

(cos2x cos2a)(1 cos2a)

−
+ +

.
2

2

sin x

x
 = 

2

4cos2a

(1 cos2a)

−
+

. 

 NhËn xÐt: Nh­ vËy, trong thÝ dô trªn chóng ta ®· cÇn sö dông nh÷ng phÐp 
biÕn ®æi l­îng gi¸c phøc t¹p h¬n rÊt nhiÒu. Vµ c©u hái th­êng 
®­îc ®Æt ra ë ®©y lµ "§Þnh h­íng c¸ch thùc hiÖn trªn nh­ thÕ 
nµo ?", ®Ó tr¶ lêi chóng ta sÏ b¾t ®Çu nh­ sau: 
  Kh«ng thÓ thùc hiÖn phÐp t¸ch, bëi nã kh«ng mang l¹i kÕt qu¶ 

g× khi øng víi tan(a + x) cÇn cã a + x vµ tan(a − x) cÇn cã a − x. 
Vµ khi ®ã, sÏ nhËn ®­îc d¹ng v« ®Þnh ( )∞ − ∞ . 

  NÕu sö dông c¸c phÐp biÕn ®æi thuÇn tuý víi hµm sè tang sÏ 
khã cã thÓ t¹o ra ®­îc nh©n tö chung tan2x cho TS, bëi sù cã 
mÆt cña sè h¹ng tù do tan2a. 

  Tõ nhËn ®Þnh trªn, chóng ta kh¼ng ®Þnh chØ cã thÓ lµm xuÊt 
hiÖn nh©n tö chung lµ sin2x cho TS. Tõ ®ã, dÉn ®Õn viÖc biÕn 
®æi c¸c hµm sè tang vÒ d¹ng sin vµ cos. 
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ThÝ dô 13. T×m A = 
x 1
lim

→
F(x) víi F(x) = 

33 2

2

5 x x 7

x 1

− − +
−

. 

 Gi¶i 
ViÕt l¹i giíi h¹n d­íi d¹ng:  

A = 
( ) ( )33 2

2x 1

5 x 2 x 7 2
lim

x 1→

− − − + −

−
 = 

33 2

2 2x 1

5 x 2 x 7 2
lim .

x 1 x 1→

 − − + −
 −
 − − 

 

Trong ®ã:  
3

2x 1

5 x 2
lim

x 1→

− −
−

 = 
3

2 3x 1

5 x 4
lim

(x 1)( 5 x 2)→

− −

− − +
=

2

3x 1

(x x 1)
lim

(x 1)( 5 x 2)→

− + +

+ − +
= − 3

8
. 

3 2

2x 1

x 7 2
lim

x 1→

+ −
−

 = 

( ) ( )
2

2x 1
3 32 2 2

x 7 8
lim

x 1 x 7 2 x 7 4
→

+ −
 − + + + +  

 

 = 

( )2x 1 3 32 2

1
lim

x 7 2 x 7 4
→

+ + + +
 = 

1

12
. 

VËy, ta ®­îc: 

A = − 3

8
 − 1

12
 = − 11

24
. 

 NhËn xÐt: Trong lêi gi¶i trªn ta ®· thªm bít 2 vµo tö thøc cña F(x). Ba c©u 
hái ®Æt ra: 
(1). T¹i sao ph¶i cã sè 2 ? 
(2). T¹i sao l¹i lµ sè 2 ? 
(3). T×m sè 2 nh­ thÕ nµo ? 

Tr¶ lêi ba c©u hái ®ã ta cã ph­¬ng ph¸p gi¶i lo¹i to¸n nµy. 
Tr¶ lêi c©u hái 3: §Ó t×m sè 2, ta ®­a ra thuËt to¸n gäi sè h¹ng v¾ng: 
B­íc 1:  Víi mäi c∈  ta cã:  

33 2

2

5 x x 7

x 1

− − +
−

 = 
3

2

5 x c

x 1

− −
−

 − 
3 2

2

x 7 c

x 1

+ −
−

. 

B­íc 2:  Trong c¸c sè c ®ã, ta t×m sè c sao cho x2 − 1 cïng nh©n tö 
chung víi: 

f1(x) = 35 x−  − c vµ f2(x) = 3 2x 7+   − c. 
§iÒu ®ã x¶y ra khi vµ chØ khi c lµ nghiÖm cña hÖ: 

1

2

f ( 1) 0

f ( 1) 0

± =
 ± =

⇔ c = 2. 

§¸p sè c = 2 lµ c©u tr¶ lêi cho c©u hái 1 vµ 2. 
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ThÝ dô 14. TÝnh giíi h¹n: 

x 0
lim

→

3

2

1 2x 1 3x

x

+ − +
. 

 Gi¶i 
Ta cã:   

x 0
lim

→

3

2

1 2x 1 3x

x

+ − +
 = 

x 0
lim

→

3

2

1 2x (x 1) (x 1) 1 3x

x

+ − + + + − +
 

 = 
x 0
lim

→ 2

1 2x (x 1)

x

+ − +
 + 

x 0
lim

→

3

2

(x 1) 1 3x

x

+ − +
. 

Ta ®i x¸c ®Þnh tõng giíi h¹n:  

x 0
lim

→ 2

1 2x (x 1)

x

+ − +
 = 

x 0
lim

→

2

2

x

[ 1 2x (x 1)]x+ + +
 =  

1

2
. 

x 0
lim

→

3

2

(x 1) 1 3x

x

+ − +
 = 

x 0
lim

→

3

2 2 23 3

(x 1) 1 3x

[(x 1) (x 1) 1 3x (1 3x) ]x

+ − −

+ + + + + +
 

  = 
x 0
lim

→ 2 23 3

x 3

(x 1) (x 1) 1 3x (1 3x)

+

+ + + + + +
 = 1. 

VËy, ta ®­îc:  

x 0
lim

→

3

2

1 2x 1 3x

x

+ − +
 = 

1

2
 + 1 = 

3

2
. 

 Chó ý: RÊt nhiÒu häc sinh khi gÆp giíi h¹n trªn chØ sö dông ph­¬ng ph¸p  
h»ng sè v¾ng. 
Trong c¸c bµi thi tuyÓn sinh, chóng ta th­êng gÆp yªu cÇu tÝnh giíi 
h¹n cña nh÷ng hµm sè kh«ng mÉu mùc (kÕt hîp ®¹i sè vµ l­îng gi¸c). 

ThÝ dô 15. (§HGTVT − 98): TÝnh giíi h¹n:  
x 0
lim

→

1 2x 1 sin x

3x 4 2 x

− + +
+ − −

. 

 Gi¶i 
Ta cã:  

1 2x 1 sin x

3x 4 2 x

− + +
+ − −

 = (
1 2x 1 sin x

x

− + +
):(

3x 4 2 x

x

+ − −
) 

= (
1 2x 1

x

− +
 + 

sin x

x
):(

3x 4 2

x

+ −  − 1) 

= (
2x

x(1 2x 1)

−
+ +

 + 
sin x

x
):(

3x

x( 3x 4 2)+ +
 − 1) 

= (
2

1 2x 1

−
+ +

 + 
sin x

x
):(

3

3x 4 2+ +
 − 1). 
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Do ®ã: 

x 0
lim

→

1 2x 1 sin x

3x 4 2 x

− + +
+ − −

 = 
x 0
lim

→
(

2

1 2x 1

−
+ +

 + 
sin x

x
):(

3

3x 4 2+ +
 − 1) = 0. 

D¹ng to¸n 1: TÝnh giíi h¹n d¹ng  
∞
∞  

Ph­¬ng ph¸p ¸p dông 

§Ó tÝnh c¸c giíi h¹n d¹ng 
∞
∞

, ta lùa chän mét trong c¸c c¸ch sau:  

C¸ch 1: (§­îc sö dông cho c¸c ph©n thøc ®¹i sè ): Ta chia c¶ tö vµ mÉu cho luü thõa 
bËc cao nhÊt cña x cã mÆt ë ph©n thøc ®ã. 
C¸ch 2:  Sö dông nguyªn lÝ kÑp gi÷a, ta thùc hiÖn theo c¸c b­íc sau:  

B­íc 1: Chän hai hµm sè g(x), h(x) tho¶ m·n:  
g(x) ≤ f(x) ≤ h(x). 

B­íc 2: Kh¼ng ®Þnh:  

x
lim

→∞
g(x) =   

x
lim

→∞
h(x) =  L. 

B­íc 3: KÕt luËn 
x
lim f (x)

→∞
 =  L. 

ThÝ dô 16. TÝnh c¸c giíi h¹n:  

a.   
+∞→x

lim
3

2

x39

10xx2

−

−+
.  b.   

+∞→x
lim

7x2

11xx 34

−
+−

. 

c.   
∞→x

lim
22

22

)x4()x3)(x2(

)x3()x1)(x1(

−−−
++−

. d.   
23

26

x )2x(

2xx4x
lim

+

−++
−∞→

 

 Gi¶i 
a. Chia c¶ tö vµ mÉu cho x3, ta ®­îc : 

+∞→x
lim

3

2

x39

10xx2

−

−+
 = 

+∞→x
lim

3
x

9
x

10

x

1

x

2

3

32

−

−+
 = 0. 

b. Chia c¶ tö vµ mÉu cho x4, ta ®­îc : 

+∞→x
lim

7x2

11xx 34

−
+−

 = 
+∞→x

lim

43

4

x

7

x

2
x

11

x

1
1

−

+−
 = +∞. 

c. Chia c¶ tö vµ mÉu cho x6, ta ®­îc :  

∞→x
lim

22

22

)x4()x3)(x2(

)x3()x1)(x1(

−−−
++−

 = 
∞→x

lim
22

22

1
x

4
1

x

3
1

x

2

1
x

3
1

x

1
1

x

1







 −






 −






 −







 +






 +






 −

 = 1. 
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d. Chia c¶ tö vµ mÉu cho x6, ta ®­îc:  

23

26

x )2x(

2xx4x
lim

+

−++
−∞→

 = 
2

3

654

x
)

x

2
1(

x

2

x

1

x

4
1

lim
+

−++

−∞→
 = 1. 

Tæng qu¸t: Gi¶ sö R(x) = 
0

1m
1m

m
m

0
1n

1n
n

n

b...xbxb

a...xaxa

+++
+++

−
−

−
− , víi an ≠ 0 vµ bm ≠ 0. 

Ta cã:   

∞→x
lim R(x) =  











<

=

>∞

mnkhi0

mnkhi
b

a

mnkhi

m

n  . 

Chøng minh 
1. NÕu n >  m. Khi ®ã:  

|R(x)| =  |x|n-m

0n 1
n n

0m 1
m m

aaa ...
x x

bbb ...
x x

−

−

+ + +

+ + +
 >  |x|n-m

n

m

a
2b khi |x| ®ñ lín. 

V× 
x
lim

→∞
|x|n-m

n

m

a
2b  =  ∞, nªn ta cã 

x
lim

→∞
R(x) =   ∞. 

2. NÕu n =  m. Khi ®ã:   

R(x) =  

0n 1
n n

0m 1
m m

aaa ...
x x

bbb ...
x x

−

−

+ + +

+ + +
→ n

m

a
b

 khi x→∞. 

3. NÕu n <  m. Khi ®ã:   

|R(x)| =  m n

1
| x | −

0n 1
n n

0m 1
m m

aaa ...
x x

bbb ...
x x

−

−

+ + +

+ + +
 <  m n

1
| x | −

n

m

2a
b

khi |x| ®ñ lín. 

V× 
x
lim

→∞ m n

1
| x | −

n

m

2a
b

 =  0, nªn ta cã 
x
lim

→∞
R(x) =  0. 

ThÝ dô 17. TÝnh c¸c giíi h¹n:  

a.   
+∞→x

lim
x21

1xx2 24

−
−+

.  b.   
4

x

x 4lim .
x 4→−∞

+
+

 

 Gi¶i 

a. Ta cã d¹ng v« ®Þnh 
∞
∞

.  
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Víi x > 0, ta cã: 

4 2

x

2x x 1lim
1 2x→+∞

+ −
−

4
2 4

x

1 1x 2
x x

lim
1x 2
x

→+∞

 + − 
 =

 − 
 

2
2 4

x

1 1x 2
x xlim

1x 2
x

→+∞

+ −
=

 − 
 

 

2
2 4

x

1 1x 2
x xlim

1x 2
x

→+∞

+ −
=

 − 
 

2 4

x

1 1x 2
x xlim

1 2
x

→+∞

+ −
=

 − 
 

=
.2
2

+∞
−

= −∞. 

b. Ta cã d¹ng v« ®Þnh 
∞
∞

. Víi x < 0, ta cã: 

4

x

x 4lim
x 4→−∞

+
+

4
4

x

4x 1
x

lim
4x 1
x

→−∞

 + 
 =

 + 
 

2
4

x

4x 1
xlim

4x 1
x

→−∞

+
=

 + 
 

2
4

x

4x 1
xlim
4x 1
x

→−∞

+
=

 + 
 

 

4

x

4x 1
xlim 41

x
→−∞

+
=

+
 = −∞. 

 Chó ý:  Nh­ vËy, víi d¹ng v« ®Þnh 
∞
∞

  cã chøa c¨n bËc ch½n d¹ng trªn, 

chóng ta thùc hiÖn rót bËc cao nhÊt cña x ra, tõ ®ã ®­a ra ngoµi c¨n 
víi dÊu trÞ tuyÖt ®èi kÌm theo. Khi ®ã, tuú thuéc tÝnh chÊt ©m, d­¬ng 
cña nã ®Ó bá dÊu trÞ tuyÖt ®èi nµy. 

ThÝ dô 18. TÝnh c¸c giíi h¹n:  

a.   
2

x

x x x
lim

x 10→−∞

+ +
+

.  b.   
2

x

2x 7x 12lim
3 | x | 17→−∞

− +
−

. 

 Gi¶i 

a. Ta cã d¹ng v« ®Þnh 
∞
∞

.  

Víi x < 0, ta cã: 

2

x

x x x
lim

x 10→−∞

+ +
+ x

1x 1 1
x

lim
10x 1
x

→−∞

 
+ + 

 =
 + 
 

x

11 1
xlim 101

x
→−∞

− − +
=

+
 = −2. 
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b. Ta cã d¹ng v« ®Þnh 
∞
∞

. Víi x < 0, ta cã: 

2

x

2x 7x 12lim
3 | x | 17→−∞

− +
−

2
2

x

7 12x 2
x x

lim
3x 17→−∞

 − + 
 =
− −

2

x

7 12x 2
x xlim

17x 3
x

→−∞

− +
=

 − − 
 

 

2

x

7 122
x xlim 173

x
→−∞

− − +
=

− −

2 .
3

=  

 Chó ý:  Víi yªu cÇu t×m giíi h¹n cña hµm sè chøa c¨n bËc ch½n khi x tiÕn tíi ∞, 

thÝ dô tÝnh giíi h¹n 
2x

xlim
x 1→∞ +

 c¸c em häc sinh cÇn thùc hiÖn: 

  X¸c ®Þnh lÇn l­ît 1 2x

xL lim
x 1→+∞

=
+

 vµ 2 2x

xL lim
x 1→−∞

=
+

. 

  So s¸nh L1 vµ L2 ®Ó kÕt luËn vÒ giíi h¹n cña 
2x

xlim
x 1→∞ +

 cã tån t¹i 

hay kh«mg. 

ThÝ dô 19. TÝnh giíi h¹n 
∞→x

lim
2x

2x
2 +

+
. 

 Gi¶i 
Chia c¶ tö vµ mÉu cho x, víi l­u ý :   

x

2x2 +
 =  











<+−

>+

0xkhi
x

2
1

0xkhi
x

2
1

2

2

. 

Do ®ã ta xÐt hai tr­êng hîp :  

• 
+∞→x

lim
2x

2x
2 +

+
 =  

+∞→x
lim

2

21
x

1 2 / x

+

+
 =  1. 

• 
−∞→x

lim
2x

2x
2 +

+
 =  

−∞→x
lim

2

21
x

1 2 / x

+

− +
 = − 1. 

VËy, ta ®­îc:  

+∞→x
lim

2x

2x
2 +

+
 ≠ 

−∞→x
lim

2x

2x
2 +

+
 ⇒ 

∞→x
lim

2x

2x
2 +

+
 kh«ng tån t¹i. 
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D¹ng to¸n 2: Giíi h¹n d¹ng ∞ − ∞ 
Ph­¬ng ph¸p ¸p dông 

Sö dông c¸c ph­¬ng ph¸p ®· biÕt ®Ó tÝnh giíi h¹n d¹ng 
∞
∞  chóng ta tÝnh ®­îc giíi 

h¹n d¹ng ∞ − ∞ th«ng qua phÐp nh©n liªn hîp. 
ThÝ dô 1. TÝnh c¸c giíi h¹n: 

a.   ( )2

x
lim x 1 x
→+∞

+ − .  b.   
x1xx

1
lim

2x −+++∞→
. 

 Gi¶i 
a. Ta cã:  

( )2

x
lim x 1 x
→+∞

+ −
2x

1lim
x 1 x→+∞

=
+ +

 = 0. 

b. Ta cã:  

x1xx

1
lim

2x −+++∞→
 =

1x

x1xx
lim

2

x +
+++

+∞→

2
2

x

1 1x 1 x
x x

lim
1x 1
x

→+∞

 + + + 
 =

 + 
 

 

2

x

1 1x 1 x
x xlim

1x 1
x

→+∞

+ + +
=

 + 
 

2

x

1 11 1
x xlim 11

x
→+∞

+ + +
=

+
 = 2. 

ThÝ dô 2. TÝnh c¸c giíi h¹n: 

a.   ( )2

x
lim 2x 1 x
→−∞

+ + .  b.   ( )2

x
lim x 1 x 1
→−∞

+ + − . 

 Gi¶i 
a. Ta cã:  

( )2

x
lim 2x 1 x
→−∞

+ +
2

2x

x 1lim
2x 1 x→−∞

+
=

+ −

2
2

x
2

2

1x 1
xlim
1x 2 x
x

→−∞

 + 
 =

 + − 
 

 

2
2

x

2

1x 1
xlim
1x 2 x
x

→−∞

 + 
 =

+ −

2
2

x

2

1x 1
xlim
1x 2 x
x

→−∞

 + 
 =

− + −

2

x

2

1x 1
xlim
12 1
x

→−∞

 + 
 =

− + −
= +∞. 
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b. Ta cã:  

( )2

x
lim x 1 x 1
→−∞

+ + −
2 2

2x

x 1 (x 1)lim
x 1 x 1→−∞

+ − −
=

+ − + 2x

2xlim
x 1 x 1→−∞

=
+ − +

 

 
x

2
2

2xlim
1x 1 x 1
x

→−∞
=

 + − + 
 

x

2

2xlim
1x 1 x 1
x

→−∞
=

+ − +
 

 
x

2

2xlim
1x 1 x 1
x

→−∞
=

− + − +
x

2

2xlim
1 1x 1 1
x x

→−∞
=

 
− + − + 

 

 

 
x

2

2lim
1 11 1
x x

→−∞
=

− + − +
 = −1. 

ThÝ dô 3. Cho hµm sè :  

f(x) = 2x 2x 4+ +  − 2x 2x 4− + . 
TÝnh c¸c giíi h¹n 

x
lim
→−∞

f(x) vµ 
x
lim
→+∞

f(x), tõ ®ã nhËn xÐt vÒ sù tån t¹i cña giíi 

h¹n 
x
lim

→∞
f(x). 

 Gi¶i 
Ta cã :  

x
lim
→−∞

y =
x
lim
→−∞

( 2x 2x 4+ + − 2x 2x 4− + ) = 
x
lim
→−∞ 2 2

4x
x 2x 4 x 2x 4+ + + − +

  

= − 2. 

x
lim
→+∞

y = 
x
lim
→+∞

( 2x 2x 4+ + − 2x 2x 4− + ) =
x
lim
→+∞ 2 2

4x
x 2x 4 x 2x 4+ + + − +

  

=  2. 
VËy, ta thÊy 

+∞→x
lim f(x) ≠

−∞→x
lim f(x), suy ra 

∞→x
lim f(x) kh«ng tån t¹i. 

D¹ng to¸n 8: Giíi h¹n d¹ng 1∞, 0.∞, ∞0 

Ph­¬ng ph¸p ¸p dông 
1. §èi víi d¹ng 0.∞ vµ ∞0 , ta chän mét trong hai c¸ch sau:  

C¸ch 1:  Sö dông ph­¬ng ph¸p biÕn ®æi ®Ó tËn dông c¸c d¹ng giíi h¹n c¬ b¶n. 
C¸ch 2:   Sö dông nguyªn lÝ kÑp gi÷a, víi c¸c b­íc:  

B­íc 1: Chän hai hµm sè g(x), h(x) tho¶ m·n:  
g(x) ≤ f(x) ≤ h(x). 

B­íc 2: Kh¼ng ®Þnh: 

0x x
lim
→

g(x) =  
0x x

lim
→

h(x) =  L  

(hoÆc 
x
lim

→∞
g(x) =   

x
lim

→∞
h(x) =  L). 
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B­íc 3: VËy, ta ®­îc:  

0x x
lim
→

g(x) =  L (hoÆc 
x
lim f (x)

→∞
 =  L). 

2. §èi víi d¹ng 1∞ cÇn nhí c¸c giíi h¹n c¬ b¶n sau:  

x 0
lim

→

1
x(1 x)+  =  e,  

x
lim

→∞

x11
x

 + 
 

 =  e. 

ViÖc ¸p dông chóng ®Ó t×m giíi h¹n cña hµm sè trong nhiÒu tr­ßng hîp cÇn thùc 
hiÖn c¸c phÐp biÕn ®æi phï hîp.  

ThÝ dô 1. TÝnh giíi h¹n 3
2x ( 1)

xlim (x 1)
x 1+→ −

+
−

. 

 Gi¶i 
Ta cã:  

3
2x ( 1)

xlim (x 1)
x 1+→ −

+
−

2
2x ( 1)

xlim (x 1)(x x 1)
x 1+→ −

= + − +
−

 

2
2

2x ( 1)

x(x 1)lim (x x 1)
x 1+→ −

+
= − +

−
2

x ( 1)

x(x 1)lim (x x 1)
x 1+→ −

+
= − +

−
 = 0. 

ThÝ dô 2. TÝnh giíi h¹n L = 
x 0
lim

→

1
x(1 sin3x)+ . 

 Gi¶i 
Ta biÕn ®æi: 

1
x(1 sin3x)+  =  

1 sin 3x.
sin 3x x(1 sin3x)+  =  

1 sin 3x. .3
sin 3x 3x(1 sin3x)+ . 

Do ®ã: 

x 0
lim

→

1
x(1 sin3x)+  =  

x 0
lim

→

1 sin 3x. .3
sin 3x 3x(1 sin3x)+  =  e3. 

§3. Hµm sè liªn tôc 

D¹ng to¸n 1: XÐt tÝnh liªn tôc cña hµm sè t¹i mét ®iÓm − D¹ng I 
Ph­¬ng ph¸p ¸p dông 

Cho hµm sè:  

f(x) = 




=
≠

02

01

xxkhi)x(f

xxkhi)x(f
.  

§Ó xÐt tÝnh liªn tôc hoÆc x¸c ®Þnh gi¸ trÞ cña tham sè ®Ó hµm sè liªn tôc t¹i ®iÓm 
x0, chóng ta thùc hiÖn theo c¸c b­íc sau:  

B­íc 1: TÝnh giíi h¹n:  
)x(flim

0xx→
 = )x(flim 1

xx 0→
 = L. 

B­íc 2: TÝnh f(x0) =  f2(x0). 
B­íc 3: §¸nh gi¸ hoÆc gi¶i ph­¬ng tr×nh L =  f2(x0), tõ ®ã ®­a ra kÕt luËn. 



 231 

ThÝ dô 1. a.   XÐt tÝnh liªn tôc cña hµm sè y = g(x) t¹i x0 = 2, biÕt:  

g(x) = 







=

≠
−
−

2xnÕu5

2xnÕu
2x

8x3

. 

b.   Trong biÓu thøc x¸c ®Þnh g(x) ë trªn, cÇn thay sè 5 bëi sè nµo ®Ó 
hµm sè liªn tôc t¹i x0 = 2. 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

g(2) = 5, )x(glim
2x→

 = 
2x

lim
→ 2x

8x3

−
−

 = 
2x

lim
→

(x2 + 2x + 4) = 12, 

nh­ vËy, ta ®­îc )x(glim
2x→

 ≠ g(2). 

VËy, hµm sè gi¸n ®o¹n t¹i ®iÓm x0 = 2. 
b. NÕu thay 5 b»ng 12 th× hs sÏ liªn tôc t¹i ®iÓm x0 = 2. 

ThÝ dô 2. XÐt tÝnh liªn tôc cña hµm sè sau t¹i ®iÓm x0 = 1:  

f(x) = 

2x 1 khi x 1
x 1

x a khi x 1

 −
≠

−
 + =

.  

 Gi¶i 
Hµm sè x¸c ®Þnh víi mäi x∈ .  
Ta cã:  

f(1) = a + 1, 
x 1
limf (x)

→
 = 

x 1
lim

→

2x 1
x 1

−
−

 = 
x 1
lim

→
(x + 1) = 2, 

VËy, ta cã:    
 NÕu:  

2 = a + 1 ⇔ a = 1 ⇔ f(1) = 2 = 
x 1
limf (x)

→
,  

th× hµm sè liªn tôc t¹i ®iÓm x0 = 1. 
 NÕu:  

2 ≠ a + 1 ⇔ a ≠ 1 ⇔ f(1) ≠2 = 
x 1
limf (x)

→
,  

th× hµm sè gi¸n ®o¹n t¹i ®iÓm x0 = 1. 

D¹ng to¸n 2: XÐt tÝnh liªn tôc cña hµm sè t¹i mét ®iÓm − D¹ng II 
Ph­¬ng ph¸p ¸p dông 

Cho hµm sè:  

f(x) = 




≥
<

02

01

xxkhi)x(f

xxkhi)x(f
.  
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§Ó xÐt tÝnh liªn tôc hoÆc x¸c ®Þnh gi¸ trÞ cña tham sè ®Ó hµm sè liªn tôc t¹i ®iÓm 
x0, chóng ta thùc hiÖn theo c¸c b­íc sau :  

B­íc 1: TÝnh f(x0) =  f2(x0). 
B­íc 2: (Liªn tôc tr¸i) TÝnh :  

)x(flim
0xx −→

 = )x(flim 1
xx 0

−→
 = L1. 

§¸nh gi¸ hoÆc gi¶i ph­¬ng tr×nh L1 = f2(x0), tõ ®ã ®­a ra lêi kÕt luËn vÒ 
liªn tôc tr¸i. 

B­íc 3: (Liªn tôc ph¶i) TÝnh :  
)x(flim

0xx +→
 = )x(flim 2

xx 0
+→

 = L2. 

§¸nh gi¸ hoÆc gi¶i ph­¬ng tr×nh L2 = f2(x0), tõ ®ã ®­a ra lêi kÕt luËn vÒ 
liªn tôc ph¶i. 

B­íc 4: §¸nh gi¸ hoÆc gi¶i ph­¬ng tr×nh L1 = L2, tõ ®ã ®­a ra lêi kÕt luËn. 

ThÝ dô 1. Chøng minh r»ng: 
a. Hµm sè: 

f(x) = 






>+

≤+

0xvíi2x

0xvíi)1x(
2

2

 gi¸n ®o¹n t¹i ®iÓm x = 0. 

b. Mçi hµm sè: 

g(x) = 3x −   vµ  h(x) = 

1 víi x 1
x 2

1 víi x 1
x

 ≤ −

− >


 

liªn tôc trªn tËp x¸c ®Þnh cña nã. 

 Gi¶i 
a. Hµm sè x¸c ®Þnh víi mäi x ∈  . 

Ta cã:   

+→0x
lim f(x) = 

+→0x
lim (x2 + 2) = 2 vµ  

−→0x
lim f(x) = 

−→0x
lim (x + 1)2 = 1 

⇒ 
+→0x

lim f(x) ≠ 
−→0x

lim f(x). 

Tøc lµ, hµm sè gi¸n ®o¹n t¹i ®iÓm x = 0. 
b. Hµm sè x¸c ®Þnh víi mäi x ∈  . 

Tr­íc tiªn, ta thÊy hµm sè liªn tôc víi mäi x ≠ 1. 
XÐt tÝnh liªn tôc cña hµm sè t¹i ®iÓm x0 = 1, ta cã:   

+→1x
lim f(x) = 

+→1x
lim 






−

x

1
 = −1 vµ  

−→1x
lim f(x) = 

−→1x
lim

2x

1

−
 = −1, 

f(1) = −1, 
⇒ 

+→1x
lim f(x) = 

−→1x
lim f(x) = f(1) 

Tøc lµ, hµm sè liªn tôc t¹i ®iÓm x = 1. 
VËy, liªn tôc trªn tËp x¸c ®Þnh cña nã. 



 233 

ThÝ dô 2. Cho hµm sè:  

f(x) =  

2x 3x 2 khi x 1
| x 1|

a khi x 1

 − +
≠

−
 =

. 

a. T×m a ®Ó f(x) liªn tôc tr¸i t¹i ®iÓm x = 1. 
b. T×m a ®Ó f(x) liªn tôc ph¶i t¹i ®iÓm x = 1. 
c. T×m a ®Ó f(x) liªn tôc trªn  . 

 Gi¶i 
Ta cã:   

f(x) = 

x 2 khi x 1
a khi x 1
2 x khi x 1

− >
 =
 − <

. 

a. §Ó f(x) liªn tôc tr¸i t¹i ®iÓm x = 1  ⇔ 
x 1
lim f (x)

−→
 tån t¹i vµ 

x 1
lim f (x)

−→
 = f(1).  

Ta cã:   

x 1
lim f (x)

−→
 = 

x 1
lim

−→
(2 − x) = 1 vµ f(1) = a. 

VËy, ®iÒu kiÖn lµ a = 1. 
b. §Ó f(x) liªn tôc ph¶i t¹i ®iÓm x = 1 ⇔ 

x 1
lim f (x)

+→
 tån t¹i vµ 

x 1
lim f (x)

+→
 = f(1).  

Ta cã:  

x 1
lim f (x)

+→
 = 

x 1
lim

+→
(x − 2) = −1 vµ f(1) = a. 

VËy, ®iÒu kiÖn lµ a = −1. 
c. Hµm sè liªn tôc trªn   tr­íc hÕt ph¶i cã  

x 1
lim f (x)

−→
 = 

x 1
lim f (x)

+→
 ⇔ 1 = −1 (m©u thuÉn). 

VËy, kh«ng tån t¹i a ®Ó hµm sè liªn tôc trªn  . 

D¹ng to¸n 3: XÐt tÝnh liªn tôc cña hµm sè trªn mét kho¶ng 
Ph­¬ng ph¸p ¸p dông 

§Ó xÐt tÝnh liªn tôc hoÆc x¸c ®Þnh gi¸ trÞ cña tham sè ®Ó hµm sè liªn tôc trªn 
kho¶ng I, chóng ta thùc hiÖn theo c¸c b­íc sau :  

B­íc 1: XÐt tÝnh liªn tôc cña hµm sè trªn c¸c kho¶ng  ®¬n. 
B­íc 2: XÐt tÝnh liªn tôc cña hµm sè t¹i c¸c ®iÓm giao. 
B­íc 3: KÕt luËn. 

ThÝ dô 1. Chøng minh r»ng:   
a. Hµm sè f(x) = x4 − x2 + 2 liªn tôc trªn  . 

b. C¸c hµm sè f(x) = x3 − x + 3 vµ  g(x) = 
1x

1x
2

3

+

−
 liªn tôc t¹i mäi 

®iÓm x ∈  . 
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 Gi¶i 
a. Hµm sè f(x) lµ hµm ®a thøc nªn nã liªn tôc trªn  . 
b. Ta lÇn l­ît cã nhËn xÐt: 
 Hµm sè f(x) lµ hµm ®a thøc nªn nã liªn tôc trªn  . 
 Hµm sè g(x) lµ hµm ph©n thøc nªn nã liªn tôc trªn tËp x¸c ®Þnh (tøc lµ trªn  ). 

ThÝ dô 2. Chøng minh r»ng: 

a. Hµm sè f(x) = 28 2x−  liªn tôc trªn ®o¹n [−2; 2]. 

b. Hµm sè f(x) = 2x 1−  liªn tôc trªn nöa kho¶ng 
1 ;
2

 ∞ 
. 

 Gi¶i 
a. Hµm sè x¸c ®Þnh trªn ®o¹n [−2; 2]. 

Víi x0 ∈ (−2; 2), ta cã:  

0x x
lim f (x)
→

 = 
0x x

lim
→

28 2x−  = 2
08 2x−  = f(x0). 

VËy, hµm sè liªn tôc trªn kho¶ng (−2; 2). 
Ngoµi ra, sö dông giíi h¹n mét bªn, ta chøng minh ®­îc: 

 Hµm sè f(x) liªn tôc ph¶i t¹i ®iÓm x0 = −2. 
 Hµm sè f(x) liªn tôc tr¸i t¹i ®iÓm x0 = 2. 

VËy, hµm sè liªn tôc trªn ®o¹n [−2; 2]. 

b. Hµm sè x¸c ®Þnh trªn nöa kho¶ng 
1 ;
2

 ∞ 
. 

Víi x0 ∈ 
1 ;
2

 ∞ 
 

, ta cã:  

)x(flim
0xx→

 = 
0xx

lim
→

1x2 −  = 1x2 0 −  = f(x0). 

VËy, hµm sè liªn tôc trªn kho¶ng 
1 ;
2

 ∞ 
 

. 

Ngoµi ra, sö dông giíi h¹n mét bªn, ta chøng minh ®­îc: 

 Hµm sè f(x) liªn tôc ph¶i t¹i ®iÓm x0 = 
2

1
. 

VËy, hµm sè liªn tôc trªn nöa kho¶ng 
1 ;
2

 ∞ 
. 

ThÝ dô 3. Chøng tá r»ng hµm sè sau liªn tôc trªn R :   

f(x) = 2

1x cos khi x 0
x

0 khi x 0

 ≠

 =

. 



 235 

 Gi¶i 

Hµm sè f(x) liªn tôc víi mäi x ≠ 0. 

XÐt tÝnh liªn tôc cña f(x) t¹i ®iÓm x = 0. 

Ta cã :  

2

1x.cos
x

 = |x|. 2

1cos
x

 ≤ |x| ⇒ −|x| ≤  xcos 2

1
x

 ≤ |x| ⇒ 
x 0
lim

→ 2

1x.cos
x

 
 
 

 = 0. 

MÆt kh¸c f(0) = 0. 

Do ®ã, 
x 0
lim

→
f(x) = f(0) ⇒ hµm sè liªn tôc t¹i ®iÓm x = 0.  

VËy hµm sè liªn tôc trªn toµn trôc sè thùc R. 

ThÝ dô 4. XÐt tÝnh liªn tôc cña hµm sè sau trªn toµn trôc sè :  

f(x) = 
2x x khi x 1

ax 1 khi x 1
 + <


+ ≥
.  

 Gi¶i 

Hµm sè x¸c ®Þnh víi mäi x∈R. 
1. Khi x < 1, ta cã f(x) = x2 + x nªn hµm sè liªn tôc víi x < 1. 
2. Khi x > 1, ta cã f(x) = ax + 1 nªn hµm sè liªn tôc víi x > 1. 
3. Khi x = 1, ta cã : 

x 1
lim

−→
f(x)  = 

x 1
lim

−→
(x2 + x) = 2 

x 1
lim

+→
f(x)  = 

x 1
lim

+→
(ax + 1) = a + 1. 

f(1) = a + 1. 
Do ®ã :   
 NÕu a = 1 th× 

x 1
lim

−→
f(x)  = 

x 1
lim

+→
f(x) = f(1) = 2, do ®ã hµm sè liªn tôc t¹i x0 = 1. 

 NÕu a ≠ 1 th× 
x 0
lim

+→
f(x) ≠

x 0
lim

−→
f(x), do ®ã hµm sè gi¸n ®o¹n t¹i  x0 = 1. 

KÕt luËn :   
- NÕu a = 1, hµm sè liªn tôc trªn toµn trôc sè. 

- NÕu a ≠ 1, hµm sè liªn tôc trªn (− ∞, 1)∪(1, + ∞) vµ gi¸n ®o¹n t¹i x0 = 1. 

D¹ng to¸n 4: Sö dông tÝnh liªn tôc cña hµm sè chøng minh ph­¬ng tr×nh cã 
nghiÖm 

Ph­¬ng ph¸p ¸p dông 
Cho ph­¬ng tr×nh f(x) = 0, ®Ó chøng minh ph­¬ng tr×nh cã k nghiÖm trong [a, b], 

ta thùc hiÖn theo c¸c b­íc sau:  
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B­íc 1: Chän c¸c sè a < T1 <  T2 < ... <  Tk − 1 < b chia ®o¹n [a, b] thµnh k 
kho¶ng tho¶ m·n :  

1

k 1

f (a).f (T ) 0
. . .

f (T ).f (b) 0−

<


 <

. 

B­íc 2: KÕt luËn vÒ sè nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh trªn ®o¹n [a, b]. 

ThÝ dô 1. Chøng minh r»ng ph­¬ng tr×nh x5 + x − 1 = 0 cã nghiÖm trªn kho¶ng 
(−1; 1). 

 Gi¶i 

XÐt hµm sè f(x) = x5 + x − 1 liªn tôc trªn  . Ta cã:   

f(−1).f(1) = −3.1 = −3 < 0, 

VËy ph­¬ng tr×nh cã Ýt nhÊt mét nghiÖm trong kho¶ng (−1; 1). 

ThÝ dô 2. Chøng minh r»ng ph­¬ng tr×nh x2cosx + x.sinx + 1 = 0 cã Ýt nhÊt mét 
nghiÖm thuéc kho¶ng (0; π). 

 Gi¶i 
XÐt hµm sè f(x) = x2cosx + x.sinx + 1 liªn tôc trªn (0; π). 
Ta cã:   

f(0).f(π) = 1 − π2 < 0, 
VËy ph­¬ng tr×nh cã Ýt nhÊt mét nghiÖm trong kho¶ng (0 ; π). 

ThÝ dô 3. Chøng minh r»ng ph­¬ng tr×nh x3 + x + 1 = 0 cã Ýt nhÊt mét nghiÖm ©m 
lín h¬n −1. 

 Gi¶i 
XÐt hµm sè f(x) = x3 + x + 1 liªn tôc trªn  . 
Ta cã:   

f(−1).f(0) = −1.1 = −1 < 0, 

VËy, ph­¬ng tr×nh cã Ýt nhÊt mét nghiÖm trong kho¶ng (−1; 0), do ®ã nã cã Ýt 
nhÊt mét nghiÖm ©m lín h¬n −1. 

ThÝ dô 4. Chøng minh r»ng ph­¬ng tr×nh 2x + 6 3 1 x−  = 3 cã ba nghiÖm ph©n 
biÖt thuéc (−7; 9). 

 Gi¶i 

§Æt t = 3 1 x− . Khi ®ã, ph­¬ng tr×nh cã d¹ng:  
2t3 − 6t + 1 = 0. 

XÐt hµm sè f(t) = 2t3 − 6t + 1 liªn tôc trªn  . 
Ta cã:   

f(−2) = −3, f(0) = 1, f(1) = −3, f(2) = 5, 
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suy ra:   
 f(−2).f(0) = −3 < 0, ph­¬ng tr×nh cã mét nghiÖm t1∈(−2; 0), khi ®ã:  

t1 = 3 1 x−  ⇒ x1 = 1 − 3
1t  vµ t1∈(1; 9). 

 f(0).f(1) =  − 3 < 0, ph­¬ng tr×nh cã mét nghiÖm t2∈(0; 1) , khi ®ã:  
t2 = 3 1 x−  ⇒ x2 = 1 − 3

2t  vµ t2∈(0; 1). 

 f(1).f(2) = −15 < 0, ph­¬ng tr×nh cã mét nghiÖm t3∈(1; 2) , khi ®ã:  
t3 = 3 1 x−  ⇒ x3 = 1 − 3

3t  vµ t3∈(−7; 0). 

VËy, ph­¬ng tr×nh cã ba nghiÖm trªn kho¶ng (−7; 9). 

ThÝ dô 5. Chøng minh r»ng víi mäi m ph­¬ng tr×nh x3 + mx2 − 1 = 0 lu«n cã mét 
nghiÖm d­¬ng. 

 Gi¶i 
XÐt hµm sè f(x) =  x3 + mx2 − 1 liªn tôc trªn R. 
Ta cã :   

f(0) =  − 1 < 0 

+∞→x
lim f(x) =  + ∞, vËy tån t¹i c > 0 ®Ó f(c) > 0, 

suy ra :   
f(0).f(c) < 0. 

VËy ph­¬ng tr×nh f(x) = 0 lu«n cã mét nghiÖm thuéc (0, c) ⇔ ph­¬ng tr×nh lu«n 
cã mét nghiÖm d­¬ng. 

Tæng qu¸t: Chøng minh r»ng ph­¬ng tr×nh: 
x3 + ax2 + bx + c = 0  

lu«n cã Ýt nhÊt mét nghiÖm. 

 Chøng minh 
XÐt hµm sè f(x) = x3 + ax2 + bx + c liªn tôc trªn  . 
NhËn xÐt r»ng: 

−∞→x
lim f(x) = −∞, vËy tån t¹i x1 ®Ó f(x1) < 0, 

+∞→x
lim f(x) = + ∞, vËy tån t¹i x2 ®Ó f(x2) > 0, 

suy ra f(x1) f(x2) < 0. 
VËy ph­¬ng tr×nh f(x) = 0 lu«n cã Ýt nhÊt mét nghiÖm. 

D¹ng to¸n 5: Sö dông tÝnh liªn tôc cña hµm sè xÐt dÊu hµm sè 
Ph­¬ng ph¸p ¸p dông 

Sö dông kÕt qu¶: 
"NÕu hµm sè y = f(x) liªn tôc vµ kh«ng triÖt tiªu trªn ®o¹n [a, b] th× cã dÊu nhÊt 

®Þnh trªn (a, b)". 

ThÝ dô 1. XÐt dÊu hµm sè f(x) = x 4+  − 1 x−  − 1 2x− . 
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 Gi¶i 

Hµm sè f(x) liªn tôc trªn [−4; 
1
2

]. 

Gi¶i ph­¬ng tr×nh f(x) = 0, ta cã:  
f(x) = 0 ⇔ 1 x−  + 1 2x−  = x 4+   

⇔ 

1 x 0
1 2x 0

1 x 1 2x 2 (1 x)(1 2x) x 4

 − ≥


− ≥
 − + − + − − = +

⇔ 

x 1
1x
2

(1 x)(1 2x) 2x 1

 ≤

 ≤

 − − = +

 

⇔ 
2

1x
2

2x 1 0
(1 x)(1 2x) (2x 1)

 ≤


+ ≥
 − − = +


 ⇔ 
2

1 1x
2 2

2x 7x 0

− ≤ ≤

 + =

⇔ x = 0. 

Nh­ vËy, trªn c¸c kho¶ng [−4; 0) vµ (0; 
1
2

] hµm sè f(x) kh«ng triÖt tiªu, do ®ã: 

 V× f( − 1) = 3  − 2  − 3  < 0 nªn f(x) < 0 víi ∀x ∈ [−4; 0). 

 V× 
1f
2

 
 
 

 = 
9
2

 − 1
2

 > 0 nªn f(x) > 0 víi ∀x ∈ (0; 
1
2

]. 

C.  C¸c bµi to¸n chän läc 
 

VÝ dô 1: Chøng minh r»ng d·y sè (uu) víi sè h¹ng tæng qu¸t un = 
1n

ncos)1(
2

n

+
−

 cã 

giíi h¹n 0. 

 Gi¶i 
Ta cã: 

1n

ncos)1(
2

n

+
−

 = 
1n

ncos
2 +

 < 
1n

1
2 +

 < 
2n

1
 < 

n

1
 vµ lim

n

1
 = 0, 

tõ ®ã suy ra ®iÒu cÇn chøng minh. 

VÝ dô 2: TÝnh c¸c giíi h¹n sau: 

a. L = 





 −






 −






 −

∞→ 222n n

1
1...

3

1
1

2

1
1lim . 

b. L = lim 







+

−
++

+
+

+
+

+ 1n

1n
...

1n

3

1n

2

1n

1
2222

. 
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 Gi¶i 

a. Ta biÕn ®æi: 

L 
2 2 2

2 2 2n

2 1 3 1 n 1lim . ...
2 3 n→∞

− − −
= =

222n n

)1n)(1n(
...

3

4.2
.

2

3.1
lim

+−
∞→

=
n

1n
.

2

1
lim
n

+
∞→

 = 
2

1
. 

b. Ta cã: 

1n

1n
...

1n

3

1n

2

1n

1
2222 +

−
++

+
+

+
+

+
 = 

1n

1
2 +

(1 + 2 + ... + n − 1) 

 =
1n

1
2 +

.
2

)1n(n −
 = 

)1n(2

nn
2

2

+

−
 

Tõ ®ã, suy ra: 

L = lim
)1n(2

nn
2

2

+

−
 = 

2

1
. 

VÝ dô 3: Cho d·y sè (un) víi un = 
n3

n
. 

a. Chøng minh r»ng 
n

1n

u

u +  ≤ 
3

2
 víi mäi n. 

b. Chøng minh r»ng 0 < un ≤ 
n

3

2






  víi mäi n. 

c. Chøng minh r»ng d·y sè (un) cã giíi h¹n 0. 

 Gi¶i 
a. Víi mäi n ta cã: 

n

1n

u

u +  = 





 +

+1n3

1n
: 








n3

n
 = 

n3

1n +
 ≤ 

n3

n2
 = 

3

2
, ®pcm. 

b. Sö dông ph­¬ng ph¸p quy n¹p ®Ó chøng minh − Häc sinh tù lµm. 
c. Tõ kÕt qu¶ c©u b) ta cã: 

un ≤ 
n

3

2








 vµ lim
n

3

2








 = 0, 

tõ ®ã suy ra ®iÒu cÇn chøng minh. 

VÝ dô 4: Cho d·y sè (un) x¸c ®Þnh bëi: 

u1 = 10 vµ un + 1 = 
5

1
un + 3 víi mäi n ≥ 1. 

a. Chøng minh r»ng d·y sè (vn) x¸c ®Þnh bëi vn = un − 
4

15
 lµ mét cÊp 

sè nh©n. 
b. T×m limun. 
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 Gi¶i 
a. NhËn xÐt r»ng: 

n

1n

v

v +  = 

4

15
u

4

15
u

n

1n

−

−+
 = 

4

15
u

4

15
3u

5

1

n

n

−

−+
 = 

5

1
 ⇔ vn + 1 = 

5

1
vn 

tõ ®ã, suy ra (vn) lµ mét cÊp sè nh©n víi c«ng béi q = 
5

1
. 

b. Tõ kÕt qu¶ c©u a), ta cã: 

vn = v1.qn − 1 = (u1 − 
4

15
).

1n5

1
−

 = 
1n

5

1
.

4

25
−









 

⇒ un = vn + 
4

15
 = 

1n

5

1
.

4

25
−









 + 

4

15
. 

Tõ ®ã, ta ®­îc: 

limun = lim











+








−

4

15

5

1
.

4

25
1n

 = 
4

15
. 

VÝ dô 5: Cho: 
S = 1 + q + q2 + …, víi q < 1,  T = 1 + Q + Q2 + …, víi Q < 1, 
A = 1 + qQ + q2Q2 + … 

TÝnh A theo S vµ T. 

 Gi¶i 
Víi gi¶ thiÕt q < 1, Q < 1 suy ra qQ < 1.  
Khi ®ã: 

S = 
q1

1

−
 ⇒ q = 

S

1S −
,  T = 

Q1

1

−
 ⇒ Q = 

T

1T −
, 

A = 
qQ1

1

−
 = 

T

1T
.

S

1S
1

1
−−

−
 = 

1TS

ST

−+
. 

VÝ dô 6: Cho mét tam gi¸c ®Òu ABC c¹nh a. Tam gi¸c A1B1C1 cã c¸c ®Ønh lµ 
trung ®iÓm c¸c c¹nh cña ∆ABC, ∆A2B2C2 cã c¸c ®Ønh lµ trung ®iÓm c¸c 
c¹nh cña ∆A1B1C1, ..., ∆An + 1Bn + 1Cn + 1 cã c¸c ®Ønh lµ trung ®iÓm c¸c 
c¹nh cña ∆AnBnCn, .... Gäi p1, p2, ..., pn vµ S1, S2, ...Sn, ... theo thø tù lµ 
chu vi vµ diÖn tÝch cña c¸c ∆A1B1C1, ∆A2B2C2, ..., ∆AnBnCn, .... 
a. T×m giíi h¹n cña c¸c d·y sè (pn) vµ (Sn). 
b. TÝnh c¸c tæng: 

p1 + p2 + ... + pn + ...  vµ S1 + S2 + ... + Sn + .... 
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 Gi¶i 
a. Ta lÇn l­ît cã nhËn xÐt: 

 Víi d·y sè (pn) th× p2 = 
2

1
p1, p3 = 

2

1
p2 = 

22

1
p1, ... 

Tõ ®ã, ta dù ®o¸n ®­îc: 

pn = 
1n2

1
−

p1 = 
1n2.2

a3
−

 = 
n2

a3
 − Chøng minh b»ng quy n¹p. 

Do ®ã: 

limpn = lim
n2

a3
 = 3a.lim

n

2

1








 = 0. 

 Víi d·y sè (Sn) th× S2 = 
4

1
S1, S3 = 

4

1
S2 = 

24

1
S1, ... 

Tõ ®ã, ta dù ®o¸n ®­îc: 

Sn = 
1n4

1
−

S1 = 
1n

2

4.16

3a
−

 = 
1n

2

4

3a
+

 − Chøng minh b»ng quy n¹p. 

Do ®ã: 

limSn = lim
1n

2

4

3a
+

 = 3a2 .lim
1n

4

1
+









 = 0. 

b. Ta lÇn l­ît cã nhËn xÐt: 

 D·y sè (pn) lµ mét cÊp sè nh©n cã c«ng béi q = 
2

1
 < 1 vµ p1 = 

2

a3
 nªn: 

p1 + p2 + ... + pn + ... = 
q1

p1

−
 = 3a. 

 D·y sè (pn) lµ mét cÊp sè nh©n cã c«ng béi q = 
4

1
 < 1 vµ S1 = 

16

3a2

 nªn: 

S1 + S2 + ... + Sn + .... = 
q1

S1

−
 = 

12

3a2

. 

VÝ dô 7: (§HQG/khèi B − 97): TÝnh giíi h¹n 
x 0

1 1 sin3x
lim

1 cosx→

− +

−
. 

 Gi¶i 
Ta cã:  

1 1 sin3x

1 cosx

− +

−
 = 

1 1 sin3x

1 cosx

− −
−

 = 
sin3x

1 cosx−
 = 

33sin x 4sin x

1 cosx

−

−
 

 = 
2(3 4sin x)sin x

1 cosx

−

−
 = 

2 23 4sin x 1 cos x

1 cosx

− −

−
 = 1 cosx+ .3 − 4sin2x. 
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Do ®ã:  

x 0

1 1 sin3x
lim

1 cosx→

− +

−
 = 

x 0
lim

→
( 1 cosx+ .3 − 4sin2x) = 3 2 . 

VÝ dô 8: TÝnh c¸c giíi h¹n sau: 

a.   (HVNH − 98): 
x 1
lim

→

2x 1 x

x 1

− −
−

. 

b.   (§HQG − 98): 
x 1
lim

→

3x 3x 2

x 1

− −
−

. 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

x 1
lim

→

2x 1 x

x 1

− −
−

 = 
x 1
lim

→

x 1

(x 1)( 2x 1 x)

−
− − +

 = 
x 1
lim

→

1

2x 1 x− +
 = 

1

2
. 

b. Ta cã: 

x 1
lim

→

3x 3x 2

x 1

− −
−

 =  
x 1
lim

→

6

3

x 3x 2

(x 1)(x 3x 2)

− +
− + −

 

= 
x 1
lim

→

5 4 3 2

3

(x 1)(x x x x x 2)

(x 1)(x 3x 2)

− + + + + −
− + −

 

=  
x 1
lim

→

5 4 3 2

3

x x x x x 2

x 3x 2

+ + + + −
+ −

 = 
3

2
. 

 NhËn xÐt: Trong vÝ dô trªn, ë c©u c) ®Ó tr¸nh gÆp ph¶i mét ®a thøc bËc 6 
chóng ta cã thÓ thùc hiÖn theo c¸ch: 

3

x 1

x 3x 2
lim

x 1→

− −
−

3

x 1

x 1 1 3x 2
lim

x 1→

− + − −
=

−
 

3

x 1 x 1

x 1 1 3x 2
lim lim

x 1 x 1→ →

− − −
= +

− −
 

( ) ( )
2

x 1 x 1

3 3x
lim x x 1 lim

(x 1) 1 3x 2→ →

−
= + + +

− + −
 

x 1

3
3 lim

1 3x 2→
= −

+ −
3

3
2

= −  = 
3

2
. 

Ngoµi ra, ý t­ëng nµy cßn cã tªn lµ "Ph­¬ng ph¸p gäi h»ng sè v¾ng" 
trong viÖc t×m giíi h¹n, vµ nã sÏ ®­îc tr×nh bµy ë phÝa sau. 

VÝ dô 9: TÝnh c¸c giíi h¹n sau: 

a.   
x 1
lim

→

3

3

x 1

x 2 1

−
− +

.   b.   
x 1
lim
→−

23 x x x 1

x 1

+ + +
+

. 
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 Gi¶i 
a. Ta cã: 

x 1
lim

→

3

3

x 1

x 2 1

−
− +

=
x 1
lim

→

2 33

3 2 3

[ (x 2) x 2 1](x 1)

( x x 1)(x 1)

− − − + −

+ + −
=

x 1
lim

→

2 33

3 2 3

(x 2) x 2 1

x x 1

− − − +

+ +
  

= 1. 
b. Ta cã: 

x 1
lim
→−

23 x x x 1

x 1

+ + +
+

 =  
x 1
lim
→−

3 x 1

x 1

+
+

 +  
x 1
lim
→−

2x x

x 1

+
+

 

=
x 1
lim
→− 3 2 3

x 1

( x x 1)(x 1)

+

− + +
+

x 1
lim
→−

x =
x 1
lim
→− 3 2 3

1

x x 1− +
 − 1 = − 2

3
. 

VÝ dô 10: TÝnh c¸c giíi h¹n sau: 

a.   
x 1
lim

→

4 52x 1 x 2

x 1

− + −
−

.     b.   
x 0
lim

→

2 7(x 2004) 1 2x 2004

x

+ − −
. 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

x 1
lim

→

4 52x 1 x 2

x 1

− + −
−

 =  
x 1
lim

→

4 52x 1 1 x 2 1

x 1

− − + − +
−

 

    =  
x 1
lim

→

4 2x 1 1

x 1

− −
−

 +  
x 1
lim

→

5 x 2 1

x 1

− +
−

. 

§Æt:  

4

5

u 2x 1

v x 2

 = −


= −
⇔ 

4

5

u 1
x 1

2

x 1 v 1

 −
− =


 − = −

. 

Khi ®ã:  
4 2x 1 1

x 1

− −
−

 =  
4

2(u 1)

u 1

−
−

 =  
2

2

(u 1)(u 1)+ +
 vµ x→1 ⇔ u→1. 

5 x 2 1

x 1

− +
−

 =  
5

v 1

v 1

+
+

 =  
4 3 2

1

v v v v 1− + − +
 vµ x→1 ⇔ v→ − 1. 

VËy, ta ®­îc: 

x 1
lim

→

4 52x 1 x 2

x 1

− + −
−

=
u 1
lim

→ 2

2

(u 1)(u 1)+ +
+ 

v 1
lim
→− 4 3 2

1

v v v v 1− + − +
=

7

10
. 

b. Ta cã: 

x 0
lim

→

2 7(x 2004) 1 2x 2004

x

+ − −
 =  

x 0
lim

→

2 2 27(x 2004) 1 2x x 2004 x

x

+ − − − +
 

=  
x 0
lim

→
 

7
2 1 2x 1

(x 2004) x
x

 − −
+ + 

  
= − 4008

7
. 
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 NhËn xÐt:  Trong vÝ dô trªn, ë c©u b)  chóng ta ®· thªm bít x2 ®Ó lµm xuÊt hiÖn 
®a thøc P(x) =  x2 +  2004 ë tö thøc, tõ ®ã lµm xuÊt hiÖn d¹ng: 

x 0
lim

→

n 1 ax 1

x

+ −
 = 

a

n
,  

®©y lµ ®iÓm mÉu chèt cña lêi gi¶i. 

VÝ dô 11: TÝnh giíi h¹n: 

x 1
lim

→

43 4

3 4

x x
1 x. 1 . 1 1 x

2 3
3

4 x 8 x 1 x
2

+ + + − −

+ − − − +
. 

 Gi¶i 
Gäi tö thøc lµ T, ta cã: 

T =  1 x+ 3
x

1
2

+ . 4
x

1
3

+  − 3
x

1
2

+ . 4
x

1
3

+  +   

 +  3
x

1
2

+ . 4
x

1
3

+  − 4
x

1
3

+  +  4
x

1
3

+  − 1 +  1 − 4 1 x−  

  =  3
x

1
2

+ . 4
x

1
3

+  ( 1 x+  − 1) +  4
x

1
3

+  3
x

1 1
2

 
+ −  

 
 +   

 + 4
x

1 1
3

 
+ −  

 
 − ( 4 1 x−  − 1). 

Gäi mÉu thøc lµ M, ta cã:   

M = 
3

2
.2.

x
1

4
+  − 2 3

x
1

8
−  − 4 1 x+   

= 3
x

1 1
4

 
+ −  

 
 − 2 3

x
1 1

8

 
− −  

 
 − ( 4 1 x+  − 1). 

Ta cã: 

x 1
lim

→

43 4

3 4

x x
1 x. 1 . 1 1 x

2 3
3

4 x 8 x 1 x
2

+ + + − −

+ − − − +
 =  

x 1
lim

→

T

M
 =  

x 1
lim

→

T

x
M

x

 =  
1
5

24

 =  
24

5
. 

VÝ dô 12: TÝnh c¸c giíi h¹n sau: 

a.   (§HQG/khèi D − 99): 
3 2

x 1

x x 2
lim

sin(x 1)→

+ −
−

 

b.   (§HDL H¶i Phßng/Khèi A − 2000): 
2

x 1

x 4x 3
lim

tan(x 1)→

− +
−

. 
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 Gi¶i 
a. Ta cã:   

x 1
lim

→

3 2x x 2

sin(x 1)

+ −
−

 =  
x 1
lim

→

2(x 1)(x 2x 2)

sin(x 1)

− + +
−

 =  
x 1
lim

→

2x 2x 2
sin(x 1)

x 1

+ +
−

−

 =  5. 

b. Ta cã:   
2

x 1

x 4x 3
lim

tan(x 1)→

− +
− x 1

(x 1)(x 3)
lim

tan(x 1)→

− −
=

− x 1

x 3
lim

tan(x 1)

x 1

→

−
=

−
−

 = −2. 

VÝ dô 13: (§HAN/Khèi A − 2000): TÝnh giíi h¹n: 

2x 0

98 1 cos3x cos5x cos7x
L lim .

83 sin 7x→

− =  
 

 

 Gi¶i 
Ta cã:   

1 − cos3xcos5xcos7x  =  1 − 1

2
(cos8x +  cos2x)cos7x 

= 1 − 1

2
(cos8x cos7x +  cos2xcos7x) 

= 1 − 1

4
(cos15x +  cosx +  cos9x +  cos5x) 

=
1

4
[(1 − cos15x) + (1 − cosx) + (1 − cos9x) + (1 − cos5x)] 

=  
1

4
2 15x

2sin
2





 +  2sin2
x

2  +  2sin2
9x

2  +  2sin2
5x

2


  

=  
1

2
2 15x

sin
2





 +  sin2
x

2  +  sin2
9x

2  +  sin2
5x

2


 . 

Do ®ã:   

L =
x 0
lim

→

98

83
.
1

2
2 15x

sin
2





 + sin2
x

2  + sin2
9x

2  + sin2
5x

2


 .

2

1

sin 7x
 

=  
98

83
.
1

2 x 0
lim

→

2

2

15x
sin

2
15x

2




    

 

.
2

15

2
 
 
 

 +  

2

2

x
sin

2
x

2
 
 
 

.
2

1

2
 
 
 

 +   

 +  

2

2

9x
sin

2
9x

2
 
 
 

.
2

9

2
 
 
 

 +  

2
2

2

5x
sin 52 .

25x

2




        
  

.
2

2 2

(7x) 1
.

sin 7x (7)
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=  
98

83
.
1

2 x 0
lim

→

2
15

2

 
 
 

 +  
2

1

2
 
 
 

 +  
2

9

2
 
 
 

 +  
2

5

2

 
 

  
.

2

1

(7)
 =  1. 

 NhËn xÐt:  Nh­ vËy, trong thÝ dô trªn thùc chÊt chóng ta chØ cÇn sö dông c«ng 
thøc biÕn ®æi tÝch thµnh tæng vµ c«ng thøc gãc nhËn ®«i cña cos. Tuy 
nhiªn, c¸c em häc sinh cÇn thËn trong trong tÝnh to¸n. 

VÝ dô 14: TÝnh c¸c giíi h¹n sau: 

a.   (§HHH/§Ò 1 − 97): 
x 0
lim

→

1 cosx

1 cos x

−
−

.  

b.   (§HHH − 2000): 
3x 0

1 tan x 1 sin x
lim

x→

+ − +
. 

 Gi¶i 
a. Ta cã:   

x 0

1 cosx
lim

1 cos x→

−
−

 =  
x 0

1 cosx
lim

(1 cos x)(1 cosx)→

−
− +

=  
x 0
lim

→

2

2

x
2sin

2
x

2sin (1 cosx)
2

+
 

=  
x 0
lim

→

2

2

x
sin

2
x

2




    

 

.
2

x

2
 
 
 

.

2

2
2

x

2 1 1
. .

x 1 cosxxsin
2 2

 
    


+  
   
  

 = 0. 

b. Ta cã:   

3x 0

1 tan x 1 sin x
lim

x→

+ − +
= 

3x 0

tan x sin x
lim

x ( 1 tan x 1 sin x)→

−
+ + +

 

 =  
3x 0

tan x(1 cosx)
lim

x ( 1 tan x 1 sin x)→

−
+ + +

 =  

2

3x 0

x
2 tan x.sin

2lim
x ( 1 tan x 1 sin x)→ + + +

 

 = 
( )

2

2x 0

tan x sin (x / 2) 1
2 lim .

x 1 tan x 1 sin xx / 2 .4→

 
 

+ + +  
=

1

4
. 

 NhËn xÐt: Nh­ vËy, trong lêi gi¶i cña vÝ dô trªn chóng ta cÇn thùc hiÖn phÐp 
nh©n liªn hîp tr­íc khi sö dông c¸c phÐp biÕn ®æi l­îng gi¸c ®Ó 
chuyÓn chïng vÒ d¹ng c¬ b¶n. 
Víi giíi h¹n d¹ng:  

0x x
lim
→

1 2f (x) f (x)

g(x)

−
, trong ®ã f1(x0) =  f2(x0) =  c vµ g(x0) =  0. 
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Ta lùa chän mét trong hai c¸ch: 
C¸ch 1: (ChÌn h»ng sè v¾ng): Ta thùc hiÖn viÖc thªm h»ng sè v¾ng c 
(víi f1(x0) = f2(x0) =  c) vµo biÓu thøc cña giíi h¹n, ta ®­îc:  

0x x
lim
→

1 2f (x) c c f (x)

g(x)

− + −
 = 

0x x
lim
→

1f (x) c

g(x)

−
 +  

0x x
lim
→

2c f (x)

g(x)

−
. 

C¸ch 2: (ChÌn hµm sè v¾ng): Ta thùc hiÖn viÖc thªm hµm sè v¾ng 
f(x) (víi f(x0) =  c) vµo biÓu thøc cña giíi h¹n, ta ®­îc:  

0x x
lim
→

1 2f (x) f(x) f(x) f (x)

g(x)

− + −
  

= 
0x x

lim
→

1f (x) f(x)

g(x)

−
+ 

0x x
lim
→

2f(x) f (x)

g(x)

−
. 

VÝ dô 15: (§HQG/Khèi A − 97): TÝnh giíi h¹n 
x 0
lim

→

32 1 x 8 x

x

+ − −
. 

 Gi¶i 
Ta cã:   

 
x 0
lim

→

32 1 x 8 x

x

+ − −
=  

x 0
lim

→

32 1 x 2 2 8 x

x

+ − + − −
 

=  
x 0
lim

→

2( 1 x 1)

x

 + −



 +  
32 8 x

x

− −



 

=
x 0
lim

→ ( )
2x

x 1 x 1





+ +

 + 
23 3

x

x 4 2 8 x (8 x)





 + − + −   

 = 
13

12
. 

VÝ dô 16: TÝnh c¸c giíi h¹n sau: 

a.    
x 1

x 3 2x
lim

tan(x 1)→

+ −
−

. b.   (§HTM − 99): 
x 0
lim

→

2

2

1 x cosx

x

+ −
. 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

x 1

x 3 2x
lim

tan(x 1)→

+ −
−

 = 
2

x 1

4x x 3
lim

( x 3 2x) tan(x 1)→

− + +
+ + −

= 
x 1

4x 3
lim

x 3 2x→

− −
+ +

.
x 1

tan(x 1)

−
−

 

 = − 7

4
. 

b. Ta cã thÓ tr×nh bµy theo hai c¸ch sau: 
C¸ch 1: Ta cã:   

x 0
lim

→

2

2

1 x cosx

x

+ −
 =

x 0
lim

→ ( )
2 2

2 2

1 x cos x

1 x cosx x

+ −

+ +
=

x 0
lim

→ ( )
2 2

2 2

x sin x

1 x cosx x

+

+ +
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=  
x 0
lim

→ 2

1

1 x cosx+ +
.

2

2

sin x
1

x

 
+ 

 
 =  1. 

C¸ch 2:  Ta cã:   

x 0
lim

→

2

2

1 x cosx

x

+ −
=

x 0
lim

→

2

2

1 x 1

x

 + −




+
2

1 cosx

x

− 



=
x 0
lim

→

2

22

x
2sin1 2

x1 x 1
4

2

 
 
 +
 + +    

  

= 1. 

VÝ dô 17: TÝnh c¸c giíi h¹n sau: 

a.   3x

x 1lim (x 2)
x x→+∞

−
+

+
.  b.  

3

5 2x

2x xlim x
x x 3→−∞

+
− +

. 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

3x

x 1lim (x 2)
x x→+∞

−
+

+
 = 

2

3x

(x 1)(x 2)lim
x x→+∞

− +
+

=
+∞→x

lim

2

2

1 21 1
x x

11
x

  − +  
  

+
= 1. 

b. Ta cã: 

3

5 2x

2x xlim x
x x 3→−∞

+
− +

 
2 3

5 2x

x (2x x)lim
x x 3→−∞

+
= −

− +

2

x

3 5

12
xlim 1 31

x x
→−∞

+
= −

− +
 = − 2 . 

VÝ dô 18: TÝnh giíi h¹n 
x

2

lim
π

→
 x

2
π − 

 
.tanx. 

 Gi¶i 

§Æt t =  
2
π  − x suy ra x =  

2
π  − t. NhËn xÐt khi x → 

2
π

 th× t → 0. 

VËy, ta ®­îc:   

x
2

lim
π

→
 x

2
π − 

 
.tanx =  

t 0
lim

→
t.tan t

2
π − 

 
 =   

t 0
lim

→
t.cott =  

t 0
lim

→
t.

cos t
sin t

 =  1. 

VÝ dô 19: (HVKTMM − 99): TÝnh giíi h¹n L = 
∞→x

lim
1x2

1x

2x
+









+
+ . 

 Gi¶i 
Ta biÕn ®æi: 

1x2

1x

2x
+









+
+

 =  
1x2

1x

1
1

+









+
+ ,  
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®Æt 
t

1
 = 

1x

1

+
⇔ x = t − 1.  

NhËn xÐt khi x → ∞ th× t → ∞. 
VËy, ta ®­îc:   

1x2

1x

2x
+









+
+

 =  
1)1t(2

t

1
1

+−







 +  =  

t

1t2
t

t

1
1

−







 + .  

Do ®ã:  

∞→x
lim

1x2

1x

2x
+









+
+

 =  
∞→t

lim
t

1t2
t

t

1
1

−







 +  =  e2. 

VÝ dô 20: XÐt tÝnh liªn tôc cña hµm sè sau trªn toµn trôc sè:  

f(x) = 
2x x khi x 1

ax 1 khi x 1
 + <


+ ≥
.  

 Gi¶i 
Hµm sè x¸c ®Þnh víi mäi x∈ . 
4. Khi x < 1, ta cã f(x) = x2 + x nªn hµm sè liªn tôc víi x < 1. 
5. Khi x > 1, ta cã f(x) = ax + 1 nªn hµm sè liªn tôc víi x > 1. 
6. Khi x = 1, ta cã: 

x 1
lim

−→
f(x)  = 

x 1
lim

−→
(x2 + x) = 2 ; 

x 1
lim

+→
f(x)  = 

x 1
lim

+→
(ax + 1) = a + 1. 

f(1) = a + 1. 
Do ®ã:   
 NÕu a = 1 th× 

x 1
lim

−→
f(x)  = 

x 1
lim

+→
f(x) = f(1) = 2, do ®ã hµm sè liªn tôc t¹i x0 = 1. 

 NÕu a ≠ 1 th× 
x 0
lim

+→
f(x) ≠

x 0
lim

−→
f(x), do ®ã hµm sè gi¸n ®o¹n t¹i  x0 = 1. 

KÕt luËn:   
 NÕu a = 1, hµm sè liªn tôc trªn toµn trôc sè. 
 NÕu a ≠ 1, hµm sè liªn tôc trªn (− ∞, 1)∪(1, + ∞) vµ gi¸n ®o¹n t¹i x0 = 1. 

VÝ dô 21:  Chøng minh r»ng víi mäi m ph­¬ng tr×nh: 
1

cos x
 − 1

sin x
 = m      (1) 

lu«n cã nghiÖm. 

 Gi¶i 

§iÒu kiÖn x ≠ 
2
π

, víi k∈ . 

BiÕn ®æi ph­¬ng tr×nh vÒ d¹ng: 
sinx − cosx − msinx.cosx = 0. 

XÐt hµm sè f(x) =  sinx − cosx − msinx.cosx liªn tôc trªn ®o¹n 
2
π

. 
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Ta cã:   

f(0) =  − 1 < 0 vµ   f
2
π 

 
 

 = 1 > 0 ⇒ f(0).f
2
π 

 
 

 = − 1 < 0. 

VËy ph­¬ng tr×nh f(x) = 0 lu«n cã mét nghiÖm thuéc 0;
2
π 

 
 

  

⇔ ph­¬ng tr×nh (1) lu«n cã mét nghiÖm thuéc kho¶ng 0;
2
π 

 
 

. 

VÝ dô 22: XÐt dÊu hµm sè f(x) = 2 + cosx − 2tan
x
2

 trªn (0; π). 

 Gi¶i 
Hµm sè f(x) liªn tôc trªn (0; π). 

Gi¶i ph­¬ng tr×nh f(x) = 0 víi Èn phô t = tan
x
2

, suy ra cosx = 
2

2

1 t
1 t

−
+

, ta cã: 

2 + 
2

2

1 t
1 t

−
+

 − 2t = 0 ⇔ 2t3 − t2 + 2t − 3 = 0 ⇔ (t − 1)(2t2 + t + 3) = 0  

⇔ t = 1 ⇔ tan
x
2

 = 1 ⇔ x = 
2
π

. 

Nh­ vËy, trªn c¸c kho¶ng (0; 
2
π

) vµ (
2
π

; π) hµm sè f(x) kh«ng triÖt tiªu, do ®ã: 

 V× f
3
π 

 
 

 = 2 + 
1
2

 − 2
3

 > 0 nªn f(x) > 0 víi ∀x ∈ (0; 
2
π

). 

 V× 
2f
3
π 

 
 

 = 2 − 
1
2

 − 2 3  < 0 nªn f(x) < 0 víi ∀x ∈ (
2
π

; π). 
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