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ch¬ng 2 −  tæ hîp vµ x¸c suÊt 

A.  KiÕn thøc cÇn nhí 

I.  hai quy t¾c ®Õm c¬ b¶n 

1. Quy t¾c céng 
Quy t¾c céng: Gi¶ sö mét c«ng viÖc cã thÓ tiÕn hµnh theo mét trong k ph¬ng ¸n A1, 
A2, ..., Ak. NÕu: 
 Ph¬ng ¸n A1 cã thÓ lµm  b»ng n1 c¸ch.  
 Ph¬ng ¸n A2 cã thÓ lµm  b»ng n2 c¸ch.  
 ... 
 Ph¬ng ¸n Ak cã thÓ lµm  b»ng nk c¸ch.  
Khi ®ã, cã c«ng viÖc cã thÓ thùc hiÖn theo n1 + n2 + ... + nk c¸ch. 

BiÓu diÔn díi d¹ng tËp hîp: Quy t¾c céng thêng ®îc ph¸t biÓu b»ng ng«n ng÷ 
tËp hîp nh sau: 

1. NÕu A, B lµ hai tËp h÷u h¹n, kh«ng giao nhau, th×: 
A ∪ B = A + B. 

2. NÕu A1, A2, ..., Ak lµ k tËp h÷u h¹n, tõng ®«i mét kh«ng giao nhau, th×: 
A1 ∪ A2 ∪ ... ∪ Ak = A1 + A2 + ... + Ak. 

3. NÕu A, B lµ lµ hai tËp h÷u h¹n vµ A ⊆ B, th×: 


10

k k
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k 0
C x

=
∑  = B \ A = B − A. 

2. Quy t¾c nh©n 
Quy t¾c nh©n: Gi¶ sö mét c«ng viÖc A bao gåm k c«ng ®o¹n A1, A2, ..., Ak. NÕu: 

 C«ng ®o¹n A1 cã thÓ lµm b»ng n1 c¸ch. 

 C«ng ®o¹n A2 cã thÓ lµm b»ng n2 c¸ch. 

 ... 

 C«ng ®o¹n Ak cã thÓ lµm b»ng nk c¸ch. 

Khi ®ã, cã c«ng viÖc cã thÓ thùc hiÖn theo n1.n2...nk c¸ch. 

BiÓu diÔn quy t¾c nh©n díi d¹ng tËp hîp: Quy t¾c nh©n thêng ®îc ph¸t biÓu 
b»ng ng«n ng÷ tËp hîp nh sau: 

NÕu A1, A2, ..., Am lµ c¸c tËp h÷u h¹n, khi ®ã sè phÇn tö cña tÝch §Ò − c¸c cña c¸c tËp 
nµy b»ng tÝch cña sè c¸c phÇn tö cña mäi tËp thµnh phÇn. §Ó liªn hÖ víi quy t¾c nh©n 
h·y nhí lµ viÖc chän mét phÇn tö cña tÝch §Ò − c¸c A1 × A2 × ...× Am ®îc tiÕn hµnh 
b»ng c¸ch chän lÇn lît mét phÇn tö cña A1 mét phÇn tö cña A2, ..., mét phÇn tö 
cña Am. Theo quy t¾c nh©n ta nhËn ®îc ®¼ng thøc: 

| A1 × A2 × ...× Am|  =  | A1| . | A2| ... | Am|. 
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3. Nguyªn lý bï trõ 
Khi hai c«ng viÖc cã thÓ ®îc lµm ®ång thêi, chóng ta kh«ng thÓ dïng quy t¾c céng ®Ó 

tÝnh sè c¸ch thùc hiÖn nhiÖm vô gåm c¶ hai viÖc. Céng sè c¸ch lµm mçi viÖc sÏ dÉn ®Õn sù 
trïng lÆp, v× nh÷ng c¸ch lµm c¶ hai viÖc sÏ ®îc tÝnh hai lÇn . §Ó tÝnh ®óng sè c¸ch thùc 
hiÖn nhiÖm vô nµy ta céng sè c¸ch lµm mçi mét trong hai viÖc råi trõ ®i sè c¸ch lµm ®ång 
thêi c¶ hai viÖc. §ã lµ nguyªn lý bï trõ.  
BiÓu diÔn díi d¹ng tËp hîp: Chóng ta cã thÓ ph¸t biÓu nguyªn lý bï trõ b»ng ng«n 
ng÷ tËp hîp nh sau: 

Cho A1, A2 lµ c¸c tËp hîp. Gäi T1 lµ viÖc chän mét phÇn tö cña A1 cßn T2 lµ viÖc 
chän mét phÇn tö cña A2.  
 Cã | A1| c¸ch lµm viÖc T1  
 Cã | A2| c¸ch lµm viÖc T2.  
Sè c¸ch lµm hoÆc T1 hoÆc T2 b»ng tæng sè c¸ch lµm viÖc T1 vµ sè c¸ch lµm viÖc T2 

trõ ®i sè c¸ch lµm c¶ hai viÖc. V× cã 1 2A A∪  c¸ch lµm hoÆc T1 hoÆc T2, vµ cã 

1 2A A∩   c¸ch lµm c¶ hai viÖc T1 vµ T2 nªn chóng ta cã: 

1 2 1 2 1 2A A A A A A∪ = + − ∩ . 

II. ho¸n vÞ, chØnh hîp vµ tæ hîp 

1. ho¸n vÞ 

§Þnh nghÜa 1: Cho tËp hîp A, gåm n phÇn tö (n ≥ 1). Mét c¸ch s¾p thø tù n phÇn tö 
cña tËp hîp A ®îc gäi lµ mét ho¸n vÞ cña n phÇn tö ®ã. 

§Þnh lÝ 1: NÕu kÝ hiÖu sè ho¸n vÞ cña n phÇn tö lµ Pn, th× ta cã: 

Pn = n! = 1.2.3…(n − 1).n. 

2. chØnh hîp 

§Þnh nghÜa 2: Cho tËp hîp A gåm n phÇn tö. Mét bé gåm k (1 ≤ k ≤ n) phÇn tö s¾p 
thø tù cña tËp hîp A ®îc gäi lµ mét chØnh hîp chËp k cña n phÇn tö 
cña A. 

 NhËn xÐt:  
1. Hai chØnh hîp kh¸c nhau khi vµ chØ khi: hoÆc cã Ýt nhÊt mét phÇn tö cña chØnh 

hîp nµy mµ kh«ng lµ phÇn tö cña chØnh hîp kia, hoÆc c¸c phÇn tö cña hai 
chØnh hîp gièng nhau nhng ®îc s¾p xÕp theo thø tù kh¸c nhau. 

2. Bé k phÇn tö cã kÓ thø tù ®îc hiÓu nh sau: gi¶ sö a, b lµ hai bé k phÇn tö 
cña tËp E 

a = (a1, a2,..., ak) vµ b = (b1, b2,..., bk) 
 a, b ®îc coi lµ cã kÓ thø tù nÕu: 

a = b ⇔ ai = bi, ∀i = 1,k . 
 a, b ®îc coi lµ kh«ng kÓ thø tù nÕu: 

a = b ⇔ mçi ai trïng víi mét bj nµo ®ã i, j = 1,k . 
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§Þnh lÝ 2: NÕu kÝ hiÖu sè chØnh hîp chËp k cña n phÇn tö lµ k
nA , th× ta cã: 

k
nA  = n.(n − 1)…(n – k + 1). 

 Chó ý:  

1. Ta cã thÓ viÕt k
nA  theo c¸ch kh¸c: 

k
n

nA n(n 1)(n 2)...(n k 1)  !

(n-k) !
= − − − + =  

2. NÕu k  =  n th×: 

n
nA  = 

n!
0!

 = 
n!
1

 = n! = Pn. 

Nh vËy, mét chØnh hîp n chËp n ®îc gäi lµ mét ho¸n vÞ cña n phÇn tö. 
Tõ ®ã, suy ra: 

n
nA  = k

nA . n k
n kA −

− , víi  mäi 1 ≤ k ≤ n.  

KÕt qu¶ nµy ®îc ph¸t biÓu lµ " Sè c¸c ho¸n vÞ cña n phÇn tö ph©n biÖt b»ng sè 
c¸c chØnh hîp n chËp r cña c¸c phÇn tö ®ã, nh©n víi sè c¸c ho¸n vÞ cña (n − r) 
phÇn tö cßn l¹i ". 

3. tæ hîp 

§Þnh nghÜa 3:  Cho tËp hîp A gåm n phÇn tö. Mét tËp con cña E, gåm k phÇn tö 
ph©n biÖt (1 ≤ k ≤ n), ®îc gäi lµ mét tæ hîp chËp k cña n phÇn tö 
cña A. 

§Þnh lÝ 3: NÕu kÝ hiÖu sè tæ hîp chËp k cña n phÇn tö lµ k
nC , th× ta cã: 

k
nC  = 

k
nA

k!
 = 

n(n 1)...(n k 1)
k!

− − +
,    (1) 

víi 0 ≤ k ≤ n vµ quy íc 0
nC  = 1. 

Tõ kÕt qu¶ cña ®Þnh lÝ 3 suy ra: 

1. k
nC  = 

n!
k!(n k)!−

, víi 0 ≤ k ≤ n.       (2) 

2. k
nC  = n k

nC − , víi 0 ≤ k ≤ n.      (3) 

3. k
nC  = k

n 1C −  + k 1
n 1C −

−  , víi 0 ≤ k ≤ n.      (4) 

III. nhÞ thøc niu − t¬n 

1. C«ng thøc NhÞ thøc Newton 

ë líp 8 chóng ta ®· ®îc lµm quen víi c¸c h»ng ®¼ng thøc: 

(a + b)2 = a2 + 2ab + b2  = 0
2C a2 − 0b0 + 1

2C a2 − 1b1 + 2
2C a0b2, 

(a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3 = 0
3C a3 − 0b0 + 1

3C  a3 − 1b1 + 2
3C  a3 − 2b2 + 3

3C a0b3. 
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Tæng qu¸t: Víi mäi cÆp sè a, b vµ mäi sè n nguyªn d¬ng, ta cã: 
(a + b)n = 0

nC an + 1
nC an − 1b + 2

nC an − 2b2 + ... + n 1
nC − abn − 1 + n

nC bn   (1) 

 = 
n

k n k k
n

k 0
C a .b−

=
∑ . 

C«ng thøc trªn ®îc gäi lµ c«ng thøc nhÞ thøc Niu − t¬n (gäi t¾t lµ nhÞ thøc Niu − t¬n) 
NhËn xÐt c«ng thøc nhÞ thøc niut¬n 

1. Sè c¸c sè h¹ng ë bªn ph¶i cña c«ng thøc b»ng n + 1, n lµ sè mò cña nhÞ thøc ë 
vÕ tr¸i. 

2. Tæng c¸c sè mò cña a vµ b trong mçi sè h¹ng b»ng n. 
3. Sè h¹ng tæng qu¸t cã d¹ng: 

Tk + 1 = k
nC an − kbk, víi k = 0, 1, ..., n. 

®ã lµ sè h¹ng thø k + 1 trong sù khai triÓn cña nhÞ thøc (a + b)n. 
Nh vËy, víi yªu cÇu "T×m hÖ sè cña an − kbk" th× cÇu tr¶ lêi lµ k

nC . 

4. C¸c hÖ sè nhÞ thøc c¸ch ®Òu hai sè h¹ng ®Çu vµ cuèi b»ng nhau v×: 
k
nC  = n k

nC − , 0 ≤ k ≤ n. 

Mét sè d¹ng ®Æc biÖt 
D¹ng 1: Thay a = 1 vµ b = x vµo (1), ta ®îc: 

(1 + x)n = 0
nC  + 1

nC x + 2
nC x2 + ... + n 1

nC − xn − 1 + n
nC xn.   (2) 

D¹ng 2: Thay a = 1 vµ b = −x vµo (1), ta ®îc: 
(1 − x)n = 0

nC  − 1
nC x + 2

nC x2 − ... + (−1)k
k
nC xk + ... + (−1)n

n
nC xn.   (3) 

Khi ®ã: 
 Thay x = 1 vµo (2), ta ®îc: 

0
nC  + 1

nC  + 2
nC  + ... + n

nC  = 2n. 
 Thay x = 1 vµo (3), ta ®îc: 

0
nC  − 1

nC  + 2
nC  − ... + (−1)n

n
nC  = 0. 

2. tam gi¸c Pascal 
C¸c hÖ sè cña khai triÓn Niut¬n cña nhÞ thøc (a + b)n cã thÓ ®îc s¾p xÕp thµnh 

tam gi¸c sau ®©y (gäi lµ tam gi¸c Pascal): 
n = 0       1       
n = 1      1  1      
n = 2     1  2  1     
n = 3    1  3  3  1    
n = 4   1  4  6  4  1   
n = 5  1  5  10  10  5  1  
n = 6 1  6  15  20  15  6  1 
…              

Nh vËy, dùa vµo b¶ng ta cã: 
1
4C  = 3

4C  = 4, 2
4C  = 6. 

1
5C  + 2

5C  = 2
6C  (chóng ta ®· tõng ®îc biÕt k

nC  + k 1
nC +  = k 1

n 1C +
+ ). 
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IV. biÕn cè vµ x¸c suÊt cña biÕn cè 

1. Kh«ng gian x¸c suÊt 
§Þnh nghÜa: (PhÐp thö ngÉu nhiªn vµ kh«ng gian mÉu): 

a. Mét phÐp thö ngÉu nhiªn (gäi t¾t lµ phÐp thö) lµ mét thÝ nghiÖm 
hay mét hµnh ®éng mµ: 
 Cã thÓ lÆp ®i lÆp l¹i nhiÒu lÇn trong c¸c ®iÒu kiÖn gièng nhau. 
 KÕt qu¶ cña nã kh«ng dù ®o¸n tríc ®îc. 
 Cã thÓ x¸c ®Þnh ®îc tËp hîp tÊt c¶ c¸c kÕt qu¶ cã thÓ x¶y ra cña 

phÐp thö ®ã. 
PhÐp thö thêng ®îc kÝ hiÖu bëi ch÷ T. 

b. TËp hîp tÊt c¶ c¸c kÕt qu¶ cã thÓ x¶y ra cña phÐp thö ®îc gäi lµ kh«ng 
gian mÉu cña phÐp thö vµ ®îc kÝ hiÖu bëi ch÷ Ω (®äc lµ « − mª − ga). 

2. biÕn cè 
§Þnh nghÜa: (BiÕn cè liªn quan ®Õn phÐp thö): Mét biÕn cè A liªn quan tíi phÐp thö 

T ®îc m« t¶ bëi mét tËp con ΩA nµo ®ã cña kh«ng gian mÉu Ω cña phÐp 
thö ®ã. BiÕn cè A x¶y ra khi vµ chØ khi kÕt qu¶ cña T thuéc tËp ΩA. Mçi 
phÇn tö cña ΩA ®îc gäi lµ mét kÕt qu¶ thuËn lîi cho A. 
 BiÕn cè ch¾c ch¾n lµ biÕn cè lu«n x¶y ra khi thùc hiÖn phÐp thö T. 

BiÕn cè ch¾c ch¾n ®îc m« t¶ bëi tËp Ω vµ ®îc kÝ hiÖu lµ Ω. 
 BiÕn cè kh«ng thÓ lµ biÕn cè kh«ng bao giê x¶y ra khi phÐp thö T ®îc 

thùc hiÖn. BiÕn cè kh«ng ®îc m« t¶ bëi tËp ∅ vµ ®îc kÝ hiÖu lµ ∅. 

3. x¸c suÊt cña biÕn cè 
§Þnh nghÜa cæ ®iÓn cña x¸c suÊt: Gi¶ sö phÐp thö T cã kh«ng gian mÉu Ω lµ tËp hîp 

h÷u h¹n vµ c¸c kÕt qu¶ cña T lµ ®ång kh¶ n¨ng. NÕu A lµ mét biÕn cè 
liªn quan tíi phÐp thö T vµ ΩA lµ tËp hîp c¸c kÕt qu¶ thuËn lîi A th× 
x¸c suÊt cña A lµ mét sè, kÝ hiÖu lµ P(A) ®îc x¸c ®Þnh bëi c«ng thøc: 

P(A) = A| |
| |
Ω
Ω

,      (1) 

trong ®ã ΩA vµ Ω lÇn lît lµ sè phÇn tö cña tËp ΩA  vµ Ω. 

 Chó ý:  
1. Tõ ®Þnh nghÜa trªn suy ra: 
 0 ≤ P(A) ≤ 1. 
 P(Ω) = 1 vµ P(∅) = 0. 

2. ViÖc tÝnh x¸c suÊt cña biÕn cè A ®îc thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc  1. Thùc hiÖn hai phÐp ®Õm: 

 §Õm sè phÇn tö cña kh«ng gian mÉu Ω, tøc lµ ®Õm sè kÕt qu¶ cã 
thÓ cña phÐp thö T. 

 §Õm sè phÇn tö cña tËp ΩA, tøc lµ ®Õm sè kÕt qu¶ thuËn lîi cho A. 

Bíc  2. Sö dông c«ng thøc (1) ®Ó tÝnh P(A). 
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§Þnh nghÜa thèng kª cña x¸c suÊt: XÐt phÐp thö T vµ biÕn cè A liªn quan tíi phÐp 
thö ®ã. Ta tiÕn hµnh lÆp ®i lÆp l¹i N phÐp thö T vµ thèng kª xem biÕn 
cè A xuÊt hiÖn bao nhiªu lÇn. 

 Sè lÇn xuÊt hiÖn biÕn cè A ®îc gäi lµ tÇn sè cña A trong N lÇn 
thùc hiÖn phÐp thö T. 

 TØ sè gi÷a tÇn sè cña A víi sè N ®îc gäi lµ tÇn suÊt cña A trong 
N lÇn thùc hiÖn phÐp thö T. 

Khi sè lÇn thö N cµng lín th× tÇn xuÊt cña A cµng gÇn víi mét sè x¸c 
®Þnh, sè ®ã ®îc gäi lµ x¸c suÊt cña A theo nghÜa thèng kª. 

V. c¸c quy t¾c tÝnh x¸c suÊt 

1. quy t¾c céng x¸c suÊt  

§Þnh nghÜa biÕn cè hîp: Cho hai biÕn cè A vµ B cïng liªn quan ®Õn mét phÐp thö T. 
BiÕn cè "A hoÆc B x¶y ra", kÝ hiÖu lµ A∪B, ®îc gäi lµ hîp cña hai biÕn cè A vµ B. 

NÕu gäi: 

 ΩA lµ tËp hîp m« t¶ c¸c kÕt qu¶ thuËn lîi cho A,  

 ΩB lµ tËp hîp m« t¶ c¸c kÕt qu¶ thuËn lîi cho B, 

th× tËp hîp c¸c kÕt qu¶ thuËn lîi cho A∪B lµ ΩA∪ΩB. 

Mét c¸ch tæng qu¸t: Cho k biÕn cè A1, A2, ..., Ak cïng liªn quan ®Õn mét phÐp thö T. 
BiÕn cè "Cã Ýt nhÊt mét trong c¸c biÕn cè A1, A2, ..., Ak x¶y ra", kÝ hiÖu lµ A1∪ A2∪... 
∪Ak, ®îc gäi lµ hîp cña k biÕn cè ®ã. 

§Þnh nghÜa biÕn cè xung kh¾c: Cho hai biÕn cè A vµ B cïng liªn quan ®Õn mét phÐp 
thö T. Hai biÕn cè A vµ B ®îc gäi lµ xung kh¾c nÕu biÕn cè nµy x¶y ra th× biÕn cè 
kia kh«ng x¶y ra. 

Hai biÕn cè A vµ B lµ xung kh¾c nÕu vµ chØ nÕu ΩA∩ΩB = ∅. 

Quy t¾c céng x¸c suÊt:  
1. NÕu hai biÕn cè A vµ B xung kh¾c th× x¸c suÊt ®Ó A hoÆc B x¶y ra lµ: 

P(A∪B) = P(A) + P(B). 
2. Cho k biÕn cè A1, A2, ..., Ak ®«i mét xung kh¾c víi nhau th× x¸c suÊt ®Ó Ýt 

nhÊt mét trong c¸c biÕn cè A1, A2, ..., Ak x¶y ra lµ: 

P(A1∪A2∪... ∪Ak) = P(A1) + P(A2) + ... + P(Ak). 

§Þnh nghÜa biÕn cè ®èi: Cho biÕn cè A khi ®ã biÕn cè "kh«ng x¶y ra A", kÝ hiÖu lµ 
A , ®îc gäi lµ biÕn cè ®èi cña A. 

 Chó ý: Hai biÕn cè ®èi nhau lµ hai biÕn cè xung kh¾c. Tuy nhiªn ®iÒu ngîc 
l¹i kh«ng ®óng. 
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§Þnh lÝ: Cho biÕn cè A. X¸c suÊt cña biÕn cè ®èi A  lµ P( A ) = 1 − P(A). 

2. quy t¾c nh©n x¸c suÊt  

§Þnh nghÜa biÕn cè giao: Cho hai biÕn cè A vµ B cïng liªn quan ®Õn mét phÐp thö T. 
BiÕn cè "c¶ A vµ B cïng x¶y ra", kÝ hiÖu lµ AB, ®îc gäi lµ giao cña hai 
biÕn cè A vµ B. 

NÕu gäi ΩA vµ ΩB lÇn lît lµ tËp hîp m« t¶ c¸c kÕt qu¶ thuËn lîi cho A vµ B th× 
tËp hîp c¸c kÕt qu¶ thuËn lîi cho AB lµ ΩA∩ΩB. 

Mét c¸ch tæng qu¸t: Cho k biÕn cè A1, A2, ..., Ak cïng liªn quan ®Õn mét phÐp thö 
T. BiÕn cè "tÊt c¶ k biÕn cè A1, A2, ..., Ak ®Òu x¶y ra", kÝ hiÖu lµ A1A2Ak, ®îc gäi lµ 
giao cña k biÕn cè ®ã. 

§Þnh nghÜa biÕn cè ®éc lËp: Cho hai biÕn cè A vµ B cïng liªn quan ®Õn mét phÐp 
thö T. Hai biÕn cè A vµ B ®îc gäi lµ ®éc lËp víi nhau nÕu viÖc x¶y ra 
hay kh«ng x¶y ra cña biÕn cè nµy kh«ng lµm ¶nh hëng tíi viÖc x¶y ra 
hay kh«ng x¶y ra cña biÕn cè kia. 

Mét c¸ch tæng qu¸t: Cho k biÕn cè A1, A2, ..., Ak cïng liªn quan ®Õn mét phÐp thö T. k 
biÕn cè nµy ®îc gäi lµ ®éc lËp víi nhau nÕu viÖc x¶y ra hay kh«ng x¶y ra cña mçi 
biÕn cè kh«ng lµm ¶nh hëng tíi viÖc x¶y ra hay kh«ng x¶y ra cña c¸c biÕn cè cßn l¹i. 

 NhËn xÐt: NÕu hai biÕn cè A, B ®éc lËp víi nhau th× A vµ B ; A  vµ B; A  vµ 

B  còng ®éc lËp víi nhau. 

Quy t¾c nh©n x¸c suÊt:  
1. NÕu hai biÕn cè A vµ B ®éc lËp víi nhau th× x¸c suÊt ®Ó A vµ B x¶y ra lµ: 

P(AB) = P(A).P(B). 
2. Cho k biÕn cè A1, A2, ..., Ak ®éc lËp víi nhau th×: 

P(A1A2Ak) = P(A1).P(A2).P(Ak). 

VI. biÕn ngÉu nhiªn rêi r¹c 

1. Kh¸i niÖm biÕn ngÉu nhiªn rêi r¹c 

§Þnh nghÜa:  §¹i lîng X ®îc gäi lµ mét biÕn ngÉu nhiªn rêi r¹c nÕu nã nhËn gi¸ 
trÞ b»ng sè thuéc mét tËp h÷u h¹n nµo ®ã, vµ gi¸ trÞ Êy lµ ngÉu nhiªn, 
kh«ng dù ®o¸n tríc ®îc. 

2. ph©n bè x¸c suÊt cña biÕn ngÉu nhiªn rêi r¹c 
Gi¶ sö X lµ mét biÕn ngÉu nhiªn rêi r¹c nhËn c¸c gi¸ trÞ {x1, x2, ..., xn}. Khi ®ã 

b¶ng ph©n bè x¸c suÊt cña biÕn ngÉu nhiªn rêi r¹c X cã d¹ng: 
X x1 x2 ... xn  
P p1 p2 ... pn 

trong ®ã P(X = xk) = pk víi k = 1, 2, ..., n. 

 Lu ý: Trong b¶ng trªn lu«n cã p1 + p2 + ... + pn = 1. 
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3. k× väng 
§Þnh nghÜa:   Cho X lµ mét biÕn ngÉu nhiªn rêi r¹c víi tËp gi  ̧trÞ lµ {x1, x2, ..., xn}. K× väng 

cña X, kÝ hiÖu lµ E(X) lµ mét sè ®îc tÝnh theo c«ng thøc: 

E(X) = x1p1 + x2p2 + ... + xnpn = 
n

k k
k 1

x .p
=

∑ , 

trong ®ã pk = P(X = xk) víi k = 1, 2, ..., n. 

ý nghÜa:  E(X) lµ mét con sè cho ta mét ý niÖm vÒ ®é lín trung b×nh cña X. V× thÕ k× 
väng E(X) cßn ®îc gäi lµ gi¸ trÞ trung b×nh cña X. 

4. ph¬ng sai vµ ®é lÖch chuÈn 

§Þnh nghÜa: Cho X lµ mét biÕn ngÉu nhiªn rêi r¹c víi tËp gi  ̧trÞ lµ {x1, x2, ..., xn}.  
a. Ph¬ng sai cña X, kÝ hiÖu lµ V(X) lµ mét sè ®îc tÝnh theo c«ng thøc: 

V(X) = 
n

2
k k

k 1
(x ) .p

=

− µ∑ , 

trong ®ã pk = P(X = xK) víi k = 1, 2, ..., n vµ µ = E(X). 
b. C¨n bËc hai cña ph¬ng sai, kÝ hiÖu lµ σ(X) ®îc gäi lµ ®é lÖch 

chuÈn cña X. Ta cã: 
σ(X) = V(X) . 

ý nghÜa:  V(X) lµ mét sè kh«ng ©m, nã cho ta mét ý niÖm vÒ møc ®é ph©n t¸n c¸c 
gi¸ trÞ cña X xung quanh gi¸ trÞ trung b×nh. Ph¬ng sai cµng lín th× ®é 
ph©n t¸n nµy cµnh lín. 

B  Ph¬ng ph¸p gi¶i c¸c d¹ng to¸n liªn quan 
 

§1. Hai quy t¾c ®Õm c¬ b¶n 

D¹ng to¸n 1: Sö dông c¸c quy t¾c ®Ó thùc hiÖn bµi to¸n ®Õm sè 
ph¬ng ¸n 

Ph¬ng ph¸p ¸p dông 
1. §Ó sö dông quy t¾c céng trong bµi to¸n ®Õm, ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 

Bíc  1: Ph©n t¸ch c¸c ph¬ng ¸n thµnh k nhãm ®éc lËp víi nhau: 
H1, H2,..., Hk. 

Bíc  2: NÕu: 
 H1 cã n1 c¸ch kh¸c nhau. 

... 
 Hk cã nk c¸ch kh¸c nhau. 

Bíc  3: Khi ®ã, ta cã tÊt c¶ n1 + ...  + nk ph¬ng ¸n. 

2. §Ó sö dông quy t¾c nh©n trong bµi to¸n ®Õm, ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
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Bíc  1: Ph©n t¸ch mét hµnh ®éng H thµnh k c«ng viÖc nhá liªn tiÕp: 
H1,..., Hk. 

Bíc  2: NÕu ta cã: 
 n1 c¸ch kh¸c nhau ®Ó thùc hiÖn H1. 

... 
 Mét khi thùc hiÖn xong H1,..., Hk − 1, ta cã nk c¸ch thùc hiÖn Hk. 

Bíc  3: Khi ®ã ta cã tÊt c¶: 
n1 ×...× nk c¸ch ®Ó thùc hiÖn hµnh ®éng H. 

3. Trong nhiÒu trêng hîp chóng ta cÇn kÕt hîp c¶ hai quy t¾c ®Ó thùc hiÖn bµi to¸n ®Õm. 

ThÝ dô 1. Trong mét trêng THPT, khèi 11 cã 280 häc sinh nam vµ 325 häc sinh n÷. 

a. Nhµ trêng cÇn chän mét häc sinh ë khèi 11 ®i dù d¹ héi cña häc 
sinh thµnh phè. Hái nhµ trêng cã bao nhiªu c¸ch chän ? 

b. Nhµ trêng cÇn chän hai häc sinh trong ®ã cã mét nam vµ mét n÷ 
®i dù tr¹i hÌ cña häc sinh thµnh phè. Hái nhµ trêng cã bao nhiªu 
c¸ch chän ? 

 Gi¶i 
a. §Ó chän mét trong sè 280 + 325 = 605 em ®i dù d¹ héi cña häc sinh thµnh phè ta 
cã ngay 605 c¸ch chän. 
b. Ta thÊy: 
 Cã 280 c¸ch chän mét em nam. 
 Cã 325 c¸ch chän mét em n÷. 
VËy, cã tÊt c¶:  

280 × 325 = 91000 c¸ch chän mét nam vµ mét n÷ ®i dù tr¹i hÌ. 

ThÝ dô 2. Cã 5 con ®êng nèi 2 thµnh phè X vµ Y, cã 4 con ®êng nèi 2 thµnh 
phè Y vµ Z. Muèn ®i tõ X ®Õn Z th× ph¶i qua Y. 
a. Hái cã bao nhiªu c¸ch chän ®êng ®i tõ X ®Õn Z ? 
b. Cã bao nhiªu c¸ch chän ®êng ®i vµ vÒ tõ X ®Õn Z råi vÒ l¹i X 

b»ng nh÷ng con ®êng kh¸c nhau? 

 Gi¶i 
a. NhËn xÐt r»ng: 
 Cã 5 c¸ch chän ®êng ®i tõ X ®Õn Y.  
 TiÕp theo, cã 4 c¸ch chän ®êng ®i tõ Y ®Õn Z.  
Do ®ã, cã tÊt c¶: 

5 × 4 = 20 c¸ch chän ®êng ®i tõ X ®Õn Z qua Y. 
b. Theo kÕt qu¶ c©u a) cã 20 c¸ch chän ®êng ®i.  

Khi trë vÒ: 
 Tõ Z ®Õn Y chØ cßn 3 con ®êng ®Ó chän, do ®ã cã 3 c¸ch.  
 TiÕp theo, tõ Y vÒ l¹i X chØ cßn 4 c¸ch chän. 
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Do ®ã, cã tÊt c¶: 
3 × 4 = 12 c¸ch chän ®êng ®i vÒ tõ Z ®Õn X qua Y. 

VËy, cã tÊt c¶:  
20 × 12 = 240 c¸ch  

chän ®êng ®i vµ vÒ trªn tuyÕn X ↔ Z qua thµnh phè Y b»ng nh÷ng con ®êng kh¸c nhau. 

ThÝ dô 3. Mçi ngêi sö dông hÖ thèng m¸y tÝnh ®Òu cã mËt khÈu dµi tõ s¸u tíi 
t¸m ký tù, trong ®ã mçi ký tù lµ mét ch÷ hoa hay ch÷ sè. Mçi mËt khÈu 
ph¶i chøa Ýt nhÊt mét ch÷ sè. Hái bao nhiªu mËt khÈu ? 

 Gi¶i 
Gäi P lµ tæng sè mËt khÈu cã thÓ vµ P6, P7, P8 t¬ng øng lµ sè mËt khÈu dµi, 6, 7, 8 

ký tù.  
Theo quy t¾c céng ta cã:  

P  =  P6  +  P7  +  P8.  
B©y giê chóng ta sÏ tÝnh P6, P7, P8.  
 TÝnh trùc tiÕp P6 sÏ rÊt khã. §Ó t×m P6 dÔ h¬n ta tÝnh sè c¸c x©u dµi 6 ký tù lµ 

c¸c ch÷ in hoa hoÆc ch÷ sè, råi bít ®i sè c¸c x©u dµi 6 ký tù lµ c¸c ch÷ in hoa 
vµ kh«ng chøa ch÷ sè nµo. Theo quy t¾c nh©n sè c¸c x©u dµi 6 ký tù lµ 366 vµ 
sè c¸c x©u kh«ng chøa c¸c ch÷ sè lµ 266. V× vËy: 

P6 = 366 – 266 = 1867866560. 
 Hoµn toµn t¬ng tù ta cã: 

P7 = 367 – 267 = 70332353920. 
P8 = 368 – 268 = 2612282842 880. 

VËy, ta ®îc:  
P = P6 + P7 + P8 = 2684 483063360. 

D¹ng to¸n 2: Sö dông c¸c quy t¾c ®Ó thùc hiÖn bµi to¸n ®Õm sè c¸c sè 
h×nh thµnh tõ tËp A 

Ph¬ng ph¸p ¸p dông 
1. Sö dông quy t¾c nh©n ®Ó thùc hiÖn bµi to¸n ®Õm sè c¸c sè gåm k ch÷ sè h×nh 

thµnh tõ tËp A, ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: Mét sè gåm k ch÷ sè h×nh thµnh tõ tËp A cã d¹ng: 

1 k...α α , víi αi ∈ A, i = 1,k  vµ α1 ≠ 0. 

Bíc 2: §Õm sè c¸ch chän cho c¸c αi, i = 1,k  (kh«ng nhÊt thiÕt ph¶i theo thø 
tù), gi¶ sö b»ng ni. 

Bíc 3: Khi ®ã, sè c¸c sè gåm k ch÷ sè ph©n biÖt h×nh thµnh tõ tËp A b»ng: 
n1.n2…nk. 

2. Sö dông quy t¾c céng vµ quy t¾c nh©n ®Ó thùc hiÖn bµi to¸n ®Õm sè c¸c sè h×nh 
thµnh tõ tËp A, ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: Chia tËp c¸c sè cÇn ®Õn thµnh c¸c tËp con H1, H2, … ®éc lËp víi nhau 

(kh«ng giao nhau). 
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Bíc 2: Sö dông quy t¾c nh©n ®Õn sè phÇn tö cña c¸c tËp H1, H2, …, gi¶ sö 
b»ng k1, k2, … 

Bíc 3: Khi ®ã, sè c¸c sè h×nh thµnh tõ tËp A b»ng: 
k1 + k2 + . .. 

ThÝ dô 1. Cã bao nhiªu sè tù nhiªn cã hai ch÷ sè mµ hai ch÷ sè cña nã ®Òu ch½n ? 

 Gi¶i 
Mét sè gåm 2 ch÷ sè cã d¹ng: 

1 2α α , víi αi ∈ A = {0, 2, 4, 6, 8} vµ α1 ≠ 0. 
Trong ®ã: 
 α1 ®îc chän tõ tËp A\{0} (cã 4 phÇn tö) nªn cã 4 c¸ch chän. 
 α2 ®îc chän tõ tËp A (cã 5 phÇn tö) nªn cã 5 c¸ch chän. 

Nh vËy, ta cã: 
4 × 5 = 20 sè. 

ThÝ dô 2. Cho tËp A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}.  
a. Tõ tËp A cã thÓ lËp ®îc bao nhiªu sè gåm cã 9 ch÷ sè kh¸c nhau ? 
b. Tõ tËp A cã thÓ lËp ®îc bao nhiªu sè gåm cã 9 ch÷ sè kh¸c nhau 

vµ chia hÕt cho 5 ? 
c. Tõ tËp A cã thÓ lËp ®îc bao nhiªu sè ch½n gåm cã 9 ch÷ sè kh¸c 

nhau ? 

 Gi¶i 

Mét sè 9 ch÷ sè ph©n biÖt ®îc ký hiÖu: 

α = 1 2 9a a ...a , víi a1∈E , i = 1,9  vµ ai ≠ aj, i ≠ j. 

a. Ta cã ngay a1, a2, …, a9 lµ mét bé ph©n biÖt thø tù ®îc chän tõ A, do ®ã nã lµ 
mét ho¸n vÞ cña 9 phÇn tö. VËy, tõ A cã thÓ lËp ®îc: 

P9  =  9! =  36280 sè tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

b. Sè α chia hÕt cho 5, do ®ã: 
 a9 = 5, tøc lµ cã 1 c¸ch chän.  

 a1, a2, …, a8 lµ mét bé ph©n biÖt thø tù ®îc chän tõ A\{5} do ®ã nã lµ mét 
ho¸n vÞ cña 8 phÇn tö, do ®ã cã P8 c¸ch chän. 

Theo quy t¾c nh©n, sè c¸c sè gåm 9 ch÷ sè ph©n biÖt vµ chia hÕt cho 5 h×nh thµnh 
tõ tËp A, b»ng:  

1.P8 = 40320 sè. 

c. Sè α lµ sè ch½n, do ®ã: 

 a9 ∈ {2, 4, 6, 8}, tøc lµ cã 4 c¸ch chän.  

 a1, a2, …, a8 lµ mét bé ph©n biÖt thø tù ®îc chän tõ A\{a9} do ®ã nã lµ mét 
ho¸n vÞ cña 8 phÇn tö, do ®ã cã P8 c¸ch chän. 

Theo quy t¾c nh©n, sè c¸c sè ch½n gåm 9 ch÷ sè ph©n biÖt h×nh thµnh tõ tËp A, b»ng:  
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4.P8 = 161280 sè. 

ThÝ dô 3. Cho tËp A = {0, 1, 2, 3}.  
a. Cã thÓ lËp ®îc bao nhiªu sè gåm 3 ch÷ sè h×nh thµnh tõ tËp A. 
b. Cã thÓ lËp ®îc bao nhiªu sè gåm 3 ch÷ sè kh¸c nhau h×nh thµnh 

tõ tËp A. 

 Gi¶i 
a. Mét sè gåm 3 ch÷ sè h×nh thµnh tõ tËp A cã d¹ng 1 2 3α α α ,  víi αi ∈ A, i = 1,3 . 

Trong ®ã: 
 α1 ®îc chän tõ tËp A\{0} (cã 3 phÇn tö) nªn cã 3 c¸ch chän. 
 α2 ®îc chän tõ tËp A (cã 4 phÇn tö) nªn cã 4 c¸ch chän. 
 α3 ®îc chän tõ tËp A (cã 4 phÇn tö) nªn cã 4 c¸ch chän. 
Khi ®ã, sè c¸c sè gåm 3 ch÷ sè h×nh thµnh tõ tËp A b»ng: 

3.4.4 = 48 sè. 
b. Mét sè gåm 3 ch÷ sè ph©n biÖt h×nh thµnh tõ tËp A cã d¹ng: 

1 2 3α α α ,  víi αi ∈ A, i = 1,3  vµ αi ≠ αj, i ≠ j. 
Trong ®ã: 
 α1 ®îc chän tõ tËp A\{0} (cã 3 phÇn tö) nªn cã 3 c¸ch chän. 
 α2 ®îc chän tõ tËp A\{α1} (cã 3 phÇn tö) nªn cã 3 c¸ch chän. 
 α3 ®îc chän tõ tËp A\{α1, α2} (cã 2 phÇn tö) nªn cã 2 c¸ch chän. 
Khi ®ã, sè c¸c sè gåm 3 ch÷ sè ph©n biÖt h×nh thµnh tõ tËp A b»ng: 

3.3.2 = 18 sè. 

 Chó ý: VÝ dô tiÕp theo minh ho¹ cho quy t¾c céng më réng. 

ThÝ dô 4. Líp to¸n rêi r¹c cã 25 sinh viªn giái tin häc, 13 sinh viªn giái to¸n vµ 8 
sinh viªn giái c¶ to¸n vµ tin häc. Hái trong líp nµy cã bao nhiªu sinh 
viªn, nÕu mçi sinh viªn hoÆc giái to¸n hoÆc giái tin häc giái c¶ hai 
m«n ? 

 Gi¶i 
Gäi A lµ tËp c¸c sinh viªn giái tin häc vµ B lµ tËp c¸c sinh viªn giái to¸n häc. Khi 

®ã A ∩ B lµ tËp c¸c sinh viªn giái c¶ to¸n vµ tin häc.  
V× mçi sinh viªn trong líp hoÆc giái to¸n giái tin hoÆc giái c¶ hai m«n, nªn ta suy 

ra sè sinh viªn trong líp lµ A B∪ .  

Do vËy: 
A B A B A B∪ = + − ∩  = 25 + 13 – 8 = 30. 

ThÝ dô 5. Bao nhiªu sè nguyªn kh«ng lín h¬n 1000 chia hÕt cho 7 hoÆc 11? 

 Gi¶i 
Gäi A sè nguyªn kh«ng lín h¬n 1000 chia hÕt cho 7, vµ B lµ tËp c¸c sè nguyªn 

kh«ng lín h¬n 1000 chia hÕt cho 11. Khi ®ã A B∪  lµ tËp c¸c sè nguyªn kh«ng lín 
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h¬n 1000 chia hÕt cho 7 hoÆc 11 vµ A∩B lµ tËp c¸c sè nguyªn kh«ng lín h¬n 1000 
chia hÕt cho c¶ 7 vµ 11. 

Ta biÕt, trong sè c¸c sè nguyªn kh«ng lín h¬n 1000 cã  
 1000 / 7   sè nguyªn chia hÕt cho 7  

 1000 /11    chia hÕt cho 11.  

 V× 7 vµ 11 lµ hai sè nguyªn tè cïng nhau nªn sè nguyªn chia hÕt cho c¶ 7 vµ 
11 lµ sè nguyªn chia hÕt cho 7.11. Sè c¸c sè nµy lµ 1000 /(7.11)   .  

Tõ ®ã suy ra: 

A B A B A B∪ = + − ∩ =
1000 1000 1000

7 11 7.11
     + −          

 

=142 + 90 – 12 = 220. 
VËy, cã 220 sè nguyªn kh«ng lín h¬n 1000 chia hÕt cho 7 hoÆc 11. 
 

§2. Ho¸n vÞ, chØnh hîp vµ tæ hîp 

D¹ng to¸n 1: Thùc hiÖn bµi to¸n ®Õm 
Ph¬ng ph¸p ¸p dông 
1. §Ó nhËn d¹ng mét bµi to¸n ®Õm cã sö dông ho¸n vÞ cña n phÇn tö, chóng ta 

thêng dùa trªn c¸c dÊu hiÖu ®Æc trng sau: 
 TÊt c¶ n phÇn tö ®Òu cã mÆt. 
 Mçi phÇn tö chØ xuÊt hiÖn mét lÇn. 
 Cã ph©n biÖt thø tù gi÷a c¸c phÇn tö. 

2. §Ó nhËn d¹ng mét bµi to¸n ®Õm cã sö dông chØnh hîp chËp k cña n phÇn tö, 
chóng ta thêng dùa trªn c¸c dÊu hiÖu ®Æc trng sau: 
 Ph¶i chän k phÇn tö tõ n phÇn tö cho tríc. 
 Cã ph©n biÖt thø tù gi÷a k phÇn tö ®îc chän. 

3. §Ó nhËn d¹ng mét bµi to¸n ®Õm cã sö dông tæ hîp chËp k cña n phÇn tö, chóng ta 
thêng dùa trªn c¸c dÊu hiÖu ®Æc trng sau: 
 Ph¶i chän k phÇn tö tõ n phÇn tö cho tríc. 
 Kh«ng ph©n biÖt thø tù gi÷a k phÇn tö ®îc chän. 

ThÝ dô 1. Cho tËp A = {3, 4, 5, 6, 7}. 
a. Tõ A cã thÓ lËp ®îc bao nhiªu sè gåm 5 ch÷ sè ph©n biÖt ? 
b. TÝnh tæng S cña tÊt c¶ c¸c sè ®îc t¹o ra trong c©u a). 

 Gi¶i 
a. Mçi sè gåm 5 ch÷ sè ph©n biÖt h×nh thµnh tõ tËp A øng víi chØ mét ho¸n vÞ cña 5 
phÇn tö cña tËp A, vµ ngîc l¹i.  

VËy, sè c¸c sè h×nh thµnh tõ tËp A b»ng:  
P5 = 5! = 720 sè. 

b. NhËn xÐt r»ng " øng víi mçi sè N thuéc tËp hîp nµy, lu«n tån t¹i mét vµ chØ mét 
sè N’ sao cho tæng N + N’ = 111110 ". Do ®ã, cã tÊt c¶  
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720
2

 = 360 cÆp sè (N, N’) mµ tæng b»ng 111110. 

VËy, tæng S cña tÊt c¶ c¸c sè t¹o bëi ho¸n vÞ ®· cho b»ng:   
S = 111110 x 360 = 39999600. 

 NhËn xÐt: Qua thÝ dô trªn chóng ta ®· lµm quen ®îc víi d¹ng to¸n "Sö dông 
ho¸n vÞ ®Ó thùc hiÖn bµi to¸n ®Õm". Yªu cÇu ®Æt ra ë ®©y víi c¸c 
em häc sinh lµ h·y ®Þnh híng khi nµo sö dông ho¸n vÞ ®Ó gi¶i. 

ThÝ dô 2. Cã n qu¶ cÇu tr¾ng vµ n qu¶ cÇu ®en, ®¸nh dÊu theo c¸c sè 1, 2, 3,..., 
n. Cã bao nhiªu c¸ch s¾p xÕp c¸c qu¶ cÇu nµy thµnh d·y sao cho 2 
qu¶ cÇu cïng mµu kh«ng n»m c¹nh nhau ? 

 Gi¶i 
Ta thÊy ngay, cã 2 kh¶ n¨ng: 
 C¸c qu¶ cÇu tr¾ng chiÕm c¸c vÞ trÝ lÎ, cßn c¸c qu¶ cÇu ®en chiÕm c¸c vÞ trÝ 

ch½n. 
 C¸c qu¶ cÇu tr¾ng chiÕm c¸c vÞ trÝ ch½n, cßn c¸c qu¶ cÇu ®en chiÕm vÞ trÝ lÎ. 
Trong mçi trêng hîp: cã n! c¸ch s¾p xÕp c¸c qu¶ cÇu tr¾ng (hoÆc ®en) nghÜa lµ 

cã (n!)2 c¸ch s¾p xÕp. 

VËy sè c¸ch s¾p xÕp c¸c qu¶ cÇu sao cho 2 qu¶ cÇu cïng mµu kh«ng n»m c¹nh 
nhau lµ 2(n!)2. 

ThÝ dô 3. T×m sè ho¸n vÞ cña n phÇn tö trong ®ã cã 2 phÇn tö a vµ b kh«ng ®øng 
c¹nh nhau. 

 Gi¶i 
Tríc hÕt, ta cã sè ho¸n vÞ cña n phÇn tö lµ:  

Pn  =  n! 
Trong ®ã kÓ c¶ sè ho¸n vÞ mµ 2 phÇn tö a vµ b ®øng c¹nh nhau. 
Ta ®i xem cã bao nhiªu c¸ch chän cÆp (a, b) ®øng c¹nh nhau vµ dÔ thÊy r»ng: 

 Víi b ®øng bªn ph¶i a, khi ®ã ta cã thÓ chän cho a tÊt c¶ (n − 1) vÞ trÝ tõ vÞ trÝ 
®Çu tiªn ®Õn vÞ trÝ thø (n − 1). 

 Víi a ®øng bªn ph¶i b, còng cã (n − 1) c¸ch chän. 

Do ®ã cã 2(n − 1) c¸ch chän cÆp (a, b) ®øng c¹nh nhau. øng víi mçi trêng hîp 
chän cÆp (a, b), ta cã (n − 2)! c¸ch s¾p xÕp (n − 2) vËt cßn l¹i vµo (n − 2) vÞ trÝ cßn l¹i. 
Do ®ã, cã tÊt c¶:  

2(n − 1)(n − 2)!  =  2(n − 1)!  
ho¸n vÞ n vËt mµ trong ®ã cã 2 phÇn tö a vµ b ®øng c¹nh nhau. 

Suy ra, sè ho¸n vÞ cña n phÇn tö trong ®ã 2 phÇn tö a vµ b kh«ng ®øng c¹nh nhau lµ: 

n!  −  2(n − 1)!  =  (n − 2)(n − 1)!. 

¸p dông: Sè c¸c sè gåm 5 ch÷ sè kh¸c nhau trong ®ã 2 ch÷ sè 1 vµ 2 kh«ng ®øng 
c¹nh nhau lµ: 
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5! − 2.4!  =  120 − 48  =  72 sè. 

 Chó ý:  

1. ThÝ dô trªn ®· minh ho¹ cho ho¸n vÞ trßn. Ta ph¸t biÓu bµi to¸ntæng qu¸t: 
"Mêi n ngêi kh¸ch ngåi vµo xung quanh mét bµn trßn. Hái cã bao nhiªu 
c¸ch s¾p xÕp chç ngåi ?" 

Khi ®ã: 
 Mêi ngêi kh¸ch danh dù vµo chç danh dù.  
 Cßn l¹i (n − 1) ngêi kh¸ch ngåi tuú ý vµo (n − 1) vÞ trÝ cßn l¹i. 
VËy, ta cã:  

(n − 1)! c¸ch s¾p xÕp. 
2. §Ó minh ho¹ cho ho¸n vÞ cã lÆp l¹i, ta xÐt: 

Cã n vËt s¾p xÕp vµo n vÞ trÝ vµ trong sè n vËt nµy cã: 
 n1 vËt gièng nhau,  
 n2 vËt kh¸c gièng nhau, 
 .... 
 nk vËt kh¸c l¹i gièng nhau.  
Sè c¸ch s¾p xÕp n vËt nµo vµo n chç lµ: 

1 2 k

n!
n !n !...n !

. 

ThÝ dô 4. Víi c¸c ch÷ sè 0, 1, 2, 3, 4, 5 ta cã thÓ lËp ®îc bao nhiªu sè gåm 8 ch÷ 
sè trong ®ã ch÷ sè 1 cã mÆt 3 lÇn, mçi ch÷ sè kh¸c cã mÆt ®óng 1 lÇn? 

 Gi¶i 
§©y lµ sè ho¸n vÞ 8 vËt trong ®ã cã 3 vËt gièng nhau (3 ch÷ sè 1). Do ®ã, sè c¸c 

sè tho¶ m·n lµ 
8!
3!

. 

Trong ®ã, kÓ c¶ nh÷ng sè cã ch÷ sè 0 tËn cïng bªn tr¸i. Sè c¸c sè nµy cã thÓ xem 

lµ sè ho¸n vÞ 7 vËt cã 3 vËt ®îc lÆp l¹i 
7!
3!

. 

Do ®ã, sè c¸c sè gåm 8 ch÷ sè ®îc viÕt tõ c¸c ch÷ sè 0, 1, 2, 3, 4, 5 trong ®ã ch÷ 
sè 1 cã mÆt 3 lÇn, mçi ch÷ sè cßn l¹i cã mÆt ®óng 1 lÇn lµ: 

8! 7! 8.7! 7! 7.7! 7.4.5.6.7 5880
3! 3! 3! 3!

 sè.
−

− = = = =  

ThÝ dô 5. Cã bao nhiªu sè tù nhiªu cã 6 ch÷ sè vµ chia hÕt cho 5 ? 

 Gi¶i 
Mét sè gåm 6 ch÷ sè ph©n biÖt h×nh thµnh tõ tËp A = {0, 1,..., 9} cã d¹ng: 

1 2 3 4 5 6a a a a a a ,  víi ai ∈ A, i = 1,6  vµ a1 ≠ 0. 
§Ó sè t×m ®îc ph¶i chia hÕt cho 5, ta thÊy: 
 a6 ∈ {0, 5} − cã 2 c¸ch chän. 
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 a1 ≠ 0 − cã 9 c¸ch chän. 
 TiÕp theo, víi c¸c vÞ trÝ a2, a3, a4, a5 ®Òu cã 10 c¸ch chän. 
Nh vËy, ta ®îc: 

2 × 9 × 104 = 1800000 sè. 

ThÝ dô 6. Cho tËp A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. Tõ tËp A cã thÓ lËp ®îc bao 
nhiªu sè cã 6 ch÷ sè kh¸c nhau vµ mçi sè chøa ch÷ sè 5 ? Trong c¸c sè 
®ã, cã bao nhiªu sè kh«ng chia hÕt cho 5 ? 

 Gi¶i 
Mét sè gåm 6 ch÷ sè ph©n biÖt h×nh thµnh tõ tËp A cã d¹ng: 

1 2 3 4 5 6a a a a a a ,  víi ai ∈ A, i = 1,6  vµ αi ≠ αj, i ≠ j. 

§Ó sè t×m ®îc ph¶i cã mÆt ch÷ sè 5, ta thÊy: 

 5 ∈ { a1, a2, a3, a4, a5, a6} − cã 6 c¸ch chän. 
 TiÕp theo, mçi bé sè dµnh cho n¨m vÞ trÝ cßn l¹i øng víi mét chØnh hîp chËp 5 

cña c¸c phÇn tö cña tËp A\{ 5} − cã 8 phÇn tö. 

⇒ cã 5
8A  c¸ch chän. 

Nh vËy, ta ®îc: 

6. 5
8A  = 40320 sè. 

Trong c¸c sè trªn, nh÷ng sè chia hÕt cho 5 khi a6 = 5, tøc lµ ta cã 5
8A  sè. 

VËy, sè c¸c sè t×m thÊy kh«ng chia hÕt cho 5 lµ: 

6 5
8A  − 5

8A  = 5 5
8A  = 33600 sè. 

ThÝ dô 7. Cho tËp A = {0, 1, 2, 3, 4, 5}. Tõ tËp A cã thÓ lËp ®îc bao nhiªu sè 
ch½n, mçi sè gåm 5 ch÷ sè kh¸c nhau ? 

 Gi¶i 
Mét sè gåm 5 ch÷ sè ph©n biÖt h×nh thµnh tõ tËp A cã d¹ng: 

1 2 3 4 5a a a a a ,  víi ai ∈ A, i = 1,5  vµ αi ≠ αj, i ≠ j. 

§Ó sè t×m ®îc lµ sè ch½n, ®iÒu kiÖn lµ a5 ∈ {0, 2, 4}. Ta ®i xÐt hai kh¶ n¨ng: 
Kh¶ n¨ng 1: NÕu a5 = 0 − cã 1 c¸ch chän. 

Khi ®ã, mçi bé (a1, a2, a3, a4) øng víi mét chØnh hîp chËp 4 cña c¸c phÇn tö cña 
tËp A\{0} (cã 5 phÇn tö) nªn cã 4

5A  c¸ch chän. 

Nh vËy, trong kh¶ n¨ng nµy, ta ®îc 1. 4
5A  sè. 

Kh¶ n¨ng 2: NÕu a5 ∈ { 2, 4} − cã 2 c¸ch chän. 
TiÕp theo: 
 a1 ®îc chän tõ tËp A\{0, a5} (cã 4 phÇn tö) nªn cã 4 c¸ch chän. 
 Mçi bé (a2, a3, a4) øng víi mét chØnh hîp chËp 3 cña c¸c phÇn tö cña tËp A\{ 

a5, a1} (cã 4 phÇn tö) nªn cã 3
4A  c¸ch chän. 

Nh vËy, trong kh¶ n¨ng nµy, ta ®îc 2.4. 3
4A  sè. 
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Khi ®ã, sè c¸c sè ch½n gåm 5 ch÷ sè ph©n biÖt h×nh thµnh tõ tËp A b»ng: 
1. 4

5A  +  2.4. 3
4A  = 120 + 192 = 312 sè. 

ThÝ dô 8. Cho tËp A = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}. Tõ tËp A cã thÓ lËp ®îc bao nhiªu 
®îc bao nhiªu sè gåm 5 ch÷ sè kh¸c nhau vµ trong ®ã ph¶i cã mÆt 
ch÷ sè 5 ? 

 Gi¶i 
Mét sè gåm 5 ch÷ sè ph©n biÖt h×nh thµnh tõ tËp A cã d¹ng: 

1 2 3 4 5a a a a a ,  víi ai ∈ A, i = 1,5  vµ αi ≠ αj, i ≠ j. 

§Ó sè t×m ®îc ph¶i cã mÆt ch÷ sè 5, ta ®i xÐt hai kh¶ n¨ng: 

Kh¶ n¨ng 1: NÕu a1 = 5 − cã 1 c¸ch chän. 

Khi ®ã, mçi bé (a2, a3, a4, a5) øng víi mét chØnh hîp chËp 4 cña c¸c phÇn tö cña 
tËp A\{5} − cã 6 phÇn tö. 

⇒ cã 4
6A  c¸ch chän. 

Nh vËy, trong kh¶ n¨ng nµy, ta ®îc 1. 4
6A  sè. 

Kh¶ n¨ng 2: NÕu 5 ∈ { a2, a3, a4, a5} − cã 4 c¸ch chän. 

TiÕp theo: 

 a1 ®îc chän tõ tËp A\{0, 5} - cã 5 phÇn tö 

⇒ cã 5 c¸ch chän. 

 Mçi bé sè dµnh cho ba vÞ trÝ cßn l¹i øng víi mét chØnh hîp chËp 3 cña c¸c 
phÇn tö cña tËp A\{ 5, a1} − cã 5 phÇn tö. 

⇒ cã 3
5A  c¸ch chän. 

Nh vËy, trong kh¶ n¨ng nµy, ta ®îc 4.5. 3
5A  sè. 

Khi ®ã, sè c¸c sè gåm 5 ch÷ sè ph©n biÖt trong ®ã cã ch÷ sè 5 h×nh thµnh tõ tËp A b»ng: 

1. 4
6A  +  4.5. 3

5A  = 6.5.4.3 + 20.5.4.3 = 1560 sè. 

 Chó ý:  Khi ®· n¾m b¾t ®îc b¶n chÊt cña vÊn ®Ò chóng ta cã thÓ tr×nh bµy 
mét bµi to¸n ®Õm theo nh÷ng lËp luËn ®¬n gi¶n h¬n. 

ThÝ dô 9. Cho tËp A = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}. 
a. Tõ tËp A cã thÓ lËp ®îc bao nhiªu sè gåm 5 ch÷ sè kh¸c nhau mµ 

mçi sè lu«n cã mÆt hai ch÷ sè 1 vµ 7 ? 
b. Trong c¸c sè t×m ®îc ë c©u a) cã bao nhiªu sè mµ hai ch÷ sè 1 vµ 

7 ®øng kÒ nhau, ch÷ sè 1 bªn tr¸i ch÷ sè 7 ? 

 Gi¶i 
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Mét sè gåm 5 ch÷ sè ph©n biÖt h×nh thµnh tõ tËp A cã d¹ng: 

1 2 3 4 5a a a a a ,  víi ai ∈ A, i = 1,5  vµ αi ≠ αj, i ≠ j. 

a. NhËn xÐt r»ng: 
 Cã 2

5A  c¸ch chän ch÷ sè 1 vµ ch÷ sè 7 vµo 5 vÞ trÝ. 

 Cã 5 c¸ch chän ch÷ sè tËn cïng bªn tr¸i (lo¹i c¸c ch÷ sè 0, 1 vµ 7). 
 Cã 2

5A  c¸ch chän 2 trong 5 ch÷ sè cßn l¹i vµo 2 vÞ trÝ cßn l¹i. 

Do ®ã, sè c¸c sè ph¶i t×m lµ: 
2
5A . 5. 2

5A   =  4.5.5.20  =  2000 sè. 

b. NhËn xÐt r»ng " Sè c¸ch chän 2 ch÷ sè 1 vµ 7 ®øng kÒ nhau, mµ ch÷ sè 1 ®øng 
bªn tr¸i ch÷ sè 7, trong 1 d·y cã 5 vÞ trÝ lµ 4 c¸ch ". 

Ta sÏ xÐt 2 kh¶ n¨ng sau: 
Kh¶ n¨ng 1: Ch÷ sè 1 ®øng tËn cïng bªn tr¸i (hµng chôc ngµn) lóc ®ã ch÷ sè 7 sÏ 
®øng ë hµng ngµn.  

Mçi bé sè dµnh cho ba vÞ trÝ cßn l¹i øng víi mét chØnh hîp chËp 3 cña c¸c phÇn tö 
cña tËp A\{ 1, 7} (cã 6 phÇn tö) nªn cã 3

6A  c¸ch chän. 

Nh vËy, trong kh¶ n¨ng nµy, ta ®îc 1. 3
6A  sè. 

Kh¶ n¨ng 2:  Ch÷ sè 1 ®øng ë vÞ trÝ kh¸c, tøc lµ cã thÓ ë vÞ trÝ hµng ngµn, hµng tr¨m, 
hµng chôc − cã 3 c¸ch chän. 

TiÕp theo: 
 a1 ®îc chän tõ tËp A\{0, 1, 5} (cã 5 phÇn tö) nªn cã 5 c¸ch chän. 
 Mçi bé sè dµnh cho hai vÞ trÝ cßn l¹i øng víi mét chØnh hîp chËp 2 cña c¸c phÇn 

tö cña tËp A\{ 1, 7, a1} (cã 5 phÇn tö) nªn cã 2
5A  c¸ch chän. 

Nh vËy, trong kh¶ n¨ng nµy, ta ®îc 3.5. 2
5A  sè. 

Khi ®ã, sè c¸c sè cÇn t×m b»ng: 
1. 3

6A  +  3.5. 2
5A  = 420 sè. 

ThÝ dô 10. Cho tËp A = {0, 2, 4, 6, 8}. Tõ tËp A cã thÓ lËp ®îc bao nhiªu sè 
gåm 3 ch÷ sè kh¸c nhau ? 

 Gi¶i 
Ta cã thÓ lùa chän mét trong hai c¸ch tr×nh bµy sau: 

C¸ch 1: Sö dông quy t¾c nh©n kÕt hîp víi kh¸i niÖm chØnh hîp. 

Mét sè gåm 3 ch÷ sè ph©n biÖt h×nh thµnh tõ tËp A cã d¹ng: 

1 2 3a a a ,  víi ai ∈ A, i = 1,3  vµ αi ≠ αj, i ≠ j. 
Trong ®ã: 
 a1 ®îc chän tõ tËp A\{0} - cã 4 phÇn tö ⇒ cã 4 c¸ch chän. 

 Mçi bé (a2, a3) øng víi mét chØnh hîp chËp 2 cña c¸c phÇn tö cña tËp A\{a1} − 
cã 4 phÇn tö ⇒ cã 2

4A  c¸ch chän. 
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Khi ®ã, sè c¸c sè gåm 3 ch÷ sè ph©n biÖt h×nh thµnh tõ tËp A b»ng: 

4. 2
4A  = 48 sè. 

C¸ch 2: Sö dông kh¸i niÖm chØnh hîp cïng víi phÐp lo¹i bá. 

Ta thÊy ngay, mçi sè gåm 3 ch÷ sè ph©n biÖt h×nh thµnh tõ tËp A øng víi mét 
chØnh hîp chËp 3 cña 5 phÇn tö 

Do ®ã, tõ tËp A cã thÓ lËp ®îc: 
3
5A  = 5.4.3 = 60 sè gåm 3 ch÷ sè ph©n biÖt. 

Trong ®ã, kÓ c¶ nh÷ng sè cã ch÷ sè tËn cïng bªn tr¸i (ch÷ sè hµng tr¨m) lµ ch÷ sè 
0, ta cÇn ph¶i lo¹i ®i. Cã thÓ xem nh÷ng sè nµy lµ nh÷ng sè gåm 2 ch÷ sè kh¸c ch÷ sè 
0 chän tõ 4 ch÷ sè 2, 4, 6, 8. §ã chÝng lµ sè chØnh hîp chËp 2 cña 4 phÇn tö: 

2
4A  = 4.3 = 12. 

Khi ®ã, sè c¸c sè gåm 3 ch÷ sè ph©n biÖt h×nh thµnh tõ tËp A b»ng: 
3 2
5 4A A 60 12 48− = − =  sè. 

ThÝ dô 11. Víi ch÷ sè 1, 2, 3, 4, 5 ta cã thÓ lËp ®îc bao nhiªu sè gåm 8 ch÷ sè 
trong ®ã cã ch÷ sè 1 cã mÆt ®óng ba lÇn, ch÷ sè 2 cã mÆt ®óng 2 lÇn 
vµ mçi ch÷ sè cßn l¹i cã mÆt ®óng 1 lÇn? 

 Gi¶i 
§©y lµ sè ho¸n vÞ 8 vËt trong ®ã cã 3 vËt gièng nhau (3 ch÷ sè 1) cã 2 vËt kh¸c l¹i 

gièng nhau (2 ch÷ sè 2). Do ®ã, sè c¸c sè tho¶ m·n lµ: 

8!
3!2!

 = 3360 sè. 

ThÝ dô 12. Cho c¸c ch÷ sè 1, 2,3, 4, 5. Cã bao nhiªu sè gåm 5 ch÷ sè kh¸c nhau 
trong ®ã 2 ch÷ sè 1 vµ 2 kh«ng ®øng c¹nh nhau? 

 Gi¶i 
Sè gåm 5 ch÷ sè kh¸c nhau ®îc viÕt tõ 5 ch÷ sè ®· cho lµ sè ho¸n vÞ cña 5 vËt:  

P5  =  5!  =  120 Sè. 

Cã bao nhiªu c¸ch chän cÆp sè (1, 2) ®øng c¹nh nhau? 

Gi¶ sö ch÷ sè 1 ®øng bªn ph¶i ch÷ sè 2: cã 4 c¸ch chän. Còng cã 4 c¸ch chän ch÷ 
sè 2 ®øng bªn ph¶i ch÷ sè 1. Do ®ã cã 8 c¸ch chän cÆp sè (1, 2) ®øng c¹nh nhau. 

øng víi mçi cÆp sè (1, 2), ta cã 3!  =  6 c¸ch chän 3 ch÷ sè cßn l¹i vµo 3 vÞ trÝ cßn 
l¹i. Nh vËy cã tÊt c¶ 8.6  =  48 sè gåm 5 ch÷ sè kh¸c nhau trong ®ã 2 ch÷ sè 1 vµ 2 
®øng c¹nh nhau. 

VËy sè c¸c sè gåm 5 ch÷ sè kh¸c nhau ®îc viÕt tõ 5 ch÷ sè 1, 2, 3, 4, 5 ®· cho 
trong ®ã 2 ch÷ sè 1 vµ 2 kh«ng ®øng c¹nh nhau lµ: 

120  −  48  =  72 sè 
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ThÝ dô 13. Víi c¸c ch÷ sè 0, 1, 2, 3, 4, 5 ta cã thÓ lËp ®îc bao nhiªu sè gåm 8 ch÷ 
sè trong ®ã ch÷ sè 1 cã mÆt 3 lÇn, mçi ch÷ sè kh¸c cã mÆt ®óng 1 lÇn? 

 Gi¶i 
§©y lµ sè ho¸n vÞ 8 vËt trong ®ã cã 3 vËt gièng nhau (3 ch÷ sè 1). Do ®ã, sè c¸c 

sè tho¶ m·n lµ: 

8!
3!

 

Trong ®ã, kÓ c¶ nh÷ng sè cã ch÷ sè 0 tËn cïng bªn tr¸i. Sè c¸c sè nµy cã thÓ xem 
lµ sè ho¸n vÞ 7 vËt cã 3 vËt ®îc lÆp l¹i:  

7!
3!

. 

Do ®ã sè c¸c sè gåm 8 ch÷ sè ®îc viÕt tõ c¸c ch÷ sè 0, 1, 2, 3, 4, 5 trong ®ã ch÷ sè 1 

cã mÆt 3 lÇn, mçi ch÷ sè cßn l¹i cã mÆt ®óng 1 lÇn lµ: 

8! 7! 8.7! 7! 7.7! 7.4.5.6.7 5880
3! 3! 3! 3!

 sè.
−

− = = = =  

ThÝ dô 14. Mét d¹ tiÖc cã 10 nam vµ 6 n÷ giái khiªu vò. Ngêi ta chän cã thø tù 
3 nam vµ 3 n÷ ®Ó ghÐp thµnh 3 cÆp. Hái cã bao nhiªu c¸ch chän? 

 Gi¶i 
NhËn xÐt r»ng: 
 Chän 3 nam trong 10 nam. V× 3 ngêi nµy cã thÓ ®æi vÞ trÝ cho nhau nªn sè 

c¸ch chän lµ sè chØnh hîp chËp 3 cña 10, ta ®îc: 
3
10

10 10A 8.9.10 720 !  !

(10-3) ! 7 !
= = = =  c¸ch. 

 T¬ng tù: sè c¸ch chän 3 trong 6 n÷ lµ: 
3
6

6A 4.5.6 120 !

3 !
= = =  c¸ch. 

VËy, sè c¸ch chän 3 cÆp lµ:   
3 3
10 6A .A   =  86400. 

ThÝ dô 15. Mét c¸i hép ®ùng 7 qu¶ cÇu tr¾ng vµ 3 qu¶ cÇu ®á. Ta lÊy ra 4 qu¶ cÇu. 
a. Hái cã thÓ cã bao nhiªu c¸ch ? 
b. Trong ®ã cã bao nhiªu c¸ch lÊy 2 qu¶ cÇu ®á ? 
c. Cã bao nhiªu c¸ch lÊy nhiÒu nhÊt 2 qu¶ cÇu ®á ? 
d. Ýt nhÊt lµ 2 qu¶ cÇu ®á ? 

 Gi¶i 
a. Mçi c¸ch lÊy ra 4 qu¶ cÇu trong sè 7 qu¶ øng víi mét tæ hîp chËp 4 cña 7 phÇn 
tö. Do ®ã, sè c¸ch lÊy b»ng: 
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4
10

10!C 210
4! 6!

= =  c¸ch. 

b. Ta cã: 
 Víi 3 qu¶ cÇu ®á lÊy 2 qu¶, do ®ã cã 2

3C  c¸ch 

 Víi 7 qu¶ cÇu tr¾ng lÊy 2 qu¶, do ®ã cã 2
7C  c¸ch. 

VËy, cã tÊt c¶: 
2 2
3 7C .C 3.21 63= =  c¸ch. 

c. Ta cã c¸c trêng hîp: 
 Chän 2 ®á vµ 2 tr¾ng, khi ®ã cã 2 2

3 7C .C  c¸ch. 

 Chän 1 ®á vµ 3 tr¾ng, khi ®ã cã 1 3
3 7C .C  c¸ch. 

 Chän 4 tr¾ng, khi ®ã cã 4
7C  c¸ch. 

VËy, cã tÊt c¶: 
2 2 1 3 4
3 7 3 7 7C .C C .C C 63 105 35 203+ + = + + =  c¸ch. 

d. Ta cã c¸c trêng hîp: 
 Chän 2 ®á vµ 2 tr¾ng, khi ®ã cã 2 2

3 7C .C  c¸ch. 

 Chän 3 ®á vµ 1 tr¾ng, khi ®ã cã 3 1
3 7C .C  c¸ch. 

VËy, cã tÊt c¶ 2 2 3 1
3 7 3 7C .C C .C 63 7 70+ = + =  c¸ch. 

ThÝ dô 16.  
a. Cã bao nhiªu ®êng chÐo trong 1 ®a gi¸c låi n c¹nh ? 
b. Mét ®a gi¸c låi cã bao nhiªu c¹nh ®Ó sè ®êng chÐo b»ng 35 ? 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

- Mçi ®a gi¸c låi n c¹nh th× cã n ®Ønh. 
- Mçi ®o¹n th¼ng nèi 2 ®Ønh bÊt kú, kh«ng kÓ thø tù, th× hoÆc lµ mét c¹nh, hoÆc 

lµ mét ®êng chÐo cña ®a gi¸c ®ã. 
VËy sè ®êng chÐo (ký hiÖu lµ Cn) cña ®a gi¸c n c¹nh b»ng Cn = 2

nC  − n.  (1) 
b. Víi Cn = 35, ta ®îc: 

2
nC  − n = 35 ⇔ n2 − 3n − 70 = 0 n N &n 3+∈ ≥←→ n = 10. 

VËy, ®a gi¸c låi 10 c¹nh sÏ cã 35 ®êng chÐo. 

ThÝ dô 17.  
a. Cho lôc gi¸c låi ABCDEF. Cã bao nhiªu tam gi¸c cã ®Ønh lµ ®Ønh 

cña lôc gi¸c ®· cho ? Trong ®ã cã bao nhiªu tam gi¸c cã c¹nh 
kh«ng ph¶i lµ c¹nh cña lôc gi¸c ? 

b. Cïng c©u hái nh trªn víi b¸t gi¸c låi . 
c. H·y tæng qu¸t hãa. 

 Gi¶i 
a. Cø 3 ®Ønh cña h×nh lôc gi¸c låi th× t¹o thµnh mét tam gi¸c. Do ®ã cã: 
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3
6

6!C
3! 3!

=   =  20 tam gi¸c. 

Sè tam gi¸c cã 1 hoÆc 2 c¹nh lµ c¹nh cña lôc gi¸c lµ 1 1
6 3C .C   =  6.3  =  18. 

Khi ®ã, sè tam gi¸c cã c¹nh kh«ng ph¶i c¹nh cña lôc gi¸c lµ 20 − 18 =  2 tam gi¸c 
b. Sè tam gi¸c cã ®Ønh lµ ®Ønh cña h×nh b¸t gi¸c låi lµ: 

3
8

8! 6.7.8C
3! 6 5!

= =  =  56 tam gi¸c 

Sè tam gi¸c cã 1 hoÆc 2 c¹nh lµ c¹nh cña b¸t gi¸c ®· cho lµ 1 1
8 5C .C 8.5 40= = tam gi¸c 

Sè tam gi¸c cã c¹nh kh«ng ph¶i lµ c¹nh cña b¸t gi¸c lµ: 

56 − 40  =  16 tam gi¸c. 
c. Xem ®a gi¸c låi n c¹nh A1, A2, An.  Sè tam gi¸c cã ®Ønh lµ ®Ønh cña ®a gi¸c lµ sè 
tæ hîp n chËp 3: 

3
n

n! (n 2)(n 1)nC
3!(n 3)! 6

− −
= =

−
. 

Sè tam gi¸c cã Ýt nhÊt 1 c¹nh lµ c¹nh cña ®a gi¸c gåm 2 lo¹i: 

 Sè tam gi¸c chØ cã 1 c¹nh b»ng 1
n 4C − . 

 Sè tam gi¸c cã 2 c¹nh lµ b»ng 1
nC   

Suy ra, sè tam gi¸c cã 1 hoÆc 2 c¹nh lµ c¹nh cña ®a gi¸c lµ: 
1 1 1 1 1 1
n n n 4 n 3 n n 3C C .C n n(n 4) n(n 3) nC C .C− − −+ = + − = − = =  

VËy, sè tam gi¸c cã c¹nh kh«ng ph¶i lµ c¹nh cña ®a gi¸c lµ: 

3 1 1
n n n 3

(n 2)(n 1)nC C .C n(n 3)
6−

− −
− = − −  

  = 
2(n 2)(n 1)n 6n(n 3) n(n 9n 20)

6 6
− − − − − +

= . 

D¹ng to¸n 2: Rót gän vµ tÝnh gi¸ trÞ cña biÓu thøc chøa c¸c to¸n tö 
ho¸n vÞ, chØnh hîp vµ tæ hîp 

Ph¬ng ph¸p ¸p dông 
§Ó thùc hiÖn viÖc rót gän biÓu thøc chøa c¸c to¸n tö ho¸n vÞ, chØnh hîp vµ tæ hîp 

chóng ta thêng sö dông c«ng thøc ph©n tÝch, ngoµi ra trong nhiÒu trêng hîp cÇn 
vÉn dông kü n¨ng ®¬n gi¶n dÇn. 

ThÝ dô 1. Rót gän biÓu thøc A = 
6!

m(m 1)+
.

(m 1)!
4!(m 1)!

+
−

. 

 Gi¶i 
BiÕn ®æi A vÒ d¹ng: 
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A = 
4!.5.6

m(m 1)+
.
(m 1)!.m.(m 1)

4!(m 1)!
− +

−
 = 30. 

 NhËn xÐt: Nh vËy, ®Ó rót gän ®¼ng thøc ®· cho chóng ta thùc hiÖn phÐp 
ph©n tÝch dùa trªn: 

   n! = n.(n − 1)...(n − k + 1).(n − k)!. 

ThÝ dô 2. Rót gän c¸c biÓu thøc sau: 

a.   An = 
n

k 2

k 1
k!=

−∑ .   b.   Bn = 
n

k 1
kk!

=
∑ . 

 Gi¶i 
a. Ta cã nhËn xÐt: 

k 1
k!
−

 = 
1

(k 1)!−
 − 1

k!
 

suy ra: 

An = 
n

k 2

k 1
k!=

−∑  = 
1
1!

 − 1
2!

 + 
1
2!

 − 1
3!

 + ... + 
1

(n 1)!−
 − 1

n!
 = 1 − 1

n!
. 

b. Ta cã nhËn xÐt: 
k.k! = [(k + 1) − 1].k! = (k + 1)! − k!,  

suy ra:  

Bn = 
n

k 1
kk!

=
∑  = 2! − 1! + 3! − 2! + ... + (n + 1)! − n! =  (n + 1)! − 1. 

 NhËn xÐt:  
1. Nh vËy ®Ó chøng minh ®¼ng thøc ®· cho chóng ta thùc hiÖn phÐp ph©n tÝch 

dùa trªn Ai = 1 2
i iA A−  

vµ tõ ®ã c¸c nhËn tö lo¹i dÇn nhau. CÇn nhí r»ng ®©y lµ phÐp biÕn ®æi c¬ b¶n 
mµ chóng ta ®· ®îc lµm quen khi tÝnh tæng d·y sè. 

2. Ph¬ng ph¸p rót gän biÓu thøc cho phÐp chóng ta cã thÓ tÝnh ®îc gi¸ trÞ cña 
biÓu thøc, ®Ó minh ho¹ chóng ta xem xÐt vÝ dô sau. 

ThÝ dô 3. TÝnh gi¸ trÞ biÓu thøc:  
1 2 3 4 5

1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 1 2 3 4 5S P A P A P A P A P A P P P P P= + + + + −  

 Gi¶i 
Ta cã:  

S = 
2! 3! 4! 5! 6!1! 2! 3! 4! 5! 1!2!3!4!5!
1! 1! 1! 1! 1!

+ + + + −  

 = 1!2! + 2!3! + 3!4! + 4!5! + 5!6! − 1!2!3!4!5! 
 = 2 + 12 + 144 + 2880 + 86400 − 34560 = 54878. 

ThÝ dô 4. TÝnh gi¸ trÞ cña c¸c biÓu thøc sau: 
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a.   P = 
3 2
5 5 5

2 2

A A P
P P
−

+ .  b.   S = 25 34 2
54 3 2 1

5 5 5 5

P PP P A
A A A A

 
+ + + 

 
. 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

P = 
3.4.5 4.5 5! 4.5 3.4.5 80

2! 2!
−

+ = + =  

b. Ta cã: 

S = 
5 4 2 4.5 !  ! 3 ! !

5 ! 3.4.5 4.5 5
 + + + 
 

 =  
44.5 3 !

 ! 4.2
3

 + + + 
 

  

 = 20 + 8 + 6 + 8 = 42. 

ThÝ dô 5. Rót gän biÓu thøc A = 
6 5
n n

4
n

A A
A
+

,víi 6 < n ∈ N. 

 Gi¶i 
Ta cã: 

A = 
n(n 1)(n 2)(n 3)(n 4)(n 5) n(n 1)(n 2)(n 3)(n 4)

n(n 1)(n 2)(n 3)
− − − − − + − − − −

− − −
 

  = (n − 4)(n − 5) + n − 4 = (n − 4)2. 

 Chó ý: Ph¬ng ph¸p rót gän biÓu thøc cho phÐp chóng ta cã thÓ tÝnh ®îc gi¸ 
trÞ cña biÓu thøc, ®Ó minh ho¹ chóng ta xem xÐt vÝ dô sau: 

ThÝ dô 6. Rót gän biÓu thøc:  

M = 

25 34 2
54 3 2 1

5 5 5 5

3 2

P PP P A
A A A A

(P 2P )

 
+ + + 

 
−

. 

 Gi¶i 
Ta cã:    

5
4
5

P 5! 1
A 5!

= = , 4
3
5

P 4! 2
A 3.4.5 5

= = , 3
2
5

P 3! 3
A 4.5 10

= = ,  2
1
5

P 2! 2
A 5 5

= =  

P3  −  2P2  =  3!  −  2.2!  =  6 − 4  =  2 
Do ®ã, ta ®îc: 

2 3 21 20
5 10 5M 21

2

 + + + 
 = =  

ThÝ dô 7. TÝnh gi¸ trÞ cña c¸c biÓu thøc: 
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a.   3 2 2 1 1 0
5 4 4 3 3 3A C C C C C C= + + . b.   

2 3 3
6 8 15

3
3 5

1 1 1C C C
3 28 65B

P A

− +
=  

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

A = 
5! 4! 4! 3! 3! 3!. . .

3! 2! 2! 1! 1! 0! 2!  2!  2!  2!  2!  3!
+ +  = 10.6 + 6.3 + 3.1 = 81. 

b. Ta cã: 

B = 

1 6! 1 8! 1 15!
3 2! 28 3! 65 3!

3!

 4!  5!  2!
5!

 
2!

− +
 = 

1 1 1.15 .56 .455
3 28 65

3.120

− +
. 

     = 
5 2 7 10 1

360 360 36
− +

= = . 

 NhËn xÐt: Nh vËy, trong lêi gi¶i cña vÝ dô trªn ®Ó thùc hiÖn viÖc tÝnh gi¸ trÞ 
cña biÓu thøc chóng ta chØ cÇn sö dông c«ng thøc khai triÓn. VÝ dô 
tiÕp theo sÏ minh ho¹ viÖc sö dông c¸c hÖ thøc gi÷a c¸c sè k

nC . 

ThÝ dô 8. TÝnh gi¸ trÞ cña c¸c biÓu thøc: 

a.   A = 
4
21

3 4 3
19 19 20

C
C C C+ +

.  b.   B = 
98 998
100 1000
2 2
1000 100

C C
C C

+
+

. 

 Gi¶i 
a. Sö dông c«ng thøc: 

k
nC  = k

n 1C −  + k 1
n 1C −

−  , víi  0 ≤ k ≤ n, vµ k, n ∈ N 
ta ®îc: 

A = 
4
21

4 3
20 20

C
C C+

 = 
4
21
4
21

C
C

 = 1. 

b. Sö dông c«ng thøc: 
k
nC  = n k

nC − , víi  0 ≤ k ≤ n, vµ k, n ∈ N 
ta ®îc: 

B = 
2 2
100 1000
2 2
1000 100

C C
C C

+
+

 = 1. 

D¹ng to¸n 3: Chøng minh ®¼ng thøc, bÊt ®¼ng thøc chøa c¸c to¸n tö 
vÒ ho¸n vÞ, chØnh hîp vµ tæ hîp 

Ph¬ng ph¸p ¸p dông 
§Ó chøng minh ®¼ng thøc, bÊt ®¼ng thøc chøa c¸c to¸n tö ho¸n vÞ, chØnh hîp vµ tæ 

hîp chóng ta thêng sö dông mét trong hai c¸ch sau: 
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C¸ch 1: Sö dông c¸c phÐp biÕn ®æi. 
C¸ch 2: Sö dông c¸c ®¸nh gi¸ vÒ bÊt ®¼ng thøc. 
C¸ch 3: Sö dông ph¬ng ph¸p chøng minh qui n¹p. 
C¸ch 4: Sö dông ph¬ng ph¸p ®Õm. 

ThÝ dô 1. Chøng minh r»ng 1 + P1 + 2P2 + … + (n − 1)Pn−1 = Pn. 

 Gi¶i 
Ta cã:    

Pk = k!  =  k.(k − 1)!  =  k.Pk − 1
 ⇔ (k − 1)Pk − 1 = Pk  −  Pk − 1. 

Cho k lÇn lît c¸c gi¸ trÞ 2, 3, ..., n ta cã: 
P1   = P2  −  P1  
2P2 = P3  −  P2  
.... 
(n − 1)Pn − 1 = Pn  −  Pn − 1  

Céng c¸c ®¼ng thøc trªn vÕ theo vÕ ta cã: 
P1 + 2P2 + … + (n − 1)Pn−1 = − P1 + Pn = Pn − 1 
⇔ 1 + P1 + 2P2 + … + (n − 1)Pn−1 = Pn, ®pcm. 

ThÝ dô 2. Chøng minh r»ng 
2n 1 1

n! (n 1)! (n 2)!
= +

− −
. 

 Gi¶i 
a. Ta cã thÓ lùa chän mét trong hai c¸ch sau: 
C¸ch 1: BiÕn ®æi vÕ ph¶i, ta cã: 

1 1
(n 1)! (n 2)!

+
− −

 = 
n (n 1).n

(n 1)!.n (n 2)!.(n 1).n
−

+
− − −

 = 
n (n 1)n
n! n!

−
+ = 

2n
n!

, ®pcm. 

C¸ch 2: BiÕn ®æi vÕ ph¶i, ta cã: 
1 1

(n 1)! (n 2)!
+

− −
 = 

1 n 1
(n 1)!
+ −

−
 = 

n
(n 1)!−

 = 
2n

n!
, ®pcm. 

 NhËn xÐt: Nh vËy, ®Ó chøng minh ®¼ng thøc trªn: 

1. ë c¸ch 1 ®Ó chøng minh ®¼ng thøc ®· cho chóng ta ®· sö dông c¸c phÐp biÕn 
®æi cho to¸n tö giai thõa vµ cô thÓ ë ®©y lµ: 

n! = (n − 1)!.n,  n! = (n − 2)!.(n−1)n 
2. ë c¸ch 2, ta sö dông biÕn ®æi: 

(n − 1)! = (n − 2)!.(n−1)  
®Ó thùc hiÖn phÐp quy ®ång mÉu sè. 

ThÝ dô 3. Chøng minh r»ng n 2
n kA +

+  + n 1
n kA +

+  = k2
n
n kA + . 

 Gi¶i 
Ta cã: 
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n 2
n kA +

+  + n 1
n kA +

+  = 
(n k)!
(k 2)!

+
−

 + 
(n k)!
(k 1)!

+
−

 = 
(n k)!
(k 2)!

+
−

(1 + 
1

k 1−
) 

 = 
k(n k)!

(k 1)(k 2)!
+

− −
 = 

2k (n k)!
k(k 1)(k 2)!

+
− −

 = 
2k (n k)!

k!
+

 = k2
n
n kA + , ®pcm. 

ThÝ dô 4. Chøng minh r»ng 2 2 2 5
k n 1 n 3 n 5 n 5P A A A nk!A+ + + += . 

 Gi¶i 
Ta cã:  

2 2 2
k n 1 n 3 n 5

(n 1) (n 3) (n 5) (n 5)P A A A k!  !  !  !  !
 .  .  .  k ! 

(n-1) ! (n 1) ! (n 3) ! (n-1) !+ + +

+ + + +
= =

+ +
 

 5nk nk n 5

(n 5) !
 !  ! A

n ! +

+
= = , ®pcm. 

ThÝ dô 5. Chøng minh r»ng víi c¸c sè r, n nguyªn, kh«ng ©m vµ 0 ≤ r ≤ n ta cã: 

a. r
nC  = 

r 1
n 1nC

r

−
− .  

b. n. k
nC  = (k + 1) k 1

nC +  + k k
nC , víi  0 ≤ k ≤ n, vµ k, n ∈ N. 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

r 1
n 1nC

r

−
−  = 

n
r

.
(n 1)!

(r 1)!(n r)!
−

− −
 = 

n!
r!(n r)!−

 = r
nC , ®pcm. 

b. Ta cã: 

(k + 1) k 1
nC +  + k k

nC  = (k + 1).
n!

(k 1)!(n k 1)!+ − −
 + k.

n!
k!(n k)!−

 

  = (n − k).
n!

k!(n k)!−
 + k. 

n!
k!(n k)!−

 

 = (n − k + k).
n!

k!(n k)!−
 = n. k

nC , ®pcm.  

 NhËn xÐt: Nh vËy , qua 2 vÝ dô trªn chóng ta ®· lµm quen ®îc víi ph¬ng 
ph¸p chøng minh ®¼ng thøc tæ hîp dùa trªn c«ng thøc khai triÓn. 
thÝ dô tiÕp theo sÏ minh ho¹ ph¬ng ph¸p gom c¸c to¸n tö liªn kÕt. 

ThÝ dô 6. Chøng minh r»ng víi k, n ∈ N, 3 ≤ k ≤ n ta cã: 
k
nC  + 3 k 1

nC −  + 3 k 2
nC −  + k 3

nC −  = k
n 3C + . 

 Gi¶i 
Ta cã: 
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VT = k
nC  + k 1

nC −  + 2( k 1
nC −  + k 2

nC − ) + k 2
nC −  + k 3

nC −  

  = k
n 1C +  + 2 k 1

n 1C −
+  + k 2

n 1C −
+   = ( k

n 1C +  + k 1
n 1C −

+ ) + ( k 1
n 1C −

+  + k 2
n 1C −

+ ) 

  = k
n 2C +  + k 1

n 2C −
+  = k

n 3C + , ®pcm. 

 NhËn xÐt: Nh vËy , chóng ta ®· chøng minh ®¼ng thøc tæ hîp b»ng viÖc biÕn 
®æi vÕ phøc t¹p thµnh vÕ ®¬n gi¶n dùa trªn c«ng thøc tÝnh ban ®Çu 
hoÆc c«ng thøc ph©n t¸ch. TiÕp theo, chóng ta minh ho¹ vÝ dô sö dông 
c«ng thøc ph©n t¸ch. 

ThÝ dô 7. Chøng minh r»ng: 
r
nC  = r 1

n 1C −
−  + r 1

n 2C −
−  + ... + r 1

r 1C −
− , víi  0 ≤ r ≤ n, vµ k, n ∈ N. 

 Gi¶i 
Ta cã: 

VP = ( r
nC  − r

n 1C − ) + ( r
n 1C −  − r

n 2C − ) + ... + r 1
r 1C −
−  = r

nC  = VT, ®pcm. 

ThÝ dô 8. Chøng minh r»ng n! > 2n − 1, víi n ∈  , n ≥ 3. 

 Gi¶i 
Ta cã thÓ lùa chän mét trong hai ph¬ng ph¸p sau: 

C¸ch 1: (Sö dông ph¬ng ph¸p ®¸nh gi¸): Ta cã nhËn xÐt: 
2 2
2 3
...
2 n

≤ 
< 


< 

  n − 1 phÇn tö 

suy ra: 
2n − 1 < 2.3...n = 1. 2.3...n = n!, ®pcm. 

C¸ch 2: (Sö dông ph¬ng ph¸p chøng minh qui n¹p): Ta lÇn lît: 
 Víi n = 3, ta cã: 

3! > 23 − 1 ⇔ 6 > 4, lu«n ®óng 
VËy, bÊt ®¼ng thøc ®óng víi n = 3. 

 Gi¶ sö bÊt ®¼ng thøc ®óng víi n = k, tøc lµ ta cã: 
k! > 2k − 1, víi k ∈ Z, k ≥ 3. 

 Ta ®i chøng minh bÊt ®¼ng thøc ®óng víi n = k + 1, tøc lµ chøng minh  
(k + 1)! > 2k, víi k ∈ Z, k ≥ 3. 

ThËt vËy: 

(k + 1)! = (k + 1).k! > (k + 1).2k − 1
k 3≥

> 2.2k − 1 = 2k, ®pcm. 

ThÝ dô 9. Chøng minh r»ng k
nC  = k

n 1C −  + k 1
n 1C −

−  , víi 0 ≤ k ≤ n. 

 Gi¶i 
Ta cã thÓ lùa chän mét trong hai c¸ch sau: 

C¸ch 1: (Sö dông c«ng thøc khai triÓn): Ta cã: 
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k
n 1C −  + k 1

n 1C −
−  = 

(n 1)!
k!.(n k 1)!

−
− −

 + 
(n 1)!

(k 1)!.(n k)!
−

− −
 = 

(n 1)!.(n k)
k!.(n k)!
− −

−
 + 

(n 1)!.k
k!.(n k)!

−
−

  

 =
(n 1)!

k!.(n k)!
−
−

.[(n − k) + k] = 
(n 1)!.n
k!.(n k)!

−
−

 = 
n!

k!.(n k)!−
= k

nC , ®pcm. 

C¸ch 2: (Dùa trªn ý nghÜa): Ta cã nhËn ®Þnh r»ng " Tæ hîp chËp k cña n phÇn tö 
(b»ng k

nC ) bao gåm nh÷ng tæ hîp chøa mét phÇn tö cho tríc (gi¶ sö lµ a) vµ nh÷ng 
tæ hîp kh«ng chøa a ". 

Trong ®ã: 
 C¸c tæ hîp cã chøa a ®îc lËp tõ c¸ch chän (k  − 1) vËt trong (n − 1) vËt cßn 

l¹i. Nh vËy cã k 1
n 1C −

−  tæ hîp chøa a. 

 C¸c tæ hîp kh«ng chøa a ®îc lËp tõ c¸ch chän k vËt trong (n − 1) vËt, sau khi 
®· lo¹i a ra. Nh vËy cã k

n 1C −  tæ hîp kh«ng chøa a. 

Do ®ã, ta ®îc: 
k
nC  = k

n 1C −  + k 1
n 1C −

−  , ®pcm. 

D¹ng to¸n 4: Gi¶i ph¬ng tr×nh, bÊt ph¬ng tr×nh vµ hÖ chøa c¸c to¸n 
tö vÒ ho¸n vÞ, chØnh hîp vµ tæ hîp 

Ph¬ng ph¸p ¸p dông 
§Ó gi¶i ph¬ng tr×nh, bÊt ph¬ng tr×nh chøa c¸c to¸n tö ho¸n vÞ, chØnh hîp vµ tæ 

hîp chóng ta mét trong hai c¸ch sau: 
C¸ch 1: Thùc hiÖn viÖc ®¬n gi¶n biÓu thøc ho¸n vÞ ®Ó chuyÓn ph¬ng tr×nh, bÊt 

ph¬ng tr×nh vÒ d¹ng ®¹i sè quen thuéc. 
C¸ch 2: §¸nh gi¸ th«ng qua gi¸ trÞ cËn trªn hoÆc cËn díi. 

ThÝ dô 1. Gi¶i ph¬ng tr×nh 2
2 3P x P x 8− = . 

 Gi¶i 
BiÕn ®æi ph¬ng tr×nh vÒ d¹ng: 

2x2 − 6x = 8 ⇔ x2 − 3x − 4 = 0 ⇔ 
x 1
x 4

= −
 =

. 

VËy, ph¬ng tr×nh cã hai nghiÖm x = −1 vµ x = 4. 

ThÝ dô 2. Gi¶i c¸c ph¬ng tr×nh sau: 
a.   2

xA 12= .   b.   3
xA 24= . 

 Gi¶i 
a. §iÒu kiÖn 2 ≤ x ∈ N.       (*) 

BiÕn ®æi ph¬ng tr×nh vÒ d¹ng: 

x(x − 1) − 12 = 0 ⇔ x2 − x − 12  =  0 
(*)

⇔  x  =  4. 
VËy, ph¬ng tr×nh cã nghiÖm x = 4. 
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b. §iÒu kiÖn 3 ≤ x ∈ N.       (**) 
BiÕn ®æi ph¬ng tr×nh vÒ d¹ng: 

x(x − 1)(x − 2)  −  24 = 0 ⇔ x3 − 3x2 + 2x − 24 = 0  

⇔ (x − 4)(x2 + x + 6) = 0 
(**)

⇔  x  =  4. 
VËy, ph¬ng tr×nh cã nghiÖm x = 4. 

 NhËn xÐt: Nh vËy, th«ng qua lêi gi¶i cña thÝ dô trªn chóng ta thÊy ngay viÖc 
thiÕt lËp ®iÒu kiÖn cho Èn trong ph¬ng tr×nh lµ rÊt quan träng, nã gióp 
chóng ta lo¹i bá ®îc c¸c nghiÖm ngo¹i lai. Ngoµi ra trong nhiÒu 
trêng hîp nã cßn gióp chóng ta thùc hiÖn phÐp biÕn ®æi nhanh h¬n, 
vÝ dô sau sÏ minh ho¹ nhËn ®Þnh nµy. 

ThÝ dô 3. T×m n nguyªn, d¬ng biÕt r»ng:  
a.   3

nA  = 20n.   b.   5
nA  = 18 4

n 2A − . 

 Gi¶i 
a. §iÒu kiÖn 3 ≤ n ∈ N.       (*) 

BiÕn ®æi ph¬ng tr×nh vÒ d¹ng: 

n(n − 1)(n − 2) = 20n 
(*)

⇔  (n − 1)(n − 2) = 20  

⇔ n2 − 3n − 18 = 0 
(*)

⇔  n = 6. 
VËy, ph¬ng tr×nh cã nghiÖm n = 6. 

b. §iÒu kiÖn: 
5 n N
4 n 2 N

≤ ∈
 ≤ − ∈

 ⇔ 6 ≤ n ∈ N.      (**) 

BiÕn ®æi ph¬ng tr×nh vÒ d¹ng: 
n!

(n 5)!−
 = 18.

(n 2)!
(n 6)!

−
−

 ⇔ 
n.(n 1)

n 5
−

−
 =  18 ⇔ n2 − 19n + 90 = 0 ⇔ 

n 9
n 10

=
 =

. 

VËy, ph¬ng tr×nh cã nghiÖm n = 9 vµ n = 10. 

 NhËn xÐt: Nh vËy, th«ng qua lêi gi¶i cña thÝ dô trªn chóng ta thÊy: 
a. Trong c©u a), dùa vµo ®iÒu kiÖn (*) ta thùc hiÖn gi¶n íc c¶ hai 

vÕ cho     n ≠ 0, tõ ®ã nhËn ®îc mét ph¬ng tr×nh bËc hai. 
b. Trong c©u b), v× tån t¹i nhiÒu to¸n tö chØnh hîp nªn cÇn thiÕt ph¶i 

®Æt hÖ ®iÒu kiÖn ®Ó cho mçi to¸n tö chØnh hîp cã mÆt trong ph¬ng 
tr×nh ®Òu cã nghÜa. 

TiÕp theo, chóng ta sÏ quan t©m tíi c¸c ph¬ng tr×nh chøa ®ång thêi c¸c 
to¸n tö chØnh hîp vµ ho¸n vÞ. 

ThÝ dô 4. T×m n nguyªn, d¬ng biÕt r»ng Pn + 3 = 720 5
nA Pn − 5. 

 Gi¶i 
§iÒu kiÖn: 
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n 3 N
5 n N
n 5 N

+ ∈
 ≤ ∈
 − ∈

 ⇔ 5 ≤ n ∈ N.      (*) 

BiÕn ®æi ph¬ng tr×nh vÒ d¹ng: 

(n + 3)! = 720.
n!

(n 5)!−
.(n − 5)! ⇔ (n + 3)(n + 2)(n + 1) = 720  

⇔ n3 + 6n2 + 11n − 714 = 0 ⇔ (n − 7)(n2 + 13n + 12) ⇔ n = 7. 
VËy, ph¬ng tr×nh cã nghiÖm n = 7. 

ThÝ dô 5. Gi¶i bÊt ph¬ng tr×nh 4 3 2
n 1 n 1 n 2

5C C A 0
4− − −− − < . 

 Gi¶i 
§iÒu kiÖn 5 ≤ n ∈ N.       (*) 
BiÕn ®æi bÊt ph¬ng tr×nh vÒ d¹ng: 

(n 1)! (n 1)! 5(n 2)! 0
4!(n 5)! 3!(n 4)! 4!(n 4)!

− − −
− − <

− − −
 

⇔ (n − 4)(n − 1)!  −  4(n − 1)!  −  30(n − 2)!  <  0 
⇔ (n − 2)! [(n − 4)(n − 1)  −  4(n − 1)  −  30]  <  0 
⇔ n2 − 9n − 22 < 0 ⇔ − 2 < n < 11 ⇔ 5 ≤ n < 11 

KÕt hîp víi ®iÒu kiÖn (*) ta nhËn ®îc nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh lµ: 

n = 5; n = 6; n = 7; n = 8; n = 9; n = 10. 

ThÝ dô 6. Gi¶i bÊt ph¬ng tr×nh 
x 3
x 1
4
x 1 3

C 1
A 14P

−
−

+

< . 

 Gi¶i 

§iÒu kiÖn 3 ≤ x ∈ N.       (*) 

BiÕn ®æi bÊt ph¬ng tr×nh vÒ d¹ng: 
(x 1)

(x 1) 14.3!

 !
1(x-3) ! 2!

  
 !

(x-3) !

−

<
+

 ⇔ 
(x 1) 1

84
 !

2(x 1) !

−
<

+
 ⇔ 

1 1
2x(x 1) 84

<
+

  

⇔ x(x + 1) > 42 ⇔ x2 + x − 42 > 0 
(*)

⇔  x ≥ 6. 
VËy, nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh lµ 6 ≤ x ∈ N. 

ThÝ dô 7. Gi¶i hÖ ph¬ng tr×nh: 
x y x
y y

x 1

A : C 126

P 720
x-1 P −

+

 + =


=
. 
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 Gi¶i 
§iÒu kiÖn x, y ∈ N vµ 1 ≤ x ≤ y.      (*) 
BiÕn ®æi hÖ ph¬ng tr×nh vÒ d¹ng: 

y y! 126
(y x)!x!

(x 1)! 6!

 !

(y-x) ! (x-1)!
 + = −
 + =

 ⇔ 
y!(x 1) 126

(y x)!x!
x 5

 

+ = −
 =

 

⇔ 
126

x 5

y! 6

(y-5) ! 5!
 =

 =

 ⇒ (y − 4)(y − 3)(y − 2)(y − 1)y = 21.5! ⇔ y = 7. 

VËy, hÖ ph¬ng tr×nh cã nghiÖm x = 5 vµ y = 7. 

ThÝ dô 8. (HVBCVT 98). T×m x, y ∈ Z +  ®Ó 
y
x 1C
6

+  = 
y 1
xC
5

+

 = 
y 1
xC
2

−

. 

 Gi¶i 
§iÒu kiÖn:  

0 y x 1
0 y 1 x
0 y 1 x

≤ ≤ +
 ≤ + ≤
 ≤ − ≤

 ⇔ 
y 1
x y 1

≥
 ≥ +

. 

a. XÐt ph¬ng tr×nh:  
y
x 1C
6

+  = 
y 1
xC
5

+

⇔ 
1 (x 1)!.
6 y!.(x 1 y)!

+
+ −

 = 
1 x!.
5 (y 1)!.(x y 1)!+ − −

 

⇔ 5(x + 1)(y + 1) = 6(x − y)(x − y + 1).     (1) 
b. XÐt ph¬ng tr×nh: 

y 1
xC
5

+

 = 
y 1
xC
2

−

⇔ 
1 x!.
5 (y 1)!.(x y 1)!+ − −

 = 
1 x!.
2 (y 1)!.(x y 1)!− − +

 

⇔ 2(x − y)(x − y + 1) = 5y(y + 1).      (2) 
Tõ (1), (2) suy ra:  

5(x + 1)(y + 1) = 3. 5y(y + 1) ⇔ x + 1 = 3y ⇔ x = 3y − 1.   (3) 

Thay (3) vµo (2) ®îc:  

2(3y − 1 − y)(3y − 1 − y + 1) = 5y(y + 1) ⇔ 3y2 = 9y ⇔ y = 3 vµ x = 8 

VËy, nghiÖm cña hÖ lµ x = 8 vµ y = 3. 

 

§3. nhÞ thøc niu − t¬n 

D¹ng to¸n 1: Khai triÓn nhÞ thøc 
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Ph¬ng ph¸p ¸p dông 
Sö dông kÕt qu¶: 

(a + b)n = 0
nC an + 1

nC an − 1b + 2
nC an − 2b2 + ... + n 1

nC − abn − 1 + n
nC bn  

trong ®ã c¸c k
nC , víi, k = 0, 1, ..., n cã gi¸ trÞ ®îc tÝnh b»ng c«ng thøc tæ hîp hoÆc sö 

dông tam gi¸c Pascal hoÆc m¸y tÝnh Fx − 570MS, cô thÓ: 
§Ó tÝnh k

nC , ta Ên  n SHIFT  nCr  k. 

ThÝ dô 1. Thùc hiÖn khai triÓn: 

a.   
81x

2x
 + 
 

.   b.   ( )61 3 15
27

− . 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

8
0 8 1 7
8 8

1 1x C x C x . ...
2x 2x

 + = + + + 
 

8
8
8

1C .
2x

 
 
 

 

= 8 6 4 2
2 4 6 8

35 7 7 1 1x 4x 7x 7x
8 4x 16x 16x 256x

+ + + + + + + +  

b. Ta cã: 

( ) ( ) ( )6 6 50 1
6 63 15 C 3 C 3 . 15 ...− = − + + ( )66

6C 15  

 3 0 3 1 3 3 6
6 6 63 C 3 5C ... 3 .5 C= − + +  

Do ®ã, ta ®îc: 

( )6 0 1 2 3 4 5 6
6 6 6 6 6 6 6

1 3 15 C 5C 5C 5 5C 25C 25 5C 125C
27

− = − + − + − +          

1 6 5 75 100 5 375 150 5 125= − + − + − +  

576 256 5 64(9 4 5)= − = − . 

D¹ng to¸n 2: Gi¸ trÞ cña hÖ sè trong khai triÓn Niut¬n 
Ph¬ng ph¸p ¸p dông 

Víi c¸c yªu cÇu vÒ hÖ sè trong khai triÓn Newton, ta cÇn lu ý: 
1. Víi khai triÓn nhÞ thøc: 

(a + b)n = 
n

k n k k
n

k 0
C a .b−

=
∑  th× hÖ sè cña n k ka .b−  lµ k

nC . 

2. Víi khai triÓn nhÞ thøc: 

(xα + xβ)n = 
n

k n k k
n

k 0
C (x ) .(x )α − β

=
∑  = 

n
k (n k) k
n

k 0
C xα − +β

=
∑  

Khi ®ã: 
 HÖ sè cña xt trong khai triÓn trªn lµ k

nC  víi k lµ nghiÖm cña ph¬ng 
tr×nh: 

α(n − k) + βk = t. 
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 §Æc biÖt, khi t = 0 ®ã chÝnh lµ sè h¹ng kh«ng phô thuéc x. 

D¹ng to¸n 3: Rót gän vµ tÝnh gi¸ trÞ cña biÓu thøc 
Ph¬ng ph¸p ¸p dông 

Sö dông d¹ng khai triÓn Niut¬n, kÕt hîp víi viÖc: 
 Lùa chän gi¸ trÞ thùc phï hîp. 
 C¸c phÐp biÕn ®æi ®¹i sè. 

ThÝ dô 1. TÝnh gi¸ trÞ cña c¸c biÓu thøc sau: 
a. S = 0 1 2 6

6 6 6 6C C C ... C+ + + + . 

b. 0 1 2 2 3 3 4 4 5 5
5 5 5 5 5 5T C 2C 2 C 2 C 2 C 2 C= + + + + + . 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

(1 + x)6 = 0
6C  + 1

6C x + 2
6C x2 + ... + 6

6C x6.    (1) 
Thay x = 1 vµo (1), ta ®îc:  

6 0 1 2 3 4 5 6
6 6 6 6 6 6 62 C C C C C C C= + + + + + +  ⇔ S = 26 = 64. 

b. Ta cã: 
(1 + x)5 = 0

5C  + 1
5C x + 2

5C x2 + ... + 5
5C x5.    (2) 

Thay x = 2 vµo (2), ta ®îc: 
5 0 1 2 2 3 3 4 4 5 5

5 5 5 5 5 53 C 2C 2 C 2 C 2 C 2 C= + + + + +  ⇔ T = 35 = 243. 

 NhËn xÐt: Nh vËy, trong lêi gi¶i cña vÝ dô trªn: 
1. Trong c©u a), chóng ta ®· sö dông l¹i mét khai triÓn Newton 

d¹ng (1 + x)6.  Tuy nhiªn, còng cã thÓ sö dông ngay kÕt qu¶ ®· 
biÕt lµ: 

0
nC  + 1

nC  + 2
nC  + ... + n

nC  = 2n. 

2. Trong c©u b), v× c¸c to¸n tö ®Òu ®îc viÕt díi d¹ng tæng qu¸t lµ 
2k

k
5C  t¬ng øng víi k

5C xk, do ®ã chóng ta ®· xuÊt ph¸t b»ng khai 
triÓn (1 + x)5 råi thay x = 2. Nh vËy: 

a. NÕu c¸c to¸n tö trong biÓu thøc ®Òu cã d¹ng tæng qu¸t k
nC ak 

ta sö dông khai triÓn d¹ng (1 + x)n råi thay x = a. 
b. NÕu c¸c to¸n tö trong biÓu thøc ®Òu cã d¹ng tæng qu¸t 

(−1)k
k
nC ak ta sö dông khai triÓn d¹ng (1 − x)n råi thay x = a. 

c. NÕu c¸c to¸n tö trong biÓu thøc ®Òu cã d¹ng tæng qu¸t k
nC an − k 

ta sö dông khai triÓn d¹ng (x + 1)n råi thay x = a. 

d. NÕu c¸c to¸n tö trong biÓu thøc ®Òu cã d¹ng tæng qu¸t 
(−1)k

k
nC an − k ta sö dông khai triÓn d¹ng (x − 1)n råi thay x = a. 

3. Ngêi ta cã thÓ ph¸t triÓn thªm cho c©u b), víi yªu cÇu tÝnh: 
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8 0 9 1 10 2 11 3 12 4 13 5
5 5 5 5 5 5R 2 C 2 C 2 C 2 C 2 C 2 C= + + + + + . 

Khi ®ã, ta thÊy ngay r»ng: 

R = 28( 0 1 2 2 3 3 4 4 5 5
5 5 5 5 5 5C 2C 2 C 2 C 2 C 2 C+ + + + + )  

= 28.T = 62208. 

§iÒu nµy, gîi ý cho c¸c em häc sinh cÇn cã më réng cho c¸c 
d¹ng khai triÓn k(1 + x)n vµ  k(1 − x)n. 

ThÝ dô 2. Gi¶i ph¬ng tr×nh: 
x 1 x 2 x 3 x 8 x 9 x 10
x x x x x xC C C ... C C C 1023− − − − − −+ + + + + + = . 

 Gi¶i 

§iÒu kiÖn Víi 10 ≤ x ∈ N.       (*) 

BiÕn ®æi ph¬ng tr×nh vÒ d¹ng: 
x x 1 x 2 x 3 x 8 x 9 x 10
x x x x x x xC C C C ... C C C 1024− − − − − −+ + + + + + + =  

⇔ 0 1 2 3 8 9 10
x x x x x x xC C C C ... C C C 1024+ + + + + + + = ⇔ 2x = 1024 ⇔ x = 10. 

VËy, ph¬ng tr×nh cã nghiÖm x  =  10. 

ThÝ dô 3. TÝnh gi¸ trÞ cña c¸c biÓu thøc sau: 
a. S1 = 2n

0
nC  + 2n − 2

2
nC  + 2n − 4

4
nC  + ... + n

nC . 

b. S2 = 2n − 1
1
nC  + 2n − 3

3
nC  + 2n − 5

5
nC  + ... + n

nC . 

 Gi¶i 
Ta cã: 

(2 + 1)n = 
n

i n 1
n

i 0
C 2 −

=
∑  ⇔ 

n
i n 1
n

i 0
C 2 −

=
∑  = 3n.    (1) 

(2 − 1)n = 
n

i n 1 i
n

i 0
C 2 ( 1)−

=

−∑  ⇔ 
n

i n 1 i
n

i 0
C 2 ( 1)−

=

−∑  = 1.   (2) 

Suy ra: 
 (1) + (2), ta ®îc:  

2n
0
nC  + 2n − 2

2
nC  + 2n − 4

4
nC  + ... + n

nC  = 
n3 1
2
+

.   (3) 

 (1) − (2), ta ®îc:  

2n − 1
1
nC  + 2n − 3

3
nC  + 2n − 5

5
nC  + ... + n

nC  = 
n3 1
2
−

.   (4) 

ThÝ dô 4. TÝnh gi¸ trÞ cña c¸c biÓu thøc sau: 
a. A = 28.38

0
8C  + 27.37

1
8C  + …  + 8

8C . 

b. B = 29.59
0
9C  − 28.58.3 1

9C  + … + 39
9
9C . 



 118 

 Gi¶i 
a. Ta cã thÓ lùa chän mét trong hai c¸ch tr×nh bµy sau: 
C¸ch 1: (Dùa trªn nhËn xÐt cña vÝ dô 1) ViÕt l¹i biÓu thøc díi d¹ng: 

A = 68 0
8C  + 67 1

8C  + …  + 8
8C . 

Ta cã: 

(x + 1)8 = x8 0
8C  + x7 1

8C  + …  + 8
8C .     (1) 

Thay x = 6 vµo (1), ta ®îc:  

78 = 68 0
8C  + 67 1

8C  + …  + 8
8C  ⇔ A = 78 = 5764801. 

C¸ch 2: Ta cã: 

(2x + 1)8 = (2x)8 0
8C  + (2x)7 1

8C  + …  + 8
8C .    (2) 

Thay x = 3 vµo (2), ta ®îc:  

78 = 28.38 0
8C  + 27.37 1

8C  + …  + 8
8C  ⇔ A = 78 = 5764801. 

b. Ta cã thÓ lùa chän mét trong hai c¸ch tr×nh bµy sau: 
C¸ch 1: (Dùa trªn nhËn xÐt cña vÝ dô 1) ViÕt l¹i biÓu thøc díi d¹ng: 

B = 109 0
9C  − 108.3 1

9C  + … + 39 9
9C . 

Ta cã: 

(x − 3)9 = x9 0
9C  − x8.3 1

9C  + … + 39 9
9C ..    (3) 

Thay x = 10 vµo (3), ta ®îc:  

79 = 109 0
9C  + 108.3 1

9C  + … + 39 9
9C  ⇔ B = 79 = 40353607. 

C¸ch 2: Ta cã: 

(2x − 3)8 = (2x)9 0
9C  − (2x)8.3 1

9C  + … + 39 9
9C .    (4) 

Thay x = 5 vµo (4), ta ®îc:  

79 = 29.59 0
9C  − 28.58.3 1

9C  + … + 39 9
9C  ⇔ B = 79 = 40353607. 

ThÝ dô 5. Rót gän c¸c biÓu thøc: 

a.   A = 1 3 2n 1
2n 2n 2nC C ... C −+ + + . b.   B = 0 2 2n

2n 2n 2nC C ... C+ + + . 

 Gi¶i 
Ta cã: 

2n 0 1 2n 1 2n 1 2n 2n
2n 2n 2n 2n(1 x) C C x ... C x C x− −+ = + + + + .    (1) 

2n 0 1 2n 1 2n 1 2n 2n
2n 2n 2n 2n(1 x) C C x ... C x C x− −− = − + − + .    (2) 

Thay x = 1 vµo (1) vµ (2), ta ®îc: 
2n 0 1 2n 1 2n

2n 2n 2n 2n2 C C ... C C−= + + + + .     (3) 
0 1 2n 1 2n
2n 2n 2n 2n0 C C ... C C−= − + − + .      (4) 
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a. Trõ (1) cho (2) vÕ theo vÕ, ta ®îc: 
1 3 2n 1 2n
2n 2n 2n2(C C ... C ) 2−+ + + =  ⇔ A = 22n − 1. 

b. Céng (1) cho (2) vÕ theo vÕ, ta ®îc: 

2( 0 2 2n
2n 2n 2nC C ... C+ + + ) = 22n ⇔ B = 22n − 1. 

ThÝ dô 6. TÝnh gi¸ trÞ cña biÓu thøc sau: 

S = 0
2002C 2001

2002C  + 1
2002C 2000

2001C  + ... + k
2002C 2001 k

2002 kC −
−  + ... + 2001

2002C 0
1C . 

 Gi¶i 
Ta xÐt: 

k
2002C 2001 k

2002 kC −
−  = 

2002!
k!.(2002 k)!−

.
(2002 k)!
(2001 k)!

−
−

 = 
2002!

k!.(2001 k)!−
 

 = 
.2002.2001!

k!.(2001 k)!−
 = 2002 k

2001C . 

Tõ ®ã S ®îc viÕt l¹i díi d¹ng: 

S = 2002( 0
2001C  + 1

2001C  + ... + 2001
2001C ) = 2002(1 + 1)2001 = 1001.22002.  

D¹ng to¸n 4: Sö dông khai triÓn Niut¬n chøng minh ®¼ng thøc, bÊt 
®¼ng thøc tæ hîp 

Ph¬ng ph¸p ¸p dông 
Sö dông d¹ng khai triÓn Niut¬n, kÕt hîp víi viÖc: 
 Lùa chän gi¸ trÞ thùc phï hîp. 
 C¸c phÐp biÕn ®æi ®¹i sè. 
 PhÐp ®¸nh gi¸ cho bÊt ®¼ng thøc cïng víi c¸c ph¬ng ph¸p chøng minh ®¼ng 

thøc vµ bÊt ®¼ng thøc ®¬n. 

ThÝ dô 1. Víi n lµ sè nguyªn d¬ng, chøng minh r»ng: 

1 + 4 1
nC  + 42

2
nC  + ... + 4n − 1

n 1
nC −

 + 4n
n
nC  = 5n. 

 Gi¶i 
Víi mäi x, vµ víi n lµ sè nguyªn d¬ng ta cã: 

(1 + x)n = 0
nC  + 1

nC x + 2
nC x2 + ... + n 1

nC − xn − 1 + n
nC xn.   (1) 

Thay x = 4 vµo (1), ta ®îc: 

5n  = 1 + 4 1
nC  + 42

2
nC  + ... + 4n − 1

n 1
nC −

 + 4n
n
nC , ®pcm. 

ThÝ dô 2. Víi n lµ sè nguyªn d¬ng, chøng minh r»ng: 
0
nC  + 2

nC  + ... = 1
nC  + 3

nC  + ... = 2n − 1 , 
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víi gi¶ thiÕt m
nC  = 0 nÕu m > n vµ m

nC  = 
n!

m!(n m)!−
 nÕu m ≤ n. 

 Gi¶i 
Ta cã: 

2n  = 0
nC  + 1

nC  + 2
nC  + ... + n

nC   

⇔ 0 = 0
nC  + 1

nC  + 2
nC  + ... + n

nC  + ....     (1) 

0 = 0
nC  − 1

nC  + 2
nC  − ... + ( − 1)n

n
nC   

⇔ 0 = 0
nC  − 1

nC  + 2
nC  − ... + ( − 1)n

n
nC  + ...     (2) 

Suy ra: 
 (1) + (2), ta ®îc:  

2n  = 2( 0
nC  + 2

nC  + ...) ⇔ 0
nC  + 2

nC  + ... = 2n − 1.   (3) 

 (1) − (2), ta ®îc:  
2n  = 2( 1

nC  + 3
nC  + ...) ⇔ 1

nC  + 3
nC  + ... = 2n − 1.   (4) 

Tõ (3), (4), suy ra ®iÒu ph¶i chøng minh. 

ThÝ dô 3. Chøng minh r»ng nÕu a + b = 1 th× víi mäi sè tù nhiªn n ta cã: 

an + bn  ≥  n 1

1
2 − . 

 Gi¶i 

Ta cã: 

a + b = 1 ⇒ 

1a x
2
1b x
2

 = +

 = −


. 

Suy ra: 

an + bn = 
n1 x

2
 + 
 

 + 
n1 x

2
 − 
 

 = 
k kn
n
n k

k 0

C x
2 −

=
∑  + 

k k kn
n

n k
k 0

C ( 1) x
2 −

=

−∑  

  = n 1

1
2 −  + 

2 2
n
n 1

C x
2 −  + 

4 4
n
n 3

C x
2 −  + ... ≥ n 1

1
2 − , ®pcm. 

ThÝ dô 4. Víi n, k lµ sè nguyªn d¬ng vµ 1 ≤ k ≤ n, chøng minh r»ng: 
0
nC k

nC  − 1
nC k 1

n 1C −
−  + 2

nC k 2
n 2C −

−  − ... + ( − 1)k
k
nC n k

0C −
 = 0.  

 Gi¶i 
Víi mäi x, vµ víi k lµ sè nguyªn d¬ng ta cã: 

(1 + x)k = 0
kC  + 1

kC x + 2
kC x2 + ... + k

kC xk 

⇔ k
nC (1 + x)k = 0

kC k
nC  + 1

kC k
nC x + 2

kC k
nC x2 + ... + k

kC k
nC xk.  (1) 
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Ta cã: 
m
kC . k

nC  = 
k!

m!(k m)!−
.

n!
k!(n k)!−

 = 
n!

m!(n m)!−
.

(n m)!
(k m)!(n k)!

−
− −

 = m
nC . k m

n mC −
− . 

Do ®ã (1) cã d¹ng: 
k
nC (1 + x)k = 0

nC k
nC  + 1

nC k 1
n 1C −

− x + 2
nC k 2

n 2C −
− x2 + ... + k

nC n k
0C − xk.  (2) 

Thay x =  − 1 vµo (2), ta ®îc: 
0 = 0

nC k
nC  − 1

nC k 1
n 1C −

−  + 2
nC k 2

n 2C −
−  − ... + ( − 1)k

k
nC n k

0C −
, ®pcm. 



 122 

§4. biÕn cè vµ x¸c suÊt cña biÕn cè 

D¹ng to¸n 1: M« t¶ kh«ng gian mÉu 
Ph¬ng ph¸p ¸p dông 

Yªu cÇu ®îc chuyÓn thµnh ®Õm sè phÇn tö cña mét tËp hîp, tõ ®ã m« t¶ tËp hîp 
nµy b»ng ph¬ng ph¸p liÖt kª. 
ThÝ dô 1. Kh«ng gian mÉu cña phÐp thö "Gieo mét con sóc s¾c" lµ tËp hîp: 

Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. 
Víi biÕn cè A: "Sè chÊm trªn mÆt xuÊt hiÖn lµ sè lÎ" sÏ ®îc m« t¶ bëi 
tËp hîp ΩA = {1, 3, 5} ⊂ Ω. 

ThÝ dô 2. H·y m« t¶ kh«ng gian mÉu Ω khi: 
a. Tung ba ®ång xu. 
b. LÊy ngÉu nhiªn tõng qu¶ cÇu trong hép kÝn cã 3 qu¶ cÇu ®¸nh sè 1, 2, 

3 ra vµ xÕp thµnh mét hµng ngang ®Ó ®îc mét sè cã 3 ch÷ sè. 

 Gi¶i 
a. Ta thÊy: 
  §ång xu thø nhÊt cã 2 kh¶ n¨ng (S; N). 
  §ång xu thø hai cã 2 kh¶ n¨ng (S; N). 
  §ång xu thø ba cã 2 kh¶ n¨ng (S; N). 
Theo qui t¾c nh©n suy ra Ω cã 2 x 2 x 2 = 8 phÇn tö. 
Cô thÓ lµ: 

Ω = {SSS, SSN, SNS, NSS, SNN, NSN, NNS, NNN}. 
b. Ta cã nhay Ω = {123, 132, 231, 213, 312, 321}. 

D¹ng to¸n 2: M« t¶ kh«ng gian biÕn cè 
Ph¬ng ph¸p ¸p dông 

Yªu cÇu ®îc chuyÓn thµnh ®Õm sè phÇn tö cña mét tËp hîp con, tõ ®ã m« t¶ tËp 
hîp nµy b»ng ph¬ng ph¸p liÖt kª. 

ThÝ dô 1. Gieo mét con sóc s¾c c©n ®èi vµ ®ång chÊt. 
a. M« t¶ kh«ng gian mÉu Ω. 
b. X¸c ®Þnh c¸c biÕn cè sau: 

A: "Sè chÊm trªn mÆt xuÊt hiÖn lµ sè lÎ". 
B: "XuÊt hiÖn mÆt cã sè chÊm lín h¬n 4". 
C: "XuÊt hiÖn mÆt cã sè chÊm chia hÕt cho 3". 

 Gi¶i 
a. Kh«ng gian mÉu cña phÐp thö "Gieo mét con sóc s¾c" lµ tËp hîp: 

Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. 
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b. Víi biÕn cè: 
 A: "Sè chÊm trªn mÆt xuÊt hiÖn lµ sè lÎ" sÏ ®îc m« t¶ bëi tËp hîp: 

ΩA = {1, 3, 5} ⊂ Ω. 
 B: "XuÊt hiÖn mÆt cã sè chÊm lín h¬n 4" sÏ ®îc m« t¶ bëi tËp hîp: 

ΩB = {5, 6} ⊂ Ω. 
 C: "XuÊt hiÖn mÆt cã sè chÊm chia hÕt cho 3" sÏ ®îc m« t¶ bëi tËp hîp: 

ΩA = {3, 6} ⊂ Ω. 

D¹ng to¸n 3: TÝnh x¸c suÊt cña biÕn cè 
Ph¬ng ph¸p ¸p dông 

Sö dông ph¬ng ph¸p ®· ®îc tr×nh bµy trong phÇn chó ý. 

ThÝ dô 1. Chän ngÉu nhiªn mét sè nguyªn d¬ng kh«ng lín h¬n 50. 
a. M« t¶ kh«ng gian mÉu. 
b. Gäi A lµ biÕn cè "Sè ®îc chän lµ sè nguyªn tè". H·y liÖt kª c¸c 

kÕt qu¶ thuËn lîi cho A. 
c. TÝnh x¸c suÊt cña A. 
d. TÝnh x¸c suÊt ®Ó sè ®îc chän nhá h¬n 4. 

 Gi¶i 
a. Kh«ng gian mÉu lµ: 

Ω = {1, 2, ..., 50} − cã 50 phÇn tö. 
b. BiÕn cè A: " Sè ®îc chän lµ sè nguyªn tè " ®îc m« t¶ bëi tËp hîp: 

ΩA = {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47} − cã 15 phÇn tö. 
c. Tõ kÕt qu¶ c©u a) vµ c©u b), ta cã: 

P(A) = A| |
| |
Ω
Ω

 = 
15
50

 = 0,3. 

ThÝ dô 2. Chän ngÉu nhiªn mét sè nguyªn d¬ng nhá h¬n 9. TÝnh x¸c suÊt ®Ó: 
a. Sè ®îc chän lµ sè nguyªn tè. 
b. Sè ®îc chän chia hÕt cho 3. 

 Gi¶i 
Ta cã kh«ng gian mÉu lµ: 

Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} − cã 8 phÇn tö. 
a. BiÕn cè A: " Sè ®îc chän lµ sè nguyªn tè " ®îc m« t¶ bëi tËp hîp: 

ΩA = {2, 3, 5, 7} − cã 4 phÇn tö. 
Khi ®ã: 

P(A) = A| |
| |
Ω
Ω

 = 
4
8

 = 0,5. 
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b. BiÕn cè B: "Sè ®îc chän chia hÕt cho 3" ®îc m« t¶ bëi tËp hîp: 

ΩB = {3, 6} − cã 2 phÇn tö. 
Khi ®ã: 

P(B) = B| |
| |
Ω
Ω

 = 
2
8

 = 0,25. 

ThÝ dô 3. Mét c¸i tói cã 4 qu¶ cÇu mµu ®á, 6 qu¶ cÇu mµu xanh. Chän ngÉu 
nhiªn 4 qu¶ cÇu. TÝnh x¸c suÊt ®Ó trong bèn qu¶ ®ã cã c¶ qu¶ mµu ®á 
vµ mµu xanh. 

 Gi¶i 
Kh«ng gian mÉu lµ Ω cã sè phÇn tö lµ 4

10C  = 210 (chän 4 qu¶ cÇu tõ cã 4 + 6 = 10 
qu¶ cÇu). 

BiÕn cè A: "4 qu¶ cÇu qu¶ ®ã cã c¶ qu¶ mµu ®á vµ mµu xanh" ®îc m« t¶ bëi tËp 
hîp ΩA, víi: 

ΩA = §1 + §2 + §3, 
trong ®ã: 
 §1 lµ sè bé 4 qu¶ cÇu cã 1 qu¶ cÇu ®á, cã 4. 3

6C  phÇn tö. 

 §2 lµ sè bé 4 qu¶ cÇu cã 2 qu¶ cÇu ®á, cã 2
4C . 2

6C  phÇn tö. 

 §2 lµ sè bé 4 qu¶ cÇu cã 3 qu¶ cÇu ®á, cã 3
4C .6 phÇn tö. 

suy ra, sè phÇn tö cña tËp ΩA lµ: 
4. 3

6C  + 2
4C . 2

6C  + 3
4C .6 = 194 

Khi ®ã: 

P(A) = A| |
| |
Ω
Ω

 = 
194
210

 = 
97

105
. 

§5. c¸c quy t¾c tÝnh x¸c suÊt 

D¹ng to¸n 1: Quan hÖ gi÷a c¸c biÕn cè 
Ph¬ng ph¸p ¸p dông 

Sö dông ®Þnh nghÜa. 

ThÝ dô 1. Chän ngÉu nhiªn mét häc sinh trong trêng PT Newton, gäi: 
A lµ biÕn cè "Häc sinh ®ã häc líp 10". 
B lµ biÕn cè "Häc sinh ®ã häc líp 11". 
C lµ biÕn cè "Häc sinh ®ã häc líp 12". 

Khi ®ã: 
 A∪B lµ biÕn cè "Häc sinh ®ã häc líp 10 hoÆc häc líp 11". 
 A∪B∪C lµ biÕn cè "Häc sinh ®ã häc líp 10 hoÆc häc líp 11 hoÆc häc líp 11" 

hoÆc " Häc sinh ®ã häc ë trêng THPT ViÖt §øc". 
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D¹ng to¸n 2: C¸c phÐp to¸n trªn biÕn cè 
Ph¬ng ph¸p ¸p dông 

a. BiÕn cè hîp: Cho hai biÕn cè A vµ B, biÕn cè C ®îc gäi lµ biÕn cè hîp cña 
hai biÕn cè A vµ B nÕu C x¶y ra khi cã Ýt nhÊt mét trong hai biÕn cè A vµ B 
x¶y ra. KÝ hiÖu C A B= ∪ . 

Nh vËy, nÕu ΩA, ΩB lÇn lît lµ c¸c kÕt qu¶ thuËn lîi cho A vµ B th× ta cã 

C A BΩ = Ω ∪ Ω  lµ tËp hîp c¸c kÕt qu¶ thuËn lîi cho biÕn cè hîp A B∪ . 

Mét c¸ch tæng qu¸t: cho n biÕn cè 1 2 nA ,A ,...,A  biÕn cè hîp cña n biÕn cè 

1 2 nA ,A ,...,A . KÝ hiÖu lµ 1 2 nA A ... A∪ ∪ ∪  x¶y ra khi cã Ýt nhÊt mét trong 

c¸c biÕn cè Ai x¶y ra ( )1 i n≤ ≤ . 

NhËn xÐt nÕu A, A  lµ hai biÕn cè ®èi lËp th× ta cã A AΩ ∪ Ω = Ω . 

b. BiÕn cè giao: Cho hai biÕn cè A vµ B, biÕn cè giao kÝ hiÖu lµ A B∩  hay AB 
x¶y ra khi A, B ®ång thêi x¶y ra. 
Gäi ΩA, ΩB lµ tËp c¸c kÕt qu¶ thuËn lîi cho A vµ B th× ΩA ∩ ΩB lµ tËp c¸c kÕt 
qu¶ thuËn lîi cho biÕn cè giao AB. 

ThÝ dô 1. Hai x¹ thñ ®éc lËp b¾n vµo hai bia. Gäi A1: "X¹ thñ thø nhÊt b¾n tróng 
bia", A2: "X¹ thñ thø hai b¾n tróng bia", X: "Hai x¹ thñ cïng b¾n 
tróng", Y: "Hai x¹ thñ cïng b¾n trît", Z: "Cã bia bÞ tróng ®¹n", K: 
"Cã ®óng mét x¹ thñ b¾n tróng". 

Khi ®ã, ta cã:  

1 2 2 11 2 1 2 1 2X A A ;Z A A ;Y A A ;K A A A A= = ∪ = = ∪  

ThÝ dô 2. Gieo mét con sóc s¾c hai lÇn. Gäi A lµ biÕn cè lÇn thø nhÊt xuÊt hiÖn 
mÆt ch½n chÊm, B lµ biÕn cè lÇn thø hai xuÊt hiÖn mÆt ch½n chÊm, C lµ 
biÕn cè tæng sè chÊm cña hai lÇn gieo lµ mét sè ch½n. H·y biÓu diÔn C 
theo A, B, A,B . 

 Gi¶i 
Ta cã tæng sè chÊm cña 2 lÇn gieo lµ sè ch½n. NÕu hai lÇn gieo cïng xuÊt hiÖn 

mÆt ch½n chÊm hoÆc hai lÇn gieo cïng xuÊt hiÖn mÆt lÎ chÊm.  

Tøc lµ C AB AB= ∪ . 

D¹ng to¸n 3: C¸c quy t¾c tÝnh x¸c suÊt 
Ph¬ng ph¸p ¸p dông 

Sö dông ®Þnh nghÜa cïng c¸c tÝnh chÊt. 

ThÝ dô 1. Mét chiÕc hép cã chÝn thÎ ®¸nh sè tõ 1 ®Õn 9. Rót ngÉu nhiªn hai thÎ 
råi nh©n hai sè ghi trªn hai thÎ víi nhau. TÝnh x¸c suÊt ®Ó kÕt qu¶ 
nhËn ®îc lµ mét sè ch½n. 
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 Gi¶i 
NhËn xÐt r»ng "TÝch cña hai sè a.b lµ mét sè ch½n khi vµ chØ khi mét trong hai sè 

a, b lµ sè ch½n", tõ ®ã ta gäi: 
 A lµ biÕn cè "Rót ®îc hai thÎ ch½n" 
 B lµ biÕn cè "Rót ®îc mét thÎ ch½n vµ mét thÓ lÎ" 
Khi ®ã, biÕn cè "TÝch hai sè ghi trªn hai thÎ lµ mét sè ch½n" lµ A∪B. 
Ta lÇn lît cã: 

P(A) = 
2
4
2
9

C
C

 = 
6

36
, P(B) = 

1 1
4 5

2
9

C .C
C

 = 
20
36

, 

P(A∪B) = P(A) + P(B) = 
6

36
 + 

20
36

 = 
26
36

 = 
13
18

. 

ThÝ dô 2. Mét hép ®ùng 4 viªn bi ®á vµ 5 viªn bi xanh. Chän ngÉu nhiªn 2 viªn 
bi. TÝnh x¸c suÊt ®Ó: 
a. Chän ®îc 2 viªn bi cïng mµu. 
b. Chän ®îc 2 viªn bi kh¸c mµu. 

 Gi¶i 
a. Gäi: 
 A lµ biÕn cè " Chän ®îc 2 viªn bi ®á" 
 B lµ biÕn cè " Chän ®îc 2 viªn bi xanh" 
 C lµ biÕn cè " Chän ®îc 2 viªn bi cïng mµu" 
Khi ®ã: 

C = A∪B vµ c¸c biÕn cè A, B xung kh¾c víi nhau. 
Ta lÇn lît cã: 

P(A) = 
2
4
2
9

C
C

 = 
6

36
, P(B) = 

2
5
2
9

C
C

 = 
10
36

, 

P(A∪B) = P(A) + P(B) = 
6

36
 + 

10
36

 = 
16
36

 = 
4
9

. 

b. BiÕn cè "Chän ®îc 2 viªn bi kh¸c mµu" chÝnh lµ C , tõ ®ã suy ra: 

P( C ) = 1 − P(C) = 1 − 
4
9

 = 
5
9

. 

 NhËn xÐt:  
1. Trong lêi gi¶i trªn v× cã ®îc kÕt qu¶ tõ c©u a) nªn chóng ta nhanh chãng 

nhËn kÕt qu¶ cho c©u b). 
2. Nh vËy, khi bµi to¸n chØ yªu cÇu thùc hiÖn c©u b) chóng ta cã thÓ lùa chän 

mét trong hai c¸ch sau: 
C¸ch 1: Thùc hiÖn nh trong vÝ dô. 
C¸ch 2: Ta cã: 
 Kh«ng gian mÉu lµ Ω cã sè phÇn tö lµ 2

9C  = 36. 

 BiÕn cè C ®îc m« t¶ bëi tËp hîp ΩC cã sè phÇn tö lµ 4.5 = 20. 
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Khi ®ã: 

P(C) = A| |
| |
Ω
Ω

 = 
20
36

 = 
5
9

. 

ThÝ dô 3. Gieo ba ®ång xu c©n ®èi mét c¸ch ®éc lËp. TÝnh x¸c suÊt ®Ó: 
a. C¶ ba ®ång xu ®Òu sÊp. b.  Cã Ýt nhÊt mét ®ång xu sÊp. 
c.   Cã ®óng mét ®ång xu sÊp. 

 Gi¶i 
Gäi: 
 A lµ biÕn cè "§ång xu thø nhÊt hiÖn mÆt sÊp", 
 B lµ biÕn cè "§ång xu thø hai hiÖn mÆt sÊp", 
 C lµ biÕn cè "§ång xu thø ba hiÖn mÆt sÊp", 

ta thÊy ngay A, B, C lµ ba biÕn cè ®äc lËp víi nhau. 
a. Gäi D lµ biÕn cè "C¶ ba ®ång xu ®Òu sÊp", ta cã ngay: 

D = ABC ⇒ P(D) = P(A).P(B).P(C) = 
1
2

.
1
2

.
1
2

 = 
1
8

. 

b. Gäi E lµ biÕn cè "Cã Ýt nhÊt mét ®ång xu sÊp", ta thÊy ngay E lµ biÕn cè ®èi cña 
biÕn cè "C¶ ba ®ång xu ®Òu ngöa" (lµ biÕn cè  A B C ). Suy ra: 

P(E) = 1 − P( A B C ) = 1 − P( A ).P( B ).P( C ) = 1 − 
1
2

.
1
2

.
1
2

 = 
7
8

. 

c. Gäi F lµ biÕn cè "Cã ®óng mét ®ång xu sÊp", ta thÊy ngay: 

F = A B C ∪ A B C ∪ A B C 

⇒ P(F) = P(A B C ) + P( A B C ) + P( A B C) 

= P(A).P( B ).P( C ) + P( A ).P(B).P( C ) + P( A ).P( B ).P(C) 

= 
1
2

.
1
2

.
1
2

 + 
1
2

.
1
2

.
1
2

 + 
1
2

.
1
2

.
1
2

 = 
3
8

. 

§6. biÕn ngÉu nhiªn rêi r¹c 

D¹ng to¸n 4: BiÕn ngÉu nhiªn rêi r¹c − b¶ng ph©n phèi x¸c xuÊt cña 
biÕn ngÉu nhiªn rêi r¹c 

Ph¬ng ph¸p ¸p dông 
Sö dông ®Þnh nghÜa. 

ThÝ dô 1. Mét cuéc ®iÒu tra ®îc tiÕn hµnh nh sau: Chän ngÉu nhiªn mét b¹n häc 
sinh trªn ®êng vµ hái xem gia ®×nh b¹n ®ã cã bao nhiªu ngêi. Gäi X lµ 
sè ngêi trong gia ®×nh b¹n häc sinh ®ã. Hái X cã ph¶i lµ biÕn ngÉu nhiªn 
rêi r¹c kh«ng ? V× sao ? 
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 Gi¶i 
Ta thÊy X lµ biÕn ngÉu nhiªn rêi r¹c, bëi: 

 Gi¸ trÞ cña X lµ mét sè thuéc tËp {1, 2, 3, 4, ...}. 

 Gi¸ trÞ cña X lµ ngÉu nhiªn vµ kh«ng dù ®o¸n tríc ®îc. 

ThÝ dô 2. Sè lçi ®¸nh m¸y trªn mét trang s¸ch lµ mét biÕn ngÉu nhiªn rêi r¹c X 
cã b¶ng ph©n bè x¸c suÊt nh sau: 

X 0 1 2 3 4 5 
P 0,01 0,09 0,3 0,3 0,2 0,1 

TÝnh x¸c suÊt ®Ó: 
a. Trªn trang s¸ch cã nhiÒu nhÊt 4 lçi. 
b. Trªn trang s¸ch cã Ýt nhÊt 2 lçi. 

 Gi¶i 
a. X¸c suÊt ®Ó trªn trang s¸ch cã nhiÒu nhÊt 4 lçi lµ: 

P(X ≤ 4) = P(X = 0) + P(X = 1) + P(X = 2) + P(X = 3) + P(X = 4) 
  = 0,01 + 0,09 + 0,3 + 0,3 + 0,2 = 0,9. 

b. X¸c suÊt ®Ó trªn trang s¸ch cã Ýt nhÊt 2 lçi: 

P(X ≥ 2) = P(X = 2) + P(X = 3) + P(X = 4) + P(X = 5) 
  = 0,3 + 0,3 + 0,2 + 0,1 = 0,9. 

D¹ng to¸n 5: Kú väng, Ph¬ng sai vµ ®é lÖch chuÈn 
Ph¬ng ph¸p ¸p dông 

Sö dông ®Þnh nghÜa. 

ThÝ dô 1. Sè ca cÊp cøu ë mét bÖnh viÖn vµo tèi thø 7 lµ mét biÕn ngÉu nhiªn rêi 
r¹c cã b¶ng ph©n bè x¸c suÊt nh sau: 

X 0 1 2 3 4 5 
P 0,15 0,2 0,3 0,2 0,1 0,05 

BiÕt r»ng, nÕu cã h¬n 2 ca cÊp cøu th× ph¶i t¨ng cêng thªm b¸c sÜ trùc. 
a. TÝnh x¸c suÊt ®Ó ph¶i t¨ng cêng thªm b¸c sÜ trùc vµo tèi thø 7. 
b. TÝnh x¸c suÊt ®Ó cã Ýt nhÊt mét ca cÊp cøu vµo tèi thø 7. 
c. TÝnh k× väng, ph¬ng sai vµ ®é lÖch chuÈn cña biÕn ngÉu nhiªn rêi 

r¹c X. 

 Gi¶i 
a. X¸c suÊt ®Ó ph¶i t¨ng cêng thªm b¸c sÜ trùc vµo tèi thø 7 lµ: 

P = P(X = 3) + P(X = 4) + P(X = 5) = 0,2 + 0,1 + 0,05 = 0,35. 
b. X¸c suÊt ®Ó cã Ýt nhÊt mét ca cÊp cøu vµo tèi thø 7 lµ: 

P = P(X = 1) + P(X = 2) + P(X = 3) + P(X = 4) + P(X = 5) 
 = 0,2 + 0,3 + 0,2 + 0,1 + 0,05 = 0,85. 
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c. Ta lÇn lît cã: 

E(X) = 
n

k k
k 1

x .p
=

∑  = 2,05. 

V(X) = 
n

2
k k

k 1
(x ) .p

=

− µ∑  = 
n

2
k k

k 1
[x E(X)] .p

=

−∑  = 1,85. 

σ(X) = V(X)  = 1,85 . 

 Chó ý: Còng cã thÓ lËp luËn heo c¸ch: 
P = 1 − P(X = 0) = 1 − 0,15 = 0,85. 

ThÝ dô 2. Mét nhãm cã 7 ngêi trong ®ã gåm 4 nam vµ 3 n÷. Chän ngÉu nhiªn 3 
ngêi. Gäi X lµ sè n÷ trong 3 ngêi ®îc chän. 
a. LËp b¶ng ph©n bè x¸c suÊt cña X. 
b. TÝnh E(X) vµ V(X). 

 Gi¶i 
a. X lµ mét biÕn ngÉu nhiªn rêi r¹c nhËn c¸c gi¸ trÞ {0, 1, 2, 3}. 

§Ó lËp b¶ng ph©n bè x¸c suÊt cña X ta cÇn tÝnh: 
P(X = 0),  P(X = 1), P(X = 2), P(X = 3) 

Sè trêng hîp cã thÓ x¶y ra lµ 3
7C  = 35. 

Ta lÇn lît cã: 
 P(X = 0) lµ x¸c suÊt chän kh«ng cã n÷ (cã 3 nam). 

Sè c¸ch chän 3 nam 3
4C  = 4, suy ra P(X = 0) = 

4
35

. 

 P(X = 1) lµ x¸c suÊt chän 1 n÷. 

Sè c¸ch chän lµ 2
4C 1

3C  = 6.3 = 18, suy ra P(X = 1) = 
18
35

. 

 P(X = 2) lµ x¸c suÊt chän 2 n÷. 

Sè c¸ch chän lµ 1
4C 2

3C  = 4.3 = 12, suy ra P(X = 2) = 
12
35

. 

 P(X = 3) lµ x¸c suÊt chän 3 n÷. 

Sè c¸ch chän lµ 3
3C  = 1, suy ra P(X = 3) = 

1
35

. 

Tõ ®ã, ta cã b¶ng ph©n bè x¸c suÊt: 
X 0 1 2 3 

P 
4

35
 

18
35

 
12
35

 
1
35

 

a. Ta lÇn lît cã: 

E(X) = 
n

k k
k 1

x .p
=

∑  = 
9
7

  vµ  V(X) ≈ 0,49. 
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C.  C¸c bµi to¸n chän läc 
 

VÝ dô 1: Cho tËp E = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}. 
a. Cã bao nhiªu sè gåm 7 ch÷ sè ph©n biÖt h×nh thµnh tõ tËp E ? 
b. Cã bao nhiªu sè gåm 7 ch÷ sè ph©n biÖt, h×nh thµnh tõ tËp E, trong 

®ã c¸c ch÷ sè 3, 4, 5 ®øng c¹nh nhau ? 
c. Cã bao nhiªu sè gåm 7 ch÷ sè ph©n biÖt, h×nh thµnh tõ tËp E, b¾t 

®Çu b»ng 123 ? 

 Gi¶i 
a. Mçi sè gåm 7 ch÷ sè ph©n biÖt h×nh thµnh tõ tËp E øng víi chØ mét ho¸n vÞ cña 7 
phÇn tö cña tËp E, vµ ngîc l¹i.  

VËy, sè c¸c sè ph¶i t×m b»ng:  
P7 = 7! = 5040 sè. 

b. XÐt hai trêng hîp: 
Trêng hîp 1: C¸c sè 3, 4, 5 ®øng c¹nh nhau theo thø tù ®ã. 

Gi¶ sö α = (3, 4, 5) lµ bé ba ch÷ sè 3, 4, 5 ®øng c¹nh nhau theo thø tù ®ã. 
Mçi sè gåm 7 ch÷ sè ph©n biÖt, h×nh thµnh tõ tËp E, trong ®ã c¸c ch÷ sè 3, 4, 5 

®øng c¹nh nhau (theo thø tù ®ã) øng víi chØ mét ho¸n vÞ cña 5 phÇn tö cña tËp F = {1, 
2, α, 6, 7}, vµ ngîc l¹i.  

VËy sè c¸c sè ph¶i t×m b»ng:  
P5 = 5! = 120 sè. 

Trêng hîp 2: C¸c sè 3, 4, 5 ®øng c¹nh nhau theo thø tù bÊt kú. 
Ta biÕt r»ng cã 3! c¸ch chän c¸c bé 3 ch÷ sè (3, 4, 5) ®øng c¹nh nhau vµ theo thø 

tù bÊt kú.  
VËy sè c¸c sè ph¶i t×m b»ng:  

3!.P5 = 720 sè. 
c. Mçi sè gåm 7 ch÷ sè ph©n biÖt, h×nh thµnh tõ tËp E, b¾t ®Çu b»ng 123, øng víi 
chØ mét hoµn vÞ cña 4 ch÷ sè (4, 5, 6, 7). 

VËy sè c¸c sè ph¶i t×m b»ng:  
P4 = 4! = 24 sè. 

VÝ dô 2: Cho tËp hîp A = {1, 2, 3,..., n} víi n ∈  ,    n > 1. Hái cã bao nhiªu 
cÆp (x; y) víi x ∈ A, y ∈ A vµ x > y. 

 Gi¶i 
Ta cã thÓ lùa chän mét trong hai c¸ch gi¶i sau: 

C¸ch 1: Ta lÇn lît thùc hiÖn phÐp ®Õm: 
 Víi tËp A ta cã thÓ lËp ®îc n.n = n2 cÆp (x; y). 
 Trong sè cÆp trªn cã n cÆp tho¶ m·n x = y. 
 Sè cÆp tho¶ m·n x > y vµ x < y lµ b»ng nhau. 

Tõ ®ã, suy ra sè cÆp (x; y) tho¶ m·n x > y b»ng 
2n n
2
−

. 
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C¸ch 2: Ta lÇn lît thùc hiÖn phÐp ®Õm: 
 Víi x = n ta sÏ cã n − 1 c¸ch chän y ®Ó x > y. 
 Víi x = n − 1 ta sÏ cã n − 2 c¸ch chän y ®Ó x > y. 

... 
 Víi x = 2 ta sÏ cã 1 c¸ch chän y ®Ó x > y. 
VËy, sè c¸ch chän b»ng: 

(n − 1) + (n − 2) + ... + 1 = 
n(n 1)

2
−

. 

VÝ dô 3: ¤ng X cã 11 ngêi b¹n. ¤ng ta muèn mêi 5 ngêi trong sè hä ®i ch¬i 
xa. Trong 11 ngêi ®ã cã 2 ngêi kh«ng muèn gÆp mÆt nhau. Hái «ng 
X cã bao nhiªu c¸ch mêi ? 

 Gi¶i 
Cã 2 kh¶ n¨ng: 
 ¤ng X chØ mêi 1 trong 2 ngêi ®ã vµ mêi thªm 4 trong sè 9 ngêi cßn l¹i, khi 

®ã ta cã: 
4
9

9! 2.6.7.8.92C 2. 252
4! 5! 24 

= = =  c¸ch. 

 ¤ng X kh«ng mêi ai trong hai ngêi ®ã c¶ mµ chØ mêi 5 trong 9 ngêi b¹n 
kia, khi ®ã ta cã: 

5
9C   =  126 c¸ch. 

VËy, sè c¸ch mêi tÊt c¶ lµ: 
252 + 126 = 378 c¸ch. 

 Chó ý: RÊt nhiÒu em häc sinh khi gi¶i vÝ dô trªn bá quªn mÊt kh¶ n¨ng thø 2. 

VÝ dô 4: Cã bao nhiªu sè gåm 5 ch÷ sè sao cho tæng c¸c ch÷ sè cña mçi sè lµ 1 
sè lÎ.  

 Gi¶i 

XÐt sè cã 5 ch÷ sè α = 1 2 3 4 5α α α α α , ®Ó α cã tæng c¸c ch÷ sè lµ mét sè lÎ, cã hai 
kh¶ n¨ng x¶y ra: 
 NÕu (α1 + α2 + α3 + α4) ch½n th× α5 ∈ {1, 3, 5, 7, 9}. 
 NÕu (α1 + α2 + α3 + α4) lÎ th× α5 ∈ {0, 2, 4, 6, 8}. 
MÆt kh¸c, sè c¸c sè cã 4 ch÷ sè 1 2 3 4α α α α  b»ng 9.10.10.10 = 9.103 vµ mçi sè ®ã 

sinh 5 sè cã 5 ch÷ sè mµ tæng c¸c ch÷ sè lµ mét sè lÎ. 
VËy cã tÊt c¶ 5. 9.103 = 45000 sè. 

VÝ dô 5: Cã  bao nhiªu sè lÎ cã 6 ch÷ sè chia hÕt cho 9 . 

 Gi¶i 
NhËn xÐt r»ng:  
 C¸c sè cã 6 ch÷ sè chia hÕt cho 9 lµ:  

100008, 100017, 100026, 100035,...,999999 
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 C¸c sè lÎ cã 6 ch÷ sè chia hÕt cho 9 lËp thµnh mét cÊp sè céng víi: 
u1 = 100017, un = 999999 vµ d = 18 

Do ®ã:  
100017 + (n − 1).18 = 999999 ⇔ n = 50000. 

VËy, cã 50000 sè lÎ cã 6 ch÷ sè chia hÕt cho 9 . 

VÝ dô 6: Víi c¸c ch÷ sè 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 . 
a. LËp ®îc bao nhiªu sè cã 10 ch÷ sè mµ trong mçi sè, ch÷ sè 5 cã 

mÆt ®óng 4 lÇn, c¸c ch÷ sè kh¸c, mçi ch÷ sè cã mÆt ®óng 1 lÇn ? 
b. LËp ®îc bao nhiªu sè cã 10 ch÷ sè mµ trong mçi sè ch÷ sè 2 cã 

mÆt ®óng 3 lÇn, ch÷ sè 4 cã mÆt ®óng 2 lÇn vµ c¸c ch÷ sè kh¸c, 
mçi ch÷ sè cã mÆt ®óng 1 lÇn ? 

 Gi¶i 
a. Mét trong c¸c sè ph¶i lËp cã d¹ng 5105523456 

Sè c¸c sè cã thÓ cã chÝnh lµ sè ho¸n vÞ 10 ch÷ sè cña sè trªn, víi ch÷ sè 5 ®îc 

lÆp l¹i 4 lÇn 
10!
4!

 

Trong ®ã kÓ c¶ nh÷ng sè cã ch÷ sè 0 ®øng tËn cïng bªn tr¸i d¹ng: 0535125456 
(*) mµ ta ph¶i lo¹i ®i. 

Sè c¸c sè cã d¹ng (*) b»ng sè ho¸n vÞ cña 9 ch÷ sè (kh«ng cã ch÷ sè 0) trong ®ã 

ch÷ sè 5 lÆp l¹i 4 lÇn 
9!
4!

 

Do ®ã: Sè c¸c sè ph¶i t×m lµ: 
10! 9! 10! 9! 9.9!
4! 4! 4! 4!

−
− = =   =  9.9.8.7.6.5  =  136080 sè 

VËy, cã 136080 sè 
b. Mét trong c¸c sè ph¶i t×m cã d¹ng: 3502462142 (*) 

Sè c¸c sè cã thÓ cã b»ng sè ho¸n vÞ cña 10 ch÷ sè cña (*), trong ®ã ch÷ sè 2 lÆp 

l¹i 3 lÇn, ch÷ sè 4 lÆp l¹i 2 lÇn 
10!
3!2!

. 

KÓ c¶ nh÷ng sè cã ch÷ sè 0 ®øng tËn cïng bªn tr¸i, d¹ng 0231425246 (**) mµ ta 
ph¶i bá ®i. 

Sè c¸c sè cã d¹ng (**) b»ng ho¸n vÞ cña 9 ch÷ sè (kh«ng kÓ ch÷ sè 0) trong ®ã 

ch÷ sè 2 lÆp l¹i 3 lÇn, ch÷ sè 4 lÆp l¹i 2 lÇn 
9!

3!2!
. 

Do ®ã, sè c¸c sè ph¶i t×m lµ: 
10! 9! 10! 9! 9.9!
3!2! 3!2! 3!2! 3!2!

−
− = =   =  9.9.8.7.6.5.2  =  272160 sè. 

VËy cã 272160 sè. 

VÝ dô 7: Cã bao nhiªu c¸ch chia n vËt kh¸c nhau thµnh k nhãm mµ nhãm thø 
nhÊt cã n1 vËt, nhãm thø hai cã n2 vËt,..., nhãm thø k cã nk vËt vµ hai 
nhãm bÊt k× kh«ng chøa vËt nµo chung ? 
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 Gi¶i 
Ta cã: 
 Sè c¸ch chän n1 trong n vËt b»ng 1n

nC . 

 Sè vËt cßn l¹i lµ n − n1. Cã 2

1

n
n nC − c¸ch chän n2 vËt trong (n − n1) vËt. 

 Sè vËt cßn l¹i sau lÇn chän thø hai lµ n − n1 − n2. Cã 3

1 2

n
n n nC − −  c¸ch chän n3 vËt 

trong (n − n1 − n2). 
... 

 Sè c¸ch chän nk vËt trong (n − n1 − n2 − ... − nk − 1) vËt b»ng  
k

1 2 k 1

n
n n n ... nC

−− − − − . 

Do ®ã, sè c¸ch chia n vËt thµnh k nhãm n1 vËt, n2 vËt, …, nk vËt ph©n li mµ tæng 
b»ng n lµ: 

31 2 k

1 1 2 1 2 3 k 1

nn n n
n n n n n n n n n n ... nC .C .C ...C

−− − − − − − − −  

1 1 2

1 2 1 2 3 1 2 3

(n n )! (n n n )!n . .
!(n n )! n !(n n n )! n !(n n n n )!1

 !

n

− − −
=

− − − − − −
 

1 2 k 1

3 1 2 3 k 1 k 1 2 k

(n n n ... n )! n!...
n !(n n n n ... n n )! n !n !...n !

−

−

− − − −
=

− − − − − −
 

 = 
1 2 k

n!
n !n !...n !

. 

 Chó ý:  §¸p sè cña vÝ dô trªn chÝnh lµ ho¸n vÞ n vËt trong ®ã cã n1 vËt lÆp l¹i; 
n2 vËt kh¸c lÆp l¹i; ... , nk vËt kh¸c lÆp l¹i: 

n 1 2 k
1 2 k

n!P (n ,n ,...,n )
n !n !...n !

= . 

VÝ dô 8: Gieo 1 con xóc s¾c 6 mÆt k lÇn. 
a. Cã bao nhiªu kÕt qu¶ kh¸c nhau ? 
b. Cã bao nhiªu kÕt qu¶, trong ®ã mÆt 1 ®iÓm kh«ng lÇn nµo xuÊt hiÖn ? 

 Gi¶i 
§Æt E = {1, 2, 3, 4, 5} lµ tËp c¸c sè ®iÓm trªn 6 mÆt xóc s¾c. 

a. Mét kÕt qu¶ cña k lÇn gieo con xóc s¾c øng víi mét bé (α1, α2, ...αk) cã k phÇn tö , 
trong ®ã αi∈E, i = 1,k , αi chØ sè ®iÓm trªn mÆt xóc s¾c ë lÇn gieo thø i. 

VËy, mçi bé (α1, α2, ...αk) lµ phÇn tö cña tÝch §Òc¸c 
k lan

E ... E× ×


 = E(k).  

VËy sè c¸ch ph©n lo¹i b»ng:  
| E(k) | = |E|k = 6k c¸ch. 

b. Mét kÕt qu¶ cña k lÇn gieo con xóc s¾c, trong ®ã mÆt 1 ®iÓm kh«ng lÇn nµo xuÊt 
hiÖn, øng víi mét bé (α1, α2, ...αk) cã k phÇn tö , trong ®ã αi∈E1 = E\{1},  i = 1,k , αi 
chØ sè ®iÓm trªn mÆt xóc s¾c ë lÇn gieo thø i. 
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VËy, mçi bé (α1, α2, ...αk) lµ phÇn tö cña tÝch §Òc¸c 1 1

k lan

E ... E× ×


 = (k)
1E .  

VËy sè c¸ch ph©n lo¹i b»ng:  
| (k)

1E | = |E1|k = 5k c¸ch. 

VÝ dô 9: Sè 210 cã bao nhiªu íc sè. 

 Gi¶i 
Ph©n tÝch 210 ra thõa sè nguyªn tè 210 = 2.3.5.7 
§Æt E = {2, 3, 5, 7}. 
Khi ®ã, tõ E ta x©y dùng ®îc c¸c íc sè cña 210 kh¸c 1 . 
VËy, sè íc sè cña 210 b»ng sè tËp con cña tËp E, vµ b»ng 

24 = 16. 
Tæng qu¸t ho¸: §Ó t×m sè c¸c íc cña sè A, ta thùc hiÖn theo c¸c bíc sau: 

Ph©n tÝch A ra thµnh tÝch thõa sè nguyªn tè: 
A = p1...pk, víi pi ≠ 1, i = 1,k  vµ ®«i mét kh¸c nhau. 

§Æt tËp E = {p1, ..., pk}. 
Khi ®ã, tõ E ta x©y dùng ®îc c¸c íc sè cña A kh¸c 1, do ®ã sè íc sè cña A 

b»ng sè tËp con cña tËp E, vµ b»ng 2k. 

 Chó ý:  B¹n ®äc sÏ th¾c m¾c tËp con ∅ sÏ øng víi íc nµo cña A, c©u tr¶ lêi 
lµ øng víi íc 1. 

VÝ dô 10: Xem ho¸n vÞ cña 3 ch÷ sè 1, 2, 3, 4. TÝnh tæng S cña tÊt c¶ c¸c sè t¹o 
thµnh bëi ho¸n vÞ ®ã. 

 Gi¶i 
§Æt E = {1, 2, 3, 4}. 
Tõ tËp E cã thÓ lËp ®îc: 

4! = 24 sè gåm 4 ch÷ sè kh¸c nhau. 
NhËn xÐt r»ng, c¸c sè 1, 2, 3, 4 xuÊt hiÖn ë c¸c hµng ®¬n vÞ hµng chôc, hµng tr¨m, 

hµng ngµn 6 lÇn, tõ ®ã: 
S  = 103.6.(1 + 2 + 3 + 4) + 102.6.(1 + 2 + 3 + 4) +  

 + 10.6.(1 + 2 + 3 + 4) + 6.(1 + 2 + 3 + 4) 
 = 66660. 

VÝ dô 11: Rót gän biÓu thøc 1 2 3 4 5
1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 1 2 3 4 5S P A P A P A P A P A P P P P P= + + + + − . 

 Gi¶i 
Ta cã:     

S =  
2! 3! 4! 5! 6!1! 2! 3! 4! 5! 1!2!3!4!5!
1! 1! 1! 1! 1!

+ + + + −  

 =  1!2!  +  2!3!  +  3!4!  +  4!5!  +  5!6!  −  1!2!3!4!5! 
 =  2  +  12  +  144  +  2880  +  86400  −  34560 =  54878. 
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VÝ dô 12: Rót gän biÓu thøc: 

a.   n 1
2
n

Pn!A
(n 3)!A (n 2)!

+= −
− +

. b.   B = 1
nC  + 2

2
n
1
n

C
C

 + ... + n
n
n

n 1
n

C
C − . 

 Gi¶i 
a. Ta lÇn lît cã: 

2
n

n! n! n!(n 2)! n 2n!(n 3)!A (n 3)!n!(n 3)!
(n 2)!

−
= = = −

− −−
−

 

n 1P (n 1)! 1
(n 2)! (n 2)! n 2

+ +
= =

+ + +
 

Khi ®ã: 

 
21 (n 2)(n 2) 1 n 5A (n 2)

(n 2) n 2 n 2
− + − −

= − − = =
+ + +

. 

b. Ta lÇn lît cã: 

1
nC  = n,  2

2
n
1
n

C
C

 = 2.

n!
2!.(n 2)!

n!
1!.(n 1)!

−

−

 = n − 1, ..., n
n
n

n 1
n

C
C −  = 

1
n!

(n 1)!.1!−

 = 1, 

suy ra: 

B = 1
nC  + 2

2
n
1
n

C
C

 + ... + n
n
n

n 1
n

C
C −  = n + (n − 1) + ... + 1 = 

n(n 1)
2
+

. 

 NhËn xÐt: Nh vËy, trong lêi gi¶i cña vÝ dô trªn ®Ó gi¶m thiÓu ®é phøc t¹p 
cña biÓu thøc cÇn biÕn ®æi chóng ta ®· lùa chän viÖc biÕn ®æi tõng 
phÇn. 

VÝ dô 13: Chøng minh r»ng: 
n n n n n 1
n n 1 n 2 n k n k 1C C C ... C C +

+ + + + ++ + + + = .   (*) 

 Gi¶i 
Tríc hÕt, ta nhí r»ng: 

1 + 2 + … + n = 
n(n 1)

2
+

. 

Víi k = 1, ®¼ng thøc (*) cã d¹ng: 
n n n 1
n n 1 n 2C C C +

+ ++ =   ⇔ 1 + 
(n 1)!

n!.(n 1 n)!
+
+ −

 = 
(n 2)!

(n 1)!.(n 2 n 1)!
+

+ + − −
 

⇔ 1 + n + 1 = n + 2, lu«n ®óng. 
VËy, ®¼ng thøc ®óng víi n = 1. 
Gi¶ sö ®¼ng thøc ®óng víi k = m, tøc lµ ta cã: 

n n n n n 1
n n 1 n 2 n m n m 1C C C ... C C +

+ + + + ++ + + + =      (1) 
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ta cÇn ®i chøng minh nã còng ®óng víi k = m + 1, tøc lµ cÇn chøng minh: 
n n n n n n 1
n n 1 n 2 n m n m 1 n m 2C C C ... C C C +

+ + + + + + ++ + + + + = . 
ThËt vËy, víi kÕt qu¶ tõ (1), ta ®îc: 

VT = n 1 n
n m 1 n m 1C C+

+ + + ++  = n 1
n m 2C +

+ +  = VP, ®pcm. 

(§HQG Khèi D 99): Chøng minh r»ng víi k, n ∈ N, 2 ≤ k ≤ n lu«n cã:k(k − 1) k
nC  = 

n(n − 1) k 2
n 2C −

− . 
Ta cã:  

VP =  n(n − 1) k 2
n 2C −

−  = n(n − 1).
(n 2)!

(k 2)!.(n k)!
−

− −
  

 = 
n!.k.(k 1)

k.(k 1).(k 2)!.(n k)!
−

− − −
 =  k(k − 1).

n!
k!.(n k)!−

 =  k(k − 1) k
nC . 

VÝ dô 14: (§HQG TPHCM Khèi D 97): Chøng minh r»ng víi k, n ∈ N, 4 ≤ k ≤ n 
ta cã: 

k
nC  + 4 k 1

nC −  + 6 k 2
nC −  + 4 k 3

nC −  + k 4
nC −  = k

n 4C + . 

 Gi¶i 

¸p dông c«ng thøc biÕn ®æi:  
r
nC  = r

n 1C −  + r 1
n 1C −

− , , víi 0 ≤ r ≤ n. 
Ta cã: 

VT = k
nC  + k 1

nC −  + 3( k 1
nC −  + k 2

nC − ) + 3( k 2
nC −  + k 3

nC − ) + k 3
nC −  + k 4

nC −  

 = k
n 1C +  + 3 k 1

n 1C −
+  + 3 k 2

n 1C −
+  + k 3

n 1C −
+  

 = k
n 1C +  + k 1

n 1C −
+  + 2( k 1

n 1C −
+  + k 2

n 1C −
+ ) + k 2

n 1C −
+  + k 3

n 1C −
+  

 = k
n 2C +  + 2 k 1

n 2C −
+  + k 2

n 2C −
+  = k

n 2C +  + k 1
n 2C −

+  + k 1
n 2C −

+  + k 2
n 2C −

+  

 = k
n 3C +  + k 1

n 3C −
+  = k

n 4C +  , ®pcm. 

VÝ dô 15: Chøng minh ®¼ng thøc: 
k k 1 k 2 k 3 k 2 k 3
n n n n n 2 n 32C 5C 4C C C C+ + + + +

+ ++ + + = + . 

 Gi¶i 
Ta lÇn lît cã: 

( ) ( )k k 1 k 2 k k 1 k 1 k 2
n n n n n n nC 2C C C C C C+ + + + ++ + = + + +  

 k 1 k 2 k 2
n 1 n 1 n 2C C C+ + +

+ + += + = .    (1) 
k k 1 k 2 k 3
n n n nC 3C 3C C+ + ++ + + =  

( ) ( ) ( )k k 1 k 1 k 2 k 2 k 3
n n n n n nC C 2 C C C C+ + + + += + + + + +  

= k 1 k 2 k 3
n 1 n 1 n 1C 2C C+ + +

+ + ++ + k 2 k 3 k 3
n 2 n 2 n 3C C C+ + +

+ + += + = .   (2) 

Céng (1) vµ (2) vÕ theo vÕ, ta cã ®¼ng thøc ph¶i chøng minh. 
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VÝ dô 16: Chøng minh r»ng p 1 p 1 p 1 p 1 p 1 p
m 1 m 2 m 3 p p 1 mC C C ... C C C− − − − −

− − − −+ + + + + = . 

 Gi¶i 

¸p dông c«ng thøc:  
k k 1 k
n n n 1C C C−

++ =  
Ta cã: 

p 1 p p
m 1 m 1 mC C C−

− −= =   
p 1 p p
m 2 m 2 m 1C C C−

− − −+ =  
.................................. 

p 1 p p
m 1 m 3 m 2C C C−

− − −+ =  
p 1 p 3 p
p p p 1C C C− −

++ =  

Céng c¸c ®¼ng thøc trªn vÕ theo vÕ, ta cã: 
p 1 p 1 p 1 p 1 p p
m 1 m 2 m 3 p p mC C C ... C C C− − − −

− − −+ + + + + = .    (*) 

V×  p p 1
p p 1C 1 C −

−= =  thay vµo (*), ta cã ®¼ng thøc ph¶i chøng minh. 

VÝ dô 17: (§HQG Khèi A 2000): Chøng minh r»ng: 
k
2001C  + k 1

2001C +  ≤ 1000
2001C  + 1001

2001C  víi 0 ≤ k ≤ 1000, k ∈ N. 

 Gi¶i 
BiÕn ®æi bÊt ®¼ng thøc vÒ d¹ng: 

k 1
2002C +  ≤ 1001

2002C . 

Ta xÐt d·y sè:  

uk = k 1
2002C +  víi 0 ≤ k ≤ 1000, k ∈ N. 

Ta ®i chøng minh d·y {uk} ®¬n ®iÖu t¨ng, thËt vËy: 

uk + 1 > uk = k 2
2002C +  > k 1

2002C +  

⇔ 
2002!

(k 2)!.(2000 k)!+ −
 > 

2002!
(k 1)!.(2000 k 1)!+ − +

 

⇔ 
1

k 2+
 > 

1
2001 k−

⇔ 1999 > 2k ⇔ k ≤ 999 

⇒ uk ≤ u999 ⇔ k 1
2002C +  ≤ 1000

2002C  < 1001
2002C   

⇔ k 1
2002C +  ≤ 1001

2002C , ®pcm. 

VÝ dô 18: Cho d·y (Sm), m ∈ N vµ m ≥ 4, x¸c ®Þnh nh sau: 

S4  =  1;  

Sm + 1 = Sm + 1(m − 2) + 2(m − 3) + 3(m − 4) + ... + (m − 2).1  

Chøng minh r»ng 4
m mS C= . 
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 Gi¶i 
Theo gi¶ thiÕt:  

S4 = 1 = 4
4C . 

TiÕp theo, ta biÕn ®æi biÓu thøc: 
A = 1(m − 2) = 2(m − 3) + 3(m − 4) + ...  + (m − 2).1 

  = 1[(m − 1) − 1] + 2[(m − 1) − 2] + 3[(m − 1) − 3] + ...   
+ (m − 2)[(m − 1) − (m − 2)] 

  = (m − 1) + 2(m − 1) + 3(m − 1) + ... + (m − 2)(m − 1) − 
 − [1 + 4 + 9 + ... + (m − 2)2)] 

  =  (m − 1)[1 + 2 + 3 + ... + (m − 2)] − 
− [12  +  22  +  32 + ... + (m − 2)2] 

  = 
(m 1)(m 2)(m 1)

2
− − − − (m 2)(m 1)(2m 3)

6
− − −

  = 3
m

m(m 1)(m 2) C
6

− −
= . 

Do ®ã, ta cã Sm + 1 = Sm + 3
mC , suy ra: 

Sm = Sm − 1 + 3
m 1C −  = 3

m 1C −  + 3
m 2C −  + … + 3

3C . 
Tõ ®ã, bµi to¸n ®îc chuyÓn vÒ viÖc chøng minh r»ng: 

3
m 1C −  + 3

m 2C −  + … + 3
3C  = 4

4C .      (1) 
§¼ng thøc (1) ®îc chøng minh b»ng ph¬ng ph¸p qui n¹p to¸n häc. 

 Chó ý: Trong lêi gi¶i cña bµi trªn, chóng ta ®· sö dông c¸c kÕt qu¶: 
n(n 1)1 2 3 ... n

2
+

+ + + + =  

2 2 2 2 n(n 1)(2n 1)1 2 3 ... n
6

+ +
+ + + + =  

VÝ dô 19: Chøng minh r»ng víi 0 ≤ k ≤ n vµ k, n ∈ Z lu«n cã:  
n
2n kC + . n

2n kC −  ≤ ( n
2nC )2. 

 Gi¶i 

Cè ®Þnh n, ta xÐt d·y sè:  

uk = n
2n kC + . n

2n kC −  víi 0 ≤ k ∈ Z,  

khi ®ã, bÊt ®¼ng thøc ®îc biÓu diÔn díi d¹ng: 

uk ≤ u0 víi 0 ≤ k ∈ Z. 

Ta ®i chøng minh d·y {uk} ®¬n ®iÖu gi¶m, thËt vËy: 

uk + 1 < uk ⇔ 
(2n k 1)! (2n k 1)!.

n!.(n k 1)! n!.(n k 1)!
+ + − −
+ + − −

 < 
(2n k)! (2n k)!.

n!.(n k)! n!.(n k)!
+ −
+ −

 

⇔ 2n k 1
n k 1

+ +
+ +

 < 
2n k
n k

−
−

 ⇔ n + 2nk > 0 lu«n ®óng. 
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Suy ra: 
uk ≤ u0 víi 0 ≤ k ∈ Z ⇔ n

2n kC + . n
2n kC −  ≤ ( n

2nC )2, ®pcm. 

VÝ dô 20: T×m n ∈ N sao cho: 

a.   Pn + 5  =  15 Ak
n + 1.Pn + 4 − k.  b.   

4
n 4A

(n 2)
15

  
 ! (n-1) !

+ <
+

. 

 Gi¶i 
a. §iÒu kiÖn: 

n 1 k
0 n 4 k N

+ ≥
 ≤ + − ∈

 ⇔ n + 1 ≥ k ∈ N.     (*) 

BiÕn ®æi ph¬ng tr×nh vÒ d¹ng: 

(n + 5)! = 
(n 4)!15

(n 4 k)!
+

+ −
(n + 4 − k)! ⇔ (n + 5)! = 15(n + 4)!  

⇔ n + 5 = 15 ⇔ n  = 10. 
VËy, víi n = 10 tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

b. Ta cã: 
4
n 4A +   = (n + 4)(n + 3)(n + 2)(n + 1) 

(n + 2) !  =  (n − 1)! n(n + 1)(n + 2) 
suy ra: 

4
n 4A (n 1)(n 2)(n 3)(n 4) (n 3)(n 4)

(n 2) (n 1) (n 1) !  ! n(n 1)(n 2)  ! n
+ + + + + + +

= =
+ − + + −

 

Khi ®ã, bÊt ph¬ng tr×nh ®îc biÕn ®æi vÒ d¹ng: 
(n 3)(n 4) 15

(n 1) (n 1) !.n  !

+ +
<

− −
 ⇔ (n + 3)(n + 4) < 15n  

⇔ n2 − 8n + 12 < 0 ⇔ 2 < n < 6 
n N∈

⇔  

n 3
n 4
n 5

=
 =
 =

. 

VËy, ta t×m ®îc n = 3, n = 4 vµ n = 5. 

VÝ dô 21: (§HBK HA N«i − 2000): Gi¶i bÊt ph¬ng tr×nh 
1
2

2
2xA  − 2

xA ≤ 6
x

3
xC  + 10. 

 Gi¶i 
§iÒu kiÖn 3 ≤ x ∈ N.       (*) 
BiÕn ®æi bÊt ph¬ng tr×nh vÒ d¹ng: 

1
2

.
(2x)!

(2x 2)!−
 − x!

(x 2)!−
 ≤ 

6
x

.
x!

3!.(x 3)!−
 + 10 

⇔  
1
2

.(2x − 1).2x − (x − 1).x≤ 6
x

.
(x 2)(x 1)x

3!
− −

 + 10 
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⇔ (2x − 1)x − (x − 1)x ≤ (x − 2)(x − 1)  + 10  

⇔ 3x − 12 ≤ 0 ⇔ x ≤ 4 
(*)

⇔ 3 ≤ x ≤ 4 
x N∈

⇔  
x 3
x 4

=
 =

.  

VËy, nghiÖm cña bÊt ph¬ng tr×nh lµ x = 3 vµ x = 4. 

VÝ dô 22: (C§SP TPHCM 99). T×m k ∈ N biÕt r»ng k
14C  + k 2

14C +  = 2 k 1
14C + . 

 Gi¶i 
§iÒu kiÖn k ≤ 12.        (*) 
BiÕn ®æi ph¬ng tr×nh vÒ d¹ng: 

14!
k!.(14 k)!−

 + 
14!

(k 2)!.(12 k)!+ −
 = 

2.14!
(k 1)!.(13 k)!+ −

 

⇔ 
1

(14 k)(13 k)− −
 + 

1
(k 2)(k 1)+ +

 = 
2

(k 1)(13 k)+ −
 

⇔ k2 − 12k + 32 = 0 ⇔ 
k 4
k 8

=
 =

, tho¶ m·n ®iÒu kiÖn (*). 

VËy, víi k = 4 vµ k = 8 tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

VÝ dô 23: (§HNN HN − 99) T×m c¸c sè x nguyªn d¬ng tho¶ m·n ph¬ng tr×nh: 
1
xC  + 6 2

xC  + 6 3
xC  = 9x2 − 14x. 

 Gi¶i 
§iÒu kiÖn 3 ≤ x ∈ N.       (*) 
BiÕn ®æi vÕ tr¸i cña ph¬ng tr×nh vÒ d¹ng: 

VT = 
x!

(x 1)!−
 + 

6x!
2!.(x 2)!−

 + 
6x!

3!.(x 3)!−
 

 = x + 3x(x − 1) + x(x − 1)(x − 2) = x3. 
Khi ®ã, ph¬ng tr×nh ®îc biÕn ®æi vÒ d¹ng: 

x3 = 9x2 − 14x ⇔ x3 − 9x2 + 14x = 0 
(*)

⇔  x = 7. 
VËy, ph¬ng tr×nh cã nghiÖm x = 7. 

VÝ dô 24: Gi¶i ph¬ng tr×nh 
y 1
x 1 x y

x 1

A .P
P

+
+ −

−

 = 72. 

 Gi¶i 
§iÒu kiÖn: 

y 1 x 1
x y N
x 1 N+

 + ≤ +
 − ∈
 − ∈

 ⇔ y ≤ x vµ x, y ∈ N.     (*) 
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BiÕn ®æi ph¬ng tr×nh vÒ d¹ng: 

(x 1)! .(x y)!
(x y)!

(x 1)!

+
−

−
−

 = 72 ⇔ (x + 1)x = 72 ⇔ x2 + x − 72 = 0 
(*)

⇔  x = 8. 

VËy, ph¬ng tr×nh cã nghiÖm x = 8 vµ 7 ≥ y ∈ N. 

VÝ dô 25: T×m x vµ y, biÕt ( )y y 1 y 1 y 1
x 1 x 1 x xA yA : A : C 10 : 2 :1− − −

− −+ = . 

 Gi¶i 

§iÒu kiÖn 3 ≤ n ∈ N.       (*) 

BiÕn ®æi hÖ thøc vÒ d¹ng hÖ ph¬ng tr×nh: 

( )y y 1 y 1
x 1 x 1 x

y 1 y 1
x x

A yA : A 10 : 2

A : C 2 :1

− −
− −

− −

 + =


=
⇔  

(x 1)! y(x 1)! x!: 5
(x 1 y)! (x y)! (x 1 y)!

x! x!: 2
(x 1 y)! (x y 1)!

 − −
+ = − − − + − 


 = + − − +

 

⇔ 
(x 1)!(x y) y(x 1)! (x y 1)!. 5

(x y)! x!
(y 1)! 2

− − + − − + = −
 − =

 

⇔ 
(x 1)!(x y y)(x y 1) 5

x!
y 3

− − + − + =

 =

 ⇔ 
x y 1 5
y 3

− + =
 =

 ⇔ 
x 7
y 3

=
 =

. 

VËy, hÖ ph¬ng tr×nh cã nghiÖm x = 7 vµ y = 3. 

VÝ dô 26: T×m sè nghiÖm nguyªn d¬ng cña ph¬ng tr×nh:  
x1 + x2 + ... + xn = m  

trong ®ã m lµ 1 sè nguyªn d¬ng cho tríc. 

 Gi¶i 
Gäi Sn(m) lµ sè nghiÖm nguyªn d¬ng cña ph¬ng tr×nh ®· cho. 
Ta lÇn lît tÝnh S1(m), S2(m), S3(m),...,Sn(m). 
 S1(m) lµ sè nghiÖm nguyªn d¬ng cña ph¬ng tr×nh: 

x1 = m 
ph¬ng tr×nh cã 1 nghiÖm nguyªn d¬ng duy nhÊt, do ®ã: 

S1(m)  = 1 = 0
m 1C − . 

 S2(m) lµ sè nghiÖm nguyªn d¬ng cña ph¬ng tr×nh: 
x1 + x2  =  m 

V× x1 cã thÓ lÇn lît c¸c gi¸ trÞ 1, 2, 3, ..., m − 1 nªn ph¬ng tr×nh cã c¸c nghiÖm sau: 
(1, m − 1), (2, m − 2), (3, m − 3), ..., (m − 1, 1),  
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cã tÊt c¶ (m − 1) nghiÖm nguyªn d¬ng, do ®ã: 
1

2 m 1S (m) m 1 C −= − =  

 S3(m) lµ sè nghiÖm nguyªn d¬ng cña ph¬ng tr×nh: 
x1  +  x2  +  x3  =  m.       (*) 

Víi x1  =  1, ta cã: 
x2  +  x3  =  m − 1       (1) 

Theo trªn, sè nghiÖm nguyªn d¬ng cña ph¬ng tr×nh (1) b»ng: 
S2(m − 1) = m − 2 

Víi x1  =  2, ta cã: 
x2 + x3 = m − 2        (2) 

Sè nghiÖm nguyªn d¬ng cña (2) b»ng: 
S2(m − 2) = m − 3 

… 
Víi x1  =  m − 2, ta cã: 

x2  +  x3  =  2 
ta ®îc S2(2) = 1. 
Do ®ã, sè nghiÖm nguyªn d¬ng cña (*) b»ng 

S3(m) = S2(m − 1) + S2(m − 2) + ... + S2(2) 
2
m 1

(m 1)(m 2)(m 2) 9m 3) ... 1 C
2 −

− −
= − + − + + = = . 

Tõ ®ã, ta gi¶ sö sè nghiÖm nguyªn d¬ng cña ph¬ng tr×nh: 
x1 + x2 +... + xk = m 

lµ Sk(m)  =  k 1
m 1C −

− . 

Ta chøng minh sè nghiÖm nguyªn d¬ng cña ph¬ng tr×nh: 
x1 + x2 + ... + xk + 1 = m 

lµ k
k 1 m 1S (m) C+ −=  − BËn ®äc tù chøng minh. 

VÝ dô 27: Rót gän c¸c biÓu thøc sau: 
a. A  =  n 0 n 2 2 n 4 4

n n n2 C 2 C 2 C ...− −+ + +  

b. B  =  n 1 1 n 3 3 n 5 5
n n n2 C 2 C 2 C ...− − −+ + +  

 Gi¶i 
Ta cã: 

n 0 n n 1 n 1 n 1 2 n 2 n 2 3 n 3 n 3 4 n 4 n 4
n n n n n(2x 1) C x 2 C x 2 C x 2 C x 2 C x 2 ...− − − − − − − −+ = + + + + + (1) 

n 0 n n 1 n 1 n 1 2 n 2 n 2 3 n 3 n 3 4 n 4 n 4
n n n n n(2x 1) C x 2 C x 2 C x 2 C x 2 C x 2 ...− − − − − − − −− = − + − + − (2) 

Thay x = 1 vµo (1), ta ®îc: 
n n 0 n 1 1 n 2 2 n 3 3 n 4 4

n n n n n3 2 C 2 C 2 C 2 C 2 C ...− − − −= + + + + +  ⇔  A + B = 3n  (3) 

Thay x = 1 vµo (2), ta ®îc: 
n 0 n 1 1 n 2 2 n 3 3 n 4 4

n n n n n1 2 C 2 C 2 C 2 C 2 C ...− − − −= − + − + −  ⇔ A − B = 1.  (4) 
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Gi¶i hÖ ph¬ng tr×nh t¹o bëi (3) vµ (4), ta ®îc:  

n

n

1A (3 1)
2
1B (3 1)
2

 = +

 = −


. 

VÝ dô 28: Víi n lµ sè nguyªn d¬ng, chøng minh r»ng: 

3n[ 0
nC  − 1

3
1
nC  + 2

1
3

2
nC  + ... + ( − 1)n n

1
3

n
nC ] = 2n. 

 Gi¶i 

Víi mäi x, vµ víi n lµ sè nguyªn d¬ng ta cã: 

(1 − x)n = 0
nC  − 1

nC x + ... + ( − 1)k
k
nC xk + ... + ( − 1)n

n
nC xn.  (1) 

Thay x = 
1
3

 vµo (1), ta ®îc: 

n11
3

 − 
 

 = 0
nC  − 1

3
1
nC  + 2

1
3

2
nC  + ... + ( − 1)n n

1
3

n
nC  

⇔ 
n

n

2
3

 = 0
nC  − 1

3
1
nC  + 2

1
3

2
nC  + ... + ( − 1)n n

1
3

n
nC  

⇔ 2n = 3n[ 0
nC  − 1

3
1
nC  + 2

1
3

2
nC  + ... + ( − 1)n n

1
3

n
nC ], ®pcm. 

VÝ dô 29: Chøng minh c¸c ®¼ng thøc sau: 

a. 0 1 2 2 n n n
n n n nC 6C 6 C ... 6 C 7+ + + + = . 

b. 17 0 1 16 1 17 17 17
17 17 173 C 4 3 C ... 4 C 7+ + + = . 

 Gi¶i 

a. Ta cã: 
n 0 1 2 2 3 3 n n

n n n n n(1 x) C C x C x C x ... C x+ = + + + + + .    (1) 

Thay x = 6 vµo (1), ta ®îc: 
0 1 2 2 3 3 n n n
n n n n nC 6C 6 C 6 C ... 6 C 7+ + + + + = , ®pcm. 

b. Ta cã: 
17 0 17 1 16 1 17 17

17 17 17(3x 4) C (3x) C (3x) .4 ... C 4+ = + + + .   (2) 

Thay x = 1 vµo (2), ta ®îc: 
17 0 1 16 1 17 17 17

17 17 173 C 4 3 C ... 4 C 7+ + + = , ®pcm. 
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VÝ dô 30: Víi n lµ sè nguyªn d¬ng, chøng minh r»ng: 
4n

0
nC  − 4n − 1

1
nC  + 4n − 2

2
nC  + ... + ( − 1) n. n

nC  =  

 = 0
nC  + 2 1

nC  + 22
2
nC  + ... + 2n

n
nC . 

 Gi¶i 
a. Víi mäi x, vµ víi n lµ sè nguyªn d¬ng ta cã: 

 (4 − x)n = 0
nC 4n − 1

nC 4n − 1.x + 2
nC 4n − 2.x2 + ... + (− 1) n. n

nC xn.  (1) 
Thay x = 1 vµo (1), ta ®îc: 

3n = 4n
0
nC  − 4n − 1

1
nC  + 4n − 2

2
nC  + ... + ( − 1) n. n

nC .   (2) 
b. Víi mäi x, vµ víi n lµ sè nguyªn d¬ng ta cã: 

 (1 + x)n = 0
nC  + 1

nC x + ... + n
nC xn.     (3) 

Thay x = 2 vµo (3), ta ®îc: 
3n = 0

nC  + 2 1
nC  + 22

2
nC  + ... + 2n

n
nC .     (4) 

Tõ (2) vµ (4), suy ra ®iÒu cÇn chøng minh. 

VÝ dô 31: Chøng minh r»ng víi c¸c sè m, n, p nguyªn, d¬ng sao cho p ≤ n vµ p ≤ 
m ta cã: 

p
n mC +  = 0

nC p
mC  + 1

nC p 1
mC −  + ... + p 1

nC − 1
mC  + p

nC 0
mC . 

 Gi¶i 
Víi mäi x, vµ víi n, m lµ sè nguyªn d¬ng ta cã: 

(1 + x)n + m = (1 + x)n. (1 + x)m .      (1) 

MÆt kh¸c: 

• (1 + x)n + m = 
n m

p p
n m

p 0
C x

+

+
=

∑ .      (2) 

• (1 + x)n.(1 + x)m = 
n

k k
n

k 0
C x

=
∑ .

m
k k
m

k 0
C x

=
∑  = 

pn m
k p k p
n m

p 0 k 0
[( C .C )x ]

+
−

= =
∑ ∑ .  (3) 

Do (1) nªn c¸c hÖ sè cña xp, p = 0,n m+  trong c¸c khai triÓn (2) vµ (3) b»ng 
nhau. VËy, ta ®îc: 

p
n mC +  = 

p
k p k
n m

k 0
C .C −

=
∑ , ®pcm. 

 NhËn xÐt quan träng :  
1. Víi p = n = m, ta ®îc:  

( 0
nC )2 + ( 1

nC )2 + ... + ( n
nC )2 = n

2nC .  

2. Víi p = r, N = n + m, ta ®îc:  
r
NC  = 0

N mC −
r
mC  + 1

N mC −
r 1
mC −  + ... + r 1

N mC −
−

1
mC  + r

N mC −
0
mC . 
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3. B¹n ®äc h·y lÊy ý têng trong vÝ dô trªn ¸p dông víi khai triÓn (1 − x)n + m, tõ ®ã 
chøng minh r»ng: 

( 0
2nC )2 − ( 1

2nC )2 + ... + ( 2n
2nC )2 = ( − 1)n

n
2nC . 

VÝ dô 32: Víi n lµ sè nguyªn, d¬ng vµ lín h¬n 1, chøng minh r»ng: 

2 < 
n11

n
 + 
 

 < 3. 

 Gi¶i 

Víi mäi x, vµ víi n lµ sè nguyªn d¬ng ta cã (1 + x)n = 
n

k k
n

k 0
C x

=
∑ .   (1) 

Thay x = 
1
n

 vµo (1), ta ®îc 
n11

n
 + 
 

 = 
kn
n
k

k 0

C
n=

∑ . 

Ta lÇn lît cã c¸c ®¸nh gi¸ sau: 
 Ta cã: 

n11
n

 + 
 

 > 
k1
n
k

k 0

C
n=

∑  = 0
nC  + 

1
nC

n
 = 1 + 1 = 2.   (2) 

 Ta cã nhËn xÐt sau víi k ≥ 2: 
k
n
k

C
n

 = k

n!
n .k!.(n k)!−

≤ 1
k!

≤ 1
(k 1)k−

 = 
1

k 1−
 − 1

k
. 

¸p dông víi k = 2,n , ta nhËn ®îc: 
2
n
2

C
n

 ≤ 1 − 1
2

, 
3
n
3

C
n

 ≤ 
1
2

 − 1
3

, ...,  
n
n
n

C
n

 < 
1

n 1−
 − 1

n
, 

suy ra: 
n11

n
 + 
 

 = 0
nC  + 

1
nC

n
 + 

kn
n
k

k 2

C
n=

∑  < 2 + 1 − 1
n

 < 3.  (3) 

Tõ (1) vµ (3) suy ra ®iÒu cÇn chøng minh. 
VÝ dô 33: (§H LuËt HN − 2004): Mét ®Ò thi cã 5 c©u ®îc chän ra tõ mét ng©n 

hµng c©u hái cã s½n gåm 100 cÇu, mét häc sinh häc thuéc 80 c©u. T×m x¸c 
suÊt ®Ó häc sinh ®ã rót ngÉu nhiªn ®îc mét ®Ò thi cã 4 c©u ®· häc thuéc?  

 Gi¶i 
Gäi A lµ biÕn cè "Rót ®îc ®Ò thi cã 4 c©u ®· häc thuéc", ta lÇn lît cã: 
  V× ng©n hµng c©u hái cã 100 c©u vµ mçi ®Ò thi cã 5 c©u nªn  cã 5

100C  c¸ch lËp 

c¸c ®Ò thi, tøc lµ 5
100C .Ω =  

  Häc sinh ®· häc thuéc 80 c©u suy ra cã 4
80C  kh¶ n¨ng chän ra 4 c©u ®· häc 

thuéc, tøc lµ 4 1
A 80 20C .C .Ω =  

Do vËy ( )
4 1

A 8 20
5
100

C .CP A .
C

Ω
= =

Ω
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VÝ dô 34: (§H N«ng nghiÖp I − 2003): Mét tæ gåm 9 häc sinh nam vµ 3 häc sinh n÷. 
a. CÇn chän mét nhãm 4 ngêi lµm trùc nhËt. Hái cã bao nhiªu c¸ch 

chän kh¸c nhau. 
b. TÝnh x¸c suÊt ®Ó chän 4 ngêi ngÉu nhiªn th× ta ®îc nhãm cã 

®óng 1 häc sinh n÷. 
c. CÇn chia tæ ®ã thµnh 3 nhãm, mçi nhãm 4 ngêi ®Ó ®i lµm 3 c«ng 

viÖc kh¸c nhau. Hái cã bao nhiªu c¸ch chia kh¸c nhau? TÝnh x¸c 
suÊt ®Ó mçi nhãm ®i lµm viÖc th× cã ®óng 1 n÷. 

 Gi¶i 
a. V× tæ cã 12 ngêi nªn sè c¸ch chän 4 ngêi b»ng sè c¸c tæ hîp chËp 4 cña 12, tøc 
lµ cã 4

12C 495= (c¸ch chän). 
b. Ta cã:  
  1

3C 3=  c¸ch chän 1 n÷. 

  3
9C 84=  c¸ch chän 3 nam. 

Do ®ã, cã 1 3
3 9C .C 252=  c¸ch chän 1 n÷ vµ 3 nam. 

VËy, x¸c suÊt ®Ó chän ngÉu nhiªn mét nhãm 4 ngêi trong ®ã cã 3 nam vµ 1 n÷ lµ: 
252 28
495 55

=  

c. Ta cã:  
  Cã 4

12C  c¸ch chän 4 ngêi lµm c«ng viÖc thø nhÊt. 

  Cã 4
8C  c¸ch chän 4 ngêi lµm c«ng viÖc thø hai. 

  Cã 4
4C  c¸ch chän 4 ngêi lµm c«ng viÖc thø ba. 

Do ®ã, cã 4 4 4
12 8 4C .C .C 34650=  c¸ch chia tæ hîp thµnh 3 nhãm ®i lµm 3 c«ng 

viÖc kh¸c nhau. 
  Víi c«ng viÖc thø nhÊt ta cã 3 1

9 3C .C  c¸ch chän 3 nam vµ 1 n÷. 

  Víi c«ng viÖc thø hai ta cã 3 1
6 2C .C  c¸ch chän 3 nam vµ 1 n÷. 

  Víi c«ng viÖc thø ba ta cã 3 1
3 1C .C 1=  c¸ch chän 3 nam vµ 1 n÷. 

VËy, x¸c suÊt: 
3 1 3 1 3 1
9 3 6 2 3 1

4 4 4
12 8 4

C .C .C .C .C .C 16P .
C .C .C 55

= =  

VÝ dô 35: Cã hai hép chøa c¸c qu¶ cÇu. Hép thø nhÊt chøa 6 qu¶ tr¾ng, 4 qu¶ 
®en. Hép thø hai chøa 4 qu¶ tr¾ng, 6 qu¶ ®en. Tõ mçi hép lÊy ngÉu 
nhiªn mét qu¶. KÝ hiÖu: 

A lµ biÕn cè : “Qu¶ lÊy tõ hép thø nhÊt tr¾ng”, 
B lµ biÕn cè : “Qu¶ lÊy tõ hép thø hai tr¾ng”. 

a. XÐt xem A vµ B cã ®éc lËp kh«ng ? 
b. TÝnh x¸c suÊt sao cho hai qu¶ cÇu lÊy ra cïng mµu. 
c. TÝnh x¸c suÊt sao cho hai qu¶ cÇu lÊy ra kh¸c mµu. 
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 Gi¶i 
Ta cã kh«ng gian mÉu Ω cã sè phÇn tö b»ng: 

10 × 10 = 100. 
a. Ta lÇn lît cã: 
 Sè trêng hîp lÊy 1 qu¶ cÇu tr¾ng ë hép thø nhÊt b»ng 6. Sè trêng hîp lÊy 1 

qu¶ cÇu ë hép thø hai b»ng 10. 
Do ®ã, víi biÕn cè A, ta cã: 

6 × 10 = 60 phÇn tö. 
Tõ ®ã, suy ra: 

P(A) = 
| A |
| |Ω

 = 
60

100
 = 

3
5

. 

 Sè trêng hîp lÊy 1 qu¶ cÇu ë hép thø nhÊt b»ng 10. Sè trêng hîp lÊy 1 qu¶ 
cÇu tr¾ng ë hép thø hai b»ng 4. 
Do®ã, víi biÕn cè B, ta cã: 

4 × 10 = 40 phÇn tö. 
Tõ ®ã, suy ra: 

P(B) = 
| B |
| |Ω

 = 
40

100
 = 

2
5

. 

Víi biÕn cè C: " lÊy 1 qu¶ cÇu tr¾ng ë hép thø  nhÊt vµ lÊy 1 qu¶ cÇu tr¾ng ë hép 
thø  hai" ta cã x¸c suÊt: 

P(C) = P(AB) = 
24

100
 = 

6
25

. 

MÆt kh¸c: 

P(A).P(B) = 
3
5

.
2
5

 = 
6
25

 = P(AB). 

VËy, hai biÕn cè A vµ B ®éc lËp víi nhau. 
b. Gäi C lµ biÕn cè " hai qu¶ cÇu lÊy ra cïng mµu ", trong ®ã: 
 C1 lµ biÕn cè " hai qu¶ cÇu lÊy ra mµu tr»ng", ta ®îc: 

C1 cã 6.4 = 24 phÇn tö. 

P(C1) = 1| C |
| |Ω

 = 
24

100
 = 

6
25

. 

 C2 lµ biÕn cè " hai qu¶ cÇu lÊy ra mµu ®en", ta ®îc: 
C2 cã 4.6 = 24 phÇn tö. 

P(C2) = 2| C |
| |Ω

 = 
24

100
 = 

6
25

. 

Khi ®ã: 

P(C) = P(C1 ∪ C2) = P(C1) + P(C2) = 
6
25

 + 
6
25

 = 
12
25

. 

c. Gäi D lµ biÕn cè " hai qu¶ cÇu lÊy ra kh¸c mµu ", ta thÊy ngay: 

P(D) = 1 − P(C) = 1 − 
12
25

 = 
13
25

. 
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