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HUGNG DAN SU DUNG SACH

1. Méi bai hoc déu duoc thiét ké theo céu tric gém nhirng phan sau day.
Thuat ngir: Diém tén cac dbi twong chinh cla bai hoc.

Kién thire, ki ndng: Gilp em xac dinh nhirng néi dung kién thirc, ki nang chinh can
linh hdi va rén luyén trong bai hoc.
Mo dau: Dua ra tinh hudéng 1am ndy sinh nhu cau hoc tap; né cé thé 1a mét bai toan
thuc té dai dién, hay la mot doan dan nhap. Em khéng can tra I&i ngay cac cau hdi hay
yéu cau duoc dat ra & phan nay, ma sé giai quyét chung trong bai hoc, sau khi da linh hoi
duoc lwong tri thirc va ki nang can thiét.
Muc kién thirc: Sau phan mé dau, bai hoc duwoc chia thanh cac muc theo tirg chl dé.
Nhin chung, méi don vi kién thirc ¢ cau tric sau day:
Hinh thanh kién thitc: Em can tich cuc tham gia vao cac hoat dong (H®) dé chiém
linh tri thiec. Cac H® nay cho em co hdi quan sat va trai nghiém, tinh toan va lap

luan dé di téi [khung kién ﬂ'll'J’CJ mot cach tw nhién.

Vi du: Em c6 thé hoc & day phwong phap, cach 1&p luan va tinh toan, cach trinh bay
|&i giai bai toan.

Luyén tdp: Van dung kién thirc da hoc, tham khao vi du twong (ng, em hay luyén
tap dé cing cb kién thirc va rén luyén ki nang.

Vin dung: Trén nén tang kién thirc va ki nang da duoc hoc, em gidi quyét cac
bai toan gan véi thue té, két néi tri thirc véi cac linh vire khac nhau trong hoc tap,
khoa hoc va cuéc séng.

Em c6 thé bat gdp mot khung chir nhdm hd tro hodc binh luan,... cho ndi dung
twong (rng duoc dé cap & bén canh.
Ngoai bn thanh phan co ban & trén, trong mét don vi kién t‘r}frc, em con cb thé co co hoi
tham gia vao Kham pha, Trai nghiém, Thao luan, tra |0i \g, mé réng hiéu biét cling
Em ¢ biét?,...
Bii‘tip: Em, chi déng thire hién ngoai gi® trén I&p, tuy vay, thay/co sé danh thoi lwong
nhat dinh dé cung em diém qua cac bai tap nay.

2. Cac bang tra ctru va gidi thich thuat nglr (duoc dat & cgéi sach) cung cép dia chi tra ctru
va giai thich mét sé khai niém, cong thirc dwoc phat biéu trong sach.

Hay bdo qudin, giie gin sdch gido khoa dé danh ting
cdc em hoc sinh lop sau!




LO1 NOI PAU

Cac em hoc sinh yéu quy!

Tap sach nhé nay gdm ba chuyén dé: “Bién ngau nhién rdi rac. Cac sé dac
trwng cla bién ngau nhién roi rac’; “U’ng dung toan hoc dé giai quyét mot sé
bai toan téi wu” va “Ung dung toan hoc trong mét sé van dé lién quan dén
tai chinh”.
Bién ngdu nhién la mét chi dé Ién trong Xac suét, twong tw nhu chl dé
Ham sé trong Giai tich. Chuyén dé thir nhét gidi thiéu mét loai bién ngiu
nhién don gian l1a bién ngau nhién rdi rac va mét truong hop riéng tiéu biéu
ctia no 1a bién ngdu nhién c6 phan b nhi thirc. Cac em ciing sé duoc thay
mét sé ap dung li thu ctia bién ngdu nhién rdi rac vao thuc tién nhw tim
phuong an cho nang suét cao, tim phwong an dé rdi ro it nhat.
Chuyén dé “Ung dung toan hoc dé gidi quyét mot sé bai toan téi wu” trinh
bay hai phwong phap co ban dé gidi mét sé bai toan téi wu thwéng gap
trong thuc tién va trong kinh té, dé la phwong phép hinh hoc giéi bai toan
quy hoach tuyén tinh va phuong phap dao ham.
Céc kién thirc vé tai chinh |1a hoc van thiét yéu cia moi cdng dan thé ki XXI.
Chuyén dé “Ung dung toan hoc trong mét s6 van dé lién quan dén tai chinh”
s& gillp cac em lam quen voi viéc quan |i tai chinh ca nhan, dé la biét cach
tinh 13i suét cla cac khodn vay, gl tiét kiem hay dau tw, biét thiét Iap ké
hoach tai chinh c& nhan cho cac nhu c&u dai han.
Ba chuyén dé ngan gon, nhung sé giup ching ta rat nhiéu khi tim kiém vé dep
cta Toan hoc va nhirng (rng dung phong phu cta no trong thuc tién.
Chuc céc em hoc t6t!

CAC TAC GIA
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CHUYEN BE 1
BIEN NGAU NHIEN ROI RAC.

CAC s6 PAC TRUNG CUA BIEN
NGAU NHIEN ROI RAC

Chuyén dé nay gidi thiéu bién ngau nhién réi rac, cong thire Bernoulli (mang tén nha toan hoc
ngudi Thuy ST Jacob Bernoulli) va bién ngau nhién cé phan bé nhi thirc (gan véi cong thirc
Bernoulli). Chuyén dé cling néu (rng dung clia cac kién thirc trén vao moét sé bai toan cé ndi
dung thuec tién.
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Jacob Bemoulli (1665 — 1705) Bién ngéu nhién c6 phan bd nhj thire
(Anh: wikipedia) voi tham sb pvan

BIEN NGAU NHIEN RGI RAC

VA CAC SO PAC TRUNG

THUAT NGU . KIEN THUC, Ki NANG
+ Bién ngAu nhién r&i rac + Nhan biét khai niém bién ngau nhién rdi rac.

+ Bang phan b6 xac suat clia bién : « Biét |ap bang phan bb xac suét cla bién ngéu nhién
ngau nhién ri rac rév rac.

« Ki vong, phwong sai va @b léch « Biét tinh ki vong, phwong sai va d6 léch chuan cia
chuén cla bién nglu nhién reirac bién ngau nhién rdi rac va gidi thich y nghia cia ching.

Trong moét trd choi, cac cau hdi gdm hai loai | va Il
« V6i cau héi loai |: Tra I&i dung dwoc 20 diém. Tra |&i sai khéng dwoc diém (0 diém).
« \V&i cau héi loai II: Tra 161 dung dwoc 80 diém. Tra |oi sai khong dwoc diém (0 diém).




O vang 1, ngudi choi dwoc chon mét trong hai

e ; B 4 i i

loai cau hoi. Sau khi chonxong loai cau hdi, ngudi  regag “owiEm Dling: 80 didm
choi béc thdm ngdu nhién mot cadu hdi trong | Sai: 0 diém Sai: 0 diém
loai 6. Néu tra |oi sai thi phai dirng cudc choi.

Néu trd 1&i dung, thi sinh s& bwdc vao vong 2, ,_

béc ngau nhién mot cau héi trong loai con lai. Sai it Dlng

Ngu&i choi tra |01 dung hay sai, cudc choi cling 1cau

két thuc tai day. Gia thiét rang viéc tra 161 dung Chon 1 cau
cau héi vong 1 sé& khéng anh hwdng dén xac loai con lai

suét trd |&i dung hay sai cau héi & véng 2.

Bgn Minh tham gia cudc choi. Gid st xac suét
dé Minh tra 161 dung cau héi loai | 12 0,8; xac suat
dé Minh tra 10i dang cau hdiloai ll 1a 0,6. Hinh 1.1
Hai & vong 1 Minh nén chon cau hai loai | hay cau hdi loai 11?

1. BIEN NGAU NHIEN ROI RAC VA BANG PHAN BO XAC SUAT CUA NO

) H91. Hinh thanh khai niém bién ngau nhién r&i rac
Gieo mét xuc xac can déi, adng chét lién tiép 6 1an. Goi X 1a s6 18n xUic xac xuét hién mat 6
cham trong 6 lan gieo lién tiép do.
a) Cac gia tri c6 thé cia X 1a gi?
b) Trwdc khi thuwe hién viéc gieo xtic xdc d6, ta cé khang dinh trwdc dwoc X sé nhan gia tri
nao khéng?

Pai lwong X dwoc goi 1a mét bién ngau nhién réi rac néu né nhan moét sé hiru han
céc gia tri c6 thé. Cac gia tri do |a cac sb va khéng du doan duorc truée khi phép thir
duwoc thue hién.

) Vidu1. Tung mét déng xu can dbi, ddng chét lién tiép 3 1an. Goi X |a s6 1an dbng xu xuét hién
mat nglra.
a) X c6 la mét bién ngau nhién r&i rac hay khéng?
b) Liét ké cac gid tri ¢ thé clia X va tinh cac xac suat dé& X nhan cac gia tri 6.
Giai
a)‘ Vi X chi nhan mét sé IhE'Pu r]_an giatrila 0, 1, 2, 3 va khong dw doan tridc duoc khi tung
dong xu nén X la mét bién ngau nhién roi rac.
b) Cac gia tri c6 thé clia bién ngau nhién r&i rac X 1a mét sé thuéc tap A = {0; 1; 2; 3}.
Ta phai tinh céc xac suat P(X = 0); P(X = 1); P(X = 2); P(X = 3), trong d6:
P(X = 0) la xac suat dé khong co 1an xuét hién mat nglra;
P(X = 1) la xac suat dé cé dung 1 1&n xuat hién mat nglra;
P(X = 2) 1a xac suat dé cé dung 2 Ian xuét hién mat nglra;
P(X = 3) |a xac suat dé ca ba lan déu xuat hién mat nglra.
Khoéng gian mau Q = {SSN: SNN; NSN; NNN; SSS; SNS; NSS; NNS}, n(Q2) = 8.
Bién c6 {X = 0} |a bién cb: “Khéng c6 |an nao xuét hién mat nglra”.

{X=0}latap {SSS} c6 1 phan t&r. Vay P(X = 0) = %.



Bién cb {X = 1} & bién cb: “Co dlng 1 1&n xuét hién mat nglra”.
{X = 1} 1a tap {SSN; SNS: NSS} c6 3 phan t&. Vay P(X = 1) = %
Bién cb {X = 2} |a bién cb: “Cé dung 2 1&n xuét hién mat nglra”.
{X = 2} a tap {SNN; NSN: NNS} c6 3 phan ti. Vay P(X = 2) = %.
Bién cb {X = 3} |a bién cé: “Ca ba |&n xuét hién mat nglra”.

{X = 3} |a tap {NNN} c6 1 phan ti. Vay P(X = 3) = %.

Gia st X la mét bién ngdu nhién roi rac nhan cac gia tri x., X,,..., X,_;, X, V&i cac
Xac suét tvong ¢ng 1a py, Py,..., P, 4, Py, tCIAP(X =x,)=p, (i=12,...,n).

Bang sau day dwoc goi la bang phan bb xac suat cua bién ngéu nhién rdi rac X:

X X4 Xs X1 X,

P P P, Py 1 Py
\ - J

) H92. Cung cb khai niém bang phan bd xac suét cia bién ngdu nhién r&i rac
Hay néu sé thich hop v&i dau “?” dé hoan thanh bang phan bé xac suat cha bién
ngau nhién r&i rac X trong Vi du 1.

X 0 1 2 3
P ? ? i ?

Trong bang phan bé xac suét cda bién ngau nhién r&i rac X, ta cé:

Pyt Ryt P P, =1.

® Vidu 2. Cho bién ngéu nhién r&i rac X v&i bang phan bé xac suat nhu sau:

X 1 2 3 4
P a a 3a 3a

Tim a.
Giai ’
Tacéa+a+3a+3a=1 Suyra azg.

) Vi du 3. Gid st s6 vu vi pham Luat Giao théng trén moét doan dudng vao téi thir Bay 1a moét
bién ngau nhién réi rac X véi bang phan bé xac suat nhw sau:

X 0 1 2 3 4 5
= 0,1 0.2 0,3 0,2 0,15 0,05

Tinh xac suat dé téi th(r Bay:

a) Xay ra nhiéu nhat 1 vu vi pham Luét Giao théng;
b) Xay ra it nhat 3 vu vi pham Luat Giao théng;

c) Xay ra it nhét 2 vu vi pham Luét Giao théng.



Giai
a) Goi A la bién cé: “Xay ra nhiéu nhét 1 vu vi pham Luét Giao théng vao téi thir Bay”. Khi do,
A la hop clia hai bién cb xung khac: {X =0}va {X =1}. Tircla A={X =0} U {X =1}.
Theo quy tac cdng xac suat, ta ¢co:;
P(A)=P(X =0)+P(X =1)=0,1+02=0,3
b) Goi B |a bién cb: “Xay ra it nhat 3 vu vi pham Luat Giao théng vao téi thir Bay”:
C |a bién cd: “Xay ra 4 hoac 5 vu vi pham Luat Giao théng vao téi th(r Bay’.
Khi @6, B la hop ctia hai bién cb xung khéc: bién cé {X = 3} va bién cé C. Theo quy tac
cdng xac suét, ta co:
P(B) = P(X = 3)+ F"(C)‘
Bién c6 Clahop clia hai bién cb xung khac: {X = 4}va { X =5}. Theo quy tic cong xac suét,
ta co:
P(C) = P(X = 4)+ P(X: 5).
Do do
P(B)=P(X=3)+P(C)=P(X =3)+P(X =4)+P(X =5)=0,2+0,15+0,05=0,4.
c) Goi D la bién cé: “Xay ra it nhat 2 vu vi pham Luat Giao théng vao téi thir Bay”. Suy ra D
14 bién c6 d6i ctia bién cb A. Vay P(D) =1 — P(A)=1-0,3=0,7.

) Vi du 4. Mét tii dung 6 vién bi dd va 4 vién bi xanh. Cac vién bi co cung kich thwéc va khéi
lwong. L&y ngdu nhién dong théi 3 vién bi tir trong tui. Goi X 1a s6 vién bi xanh trong 3 vién
bi 4y ra. Lap bang phan bé xac suét cla X.

Giai

Cac gia tri c6 thé ctia X thudc tap {0; 1 2; 3}.

Tiép theo, ta can tinh P(X =0), P(X =1), P(X=2), P(X =3).
Sé két qua co thé la C3, =120.

+ Tinh P(X =0): Bién cb {X =0} la “Lay dwoc 3 vién bi 45",

S6 két qua thuan loi cho bién cb {X =0} 1a C} =20. Do d6 P(X =0) = .

120 6
» Tinh P(X =1): Biéncé {X =1} la: “LAy dwoc 1 vién bi xanh va 2 vién bi 46",
Co Cl =4 cach chon 1 vién bi xanh trong 4 vién bi xanh va Cﬁ2 =15 cach chon 2 vién bi
do trong 6 vién bi do.
Theo quy tdc nhan ta ¢ 4-15 =60 cach chon 1 vién bi xanh va 2 vién bi dd.
S6 két qua thuan loi cho bién ¢ {X =1} 14 60. Do d6 P(X =1) =%= %
- Tinh P(X =2): Bién c6 {X =2} 1a: “Lay dwoc 2 vién bi xanh va 1 vién bi d6”".
Cé C? =6 cach chon 2 vién bi xanh trong 4 vién bi xanh va C. =6 cach chon 1 vién bi dé
trong 6 vién bi dé.
Theo quy tac nhan ta c6 6-6 = 36 cach chon 2 vién bi xanh va 1 vién bi dé.
S6 két qua thuén loi cho bién ¢ {X =2} 1a 36. Do d6 P(X =2)= % = %
- Tinh P(X =3): Bién cb {X =3} la: “Lay dwoc 3 vién bi xanh”. 4

S6 két qua thuan loi cho bién ¢ { X =3} Ia C] = 4. Do d6 P(X =3) e



Bang phan bé xac suét cla X 1a:

X 0 1 2 3
1 1 3 1
= 5 2 0 0

) Luyén tip 1. M6t t6 ¢6 10 hoc sinh nam va 6 hoc sinh nir. Gido vién chon ngéu nhién ddng thoi
3 hoc sinh. Goi X la sé hoc sinh nam trong 3 hoc sinh duoc chon. Lap bang phéan bé xac suét
clia X.

) Vin dung 1. M6t trd choi st dung mét hdp dwng 20 qua cau cé kich thudc va khébi lvong nhw
nhau dwoc ghi s6 tir 1 dén 20. Nguoi choi lay ngéu nhién déng thoi 3 qua céu trong hép.
Goi X 1a s 1&n nhét ghi trén 3 qua cau da |y ra.

a) Lap bang phan bd xac suét cia X.

b) Ngwéi choi thdng cude néu trong 3 qua cau lay ra co it nhat 1 qua cau ghi sé Ién hon 18.
Tinh x&c suét thang cla ngudi choi.

Hwéng dan
a) Tap cac gia tri c6 thé cha X 1a {3; 4:...; 20}. Ta tinh P(X = k), v&i ke {3: 4; ...; 20}.
S6 két qua co thé la C3, =1140.

Bién cb {X = K} la bién cé: “Trong 3 qua cau lay ra c6 mbt qua cau danh sé k va 2 qua cau
danh s6 nhé hon k”. S6 két qué thuan loi la C; |

Ci. (k-1)(k=2) (k-1)(k-2)
G 2-1140 2280
b) Bién cb “Nguwéi choi thang” Ia bién cd hop clia hai bién cd {X = 19} va {X = 20}.

vay P(X = k)=

2. CAC SO PAC TRUNG CUA BIEN NGAU NHIEN RO1 RAC

a) Kivong

) 103, Hinh thanh khai niém ki vong
Gia st s& vu vi pham Luat Giao théng trén mét doan dwong AB trong 98 budi téi thir Bay
duoc théng ké nhw sau: 10 téi khong cé vu nao; 20 téi c6 1 vu; 23 téi co 2 vu: 25 t6i co 3 vu;
15 t6i 6 4 vu; 5 tdi cd 7 vu. Héi trung binh cé bao nhiéu vu vi pham Luéat Giao théng trén
doan dwdng AB trong 98 budi téi thir Bay d6?

Dé c6 mét y niém vé d6 I6n trung binh cta bién ngdu nhién X ta ¢é khai niém ki vong cla X.

~

( A = . 2. s . > o~ A - A
Cho X la mét bién ngau nhién roi rac v&i bang phan bd xac suat:

X

X4

Xa

Xn-1

Xy

P

P,

P,

“

Py

P,

Ki vong cla X, ki hiéu la £(X), 1a mét sé duorc tinh theo cong thirc sau:

E(X) =X Py + Xyt Xy P X R




Nhan xét

- Ki vong E(X) la mét sé cho ta mét y niém vé do I&n trung binh clia X nén ki vong £(X) con
dwoc goi la gia tri trung binh cua X.

« E(X) dwoc tinh théng qua bang phan bé xac suét clia X.

« E(X) khéng nhéat thiét thudc tap cac gia tri co thé clia X.

) Vidu5. Trong méi budi 6ng An di cau ca, éng co thé cau dwoc 0: 1: 2; 3: 4 con ca vdi cac xac
suat twong ng la 0,16; 0,17; 0,25; 0,28 va 0,13. Habi trung binh 6ng An cau dwoc bao nhiéu
cé trong mét budi di cau?

Giai
Goi X la sb con cé éng An cau dworc trong mot budi cau.
Theo gia thiét X 1a bién ngau nhién r&i rac cd bang phan bd xac suat nhw sau:

X 0 i 2 3 &
F 0,16 0,18 0,25 0,28 0,13

Ta cé:
E(X)=0-016+1.0,18+2-0,25+3-0,28+4-0,13=2,04.
Vay trung binh 6ng An cau dwoc 2,04 con cé trong mét budi di cau.

) Luyén tdp 2. Gia str s6 vu vi pham Luat Giao théng trén mét doan dwdng vao téi thir Bay co6
thé 1a 0; 1: 2; 3. 4;: 5 v&i cac xac suat twong irng 1a 0,1; 0,2; 0,25; 0,25; 0,15 va 0,05. Hoi
trung binh cé bao nhiéu vu vi pham Luét Giao théng trén doan dwdng dé vao téi thir Bay?

Y Vidu 6. Tré lai tinh hubng mé dau. Gia sty & véng 1 ban Minh béc ngdu nhién mét cau héi loai |.
Héi trung binh Minh nhan dwoc bao nhiéu diém?
Giai
Goi X 1a s6 diém Minh nhan dwoc. Sé diém trung binh ma Minh nhan duoc la E(X).
Goi A |a bién cb: “Minh tra 1&i dung cau héi loai I”; B 1a bién cb: “Minh tré I&i dung cau héi loai I1”.
Tacd P(A) =0,8; P(B) =0,6.
« Vong 1: Minh béc ng&u nhién mét cau hdi loai |. Cé hai kha nang:
— Néu tra 1&i sai thi Minh nhan 0 diém. Cudc choi két thic tai day. Ta co {X=0} = A. Do d6
P(X=0)= P(A) =1- P(A)=1-0,8=02.
— Néu trd I&i ding thi Minh nhan 20 diém va Minh s& bwéc vao vong 2.
« \ong 2: Minh béc ngau nhién mét cau héi loai Il. Khi dé ¢é hai kha nang:
+ Néu trd 1&i sai, Minh khéng c6 diém va phai dirng cudc choi véi tbng sé diém nhan duoc |a:
20 + 0 = 20 (diém).
Ta co {X =20} = AB.Theo gid thiét A va B |a hai bién cé doc 13p nén A va B ciing déc |ap.
Theo cdng thirc nhan xac suét cho hai bién cb déc lap ta co:
P(X = 20) = P(AB) = P(A)-P(B)=0,8(1-0,6)=0,32.
+ Néu tra 16i ding Minh nhan 80 diém. Cudc thi két thuic tai day va tdng sé diém Minh nhan

duoc la:

20 + 80 = 100 (diém).
Ta ¢ {X = 100} = AB. Theo gia thiét A va B |a hai bién cb déc 1ap. Theo edng thirc nhan
xa&c suat cho hai bién cb déc lap ta co:

= P(X=100) = P(AB) = P(A) - P(B) =0,8- 0,6 =0,48.
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Bang phan bé xac suét cta X:

X

0

20

100

P

0,2

0,32

0,48

TwddEX)=0-02+20-0,32+100-0,48=544,
Vay trung binh Minh dwoc 54,4 diém.

Vin dung 2. Tiép tuc xét tinh huéng mé dau, gia siv & vong 1 Minh chon cau héi loai Il.
a) Haéi trung binh Minh nhan dwoc bao nhiéu diém?

b) O véng 1 Minh nén chon loai cau hdi nao?

Hwéng dan

Goi Y la sé diém Minh nhan duoc. Sé diém trung binh Minh nhan dwoc 1a E(Y). Twong tw
nhw Vi du 6, ta 1ap bang phan bé xac suét clia Y tir d6é tinh dwoc E(Y).

Néu E(Y) < E(X) thi & vong 1 Minh nén chon cau hai loai |.
Néu E(Y) > E(X) thi & véng 1 Minh nén chon cau héi loai Il.

b) Phuwong saiva dé léch chuan

#94. Hinh thanh khai niém phwong sai

M6t nha dau tw xem xét hai phwrong an dau tw. V&i phwong an 1 thi doanh thu mét nam sé
la 8 tf ddng hodc 2 ti ddng v&i xac suét twong trng 1a % va % V&i phurong an 2 thi doanh thu
mot ndm sé 1a 5 tf déng hoéc 3 ti ddng voi hai xac suét bang nhau.

a) Hay so sanh doanh thu trung binh cua phwong an 1 va phuong an 2.

b) Nha dau tw nén chon phwong an nao?

Cho X 1a mét bién ngau nhién r&i rac. D& cd mot y niém vé mirc d6 phan tan cac gia tri cta
X xung gquanh ki vong E(X), ta c6 khai niém phuong sai va d6 léch chuédn sau day:

[ z = s a e Fo=ipa o F CIIL Fe )
Cho X la mét bién ngau nhién réi rac voi bang phan b xac suat nhw sau:

X X X X4 Xy
= Py P: Pn 1 Py

1) Phwong sai cta X, ki hiéu la V(X), 1a mét sé6 duoc tinh theo céng thire sau:

V(X)=(X1 _I"L)z -p‘l +(X2 _u‘)z ‘pQ +”'+(xn—‘| _u’]z -pn—‘l +(xn _“)2 -pn (1)
trong d6 p = E(X).
2) D6 léch chuén cla X, ki hiéu la O'(X) . 1a can bac hai sé hoc clia phwong sai:

& (X) = JV (X).

L J

Tré lai HD4. Goi X va Y twong (rng la doanh thu theo phwong an 1 va phwong an 2. Tinh
d6 léch chudn cliia Xva Y.

1



Nhan xeét

«  V(X) con co thé tinh theo cong thirc sau:

Cong thirc trén gidp ta tinh V(X) nhanh hon cong thirc (1) vi bét di dwoc n phép triv.”

« Phuong sai V(X) la mét s khéng am. N6 cho ta mét y niém vé mirc d6 phan tan cac
gia tri clia X xung quanh ki vong E(X). Phwong sai cang Ién thi d6 phan tan cang lon.

- Clng nhw phwong sai, @6 1éch chuan o (X) cho ta mét ¥ niém vé mirc 6 phan tan cac

V(X) =30, 3Py oo+ X2 Py 1 4 32D, ~ 4 (2)

gia tri clla X xung quanh ki vong E(X).

+ Phuong sai khéng c6 cung don vi do vdi X, con dd 1&ch chudn cé cung don vi do véi X,

3 Vidu7. Cho bién ngau nhién r&i rac X véi bang phan bo xac suét:

X

0

1

2

3

P

0,1

0.2

0,3

0.2

0,1

0,1

a) Tinh V(X) va o (X) theo dinh nghia.

b) Tinh V(X) theo cong thure (2).

Giai

a) Tacd

E(X)=0.0,1+1-02+2.0,3+3:0,2+4-0,1+5:0,1=23.

Theo dinh nghia phwong sai, ta co:

V{X)=(0-23) .014 (1-23) o2+ (2 12803+ (3 123) .02

+(4-23):01+(5-23) 0,1

=2 01.

o(X) =423 ~1418.

b) Theo céng thirc (2), ta co:
V(X)=0?-0,1+7.0,2+2%-0,3+3?-0,2+4%-0,1+5*-0,1-2,3° =2,01.

) Luyén tip 3. Cho bién ngau nhién r&i rac X véi bang phan bé xac suét nhu sau:

X

0

1

2

3

4

P

0,16

0,18

0,25

0,28

0,13

a) Tinh V(X) va o (X) theo dinh nghia.

b) Tinh V(X) theo cong thirc (2).
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BAI TAP

1.1,

Gia sl sb ca cép clru & mot bénh vién vao téi thir Bay |a mét bién ngéu nhién réi rac X
c6 bang phan bd xac suat nhu sau:

X 0 1 2 3 4 5
P 0,12

0,28 0,31 0,19 0,08 0,02

a) Tinh xac suat dé xay ra it nhat mét ca cp clru & bénh vién d6 vao téi thir Bay.

b) Biét rdng néu cé hon 3 ca cép clru thi bénh vién phai tdng cudng thém béc s trye.
Tinh xac suéat phai tdng cwdng bac si truc vao téi thir Bay & bénh vién dé.

¢) Tinh E(X), V(X) va o (X).

Sé cudc dién thoai goi dén mot trung tdm cliru hd trong khoadng théi gian tir 12 gidy dén
13 gi® 1a mét bién ngau nhién rdi rac X ¢b bang phan bd xac suét nhu sau:

X

0

1

2

3

4

P

0,25

0,2

0,15

0,15

0,13

0,12

a) Tinh xac suét dé xay ra it nhat 2 cuéc goi dén trung tam ciru hd do.

b) Tinh xac suét dé xdy ra nhiéu nhat 3 cudc goi dén trung tam ctru hd do.

¢) Tinh E(X), V(X) va o (X).

Mot tdi gdm cac tam thé giébng hét nhau chi khac mau, trong dé c6 10 tdm thé mau dé

va 6 tdm thé mau xanh. RUt ngau nhién ddng thdi ra 3 tdm thé tr trong tui.

a) Goi X la s6 thé dé trong ba thé rdt ra. Lap bang phan bé xac suat ctia X. Tinh E(X).

b) Gia s rut méi tam thé mau dé dwoc 5 diém va rut mdi tAm thé mau xanh dwoc
8 diém. Goi Ya s6 diém thu dwoc sau khi rat 3 tdm thé tir trong tdi. Lap bang phan b
xac suét clia Y.

Hai xa thd An va Binh tap ban mot cach déc 1ap véi nhau. Méi ngudi thwe hién hai phat

ban mét cach doc 1ap. Xac suat ban trung bia cia An va clia Binh trong mdi phat ban

twong trng la 0,4 va 0,5.

Goi X 1a sb phat bén tring bia ctia An, Y |a sé phat ban tring bia cla Binh.

a) Lap bang phan bb xac suét cia X, Y.

b) Tinh E(X), E(Y), V(X), V(Y).

Trong mét chiéc hdp cé 10 qua cau co kich thwée va khéi lwong giéng nhau, trong dé
c6 4 qua ghi s 1: 3 qua ghi s6 2; 2 qua ghi s6 3 va 1 qua ghi sé 4. L4y ngau nhién dbng
théi hai qua cau rdi céng hai s6 trén hai qua cau véi nhau. Goi X la két qua thu duorc.
Lap bang phan bd xac suat cla X.
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» Em c6 biét?
Bién ngau nhién nhan moét sé vé han cac gia tri c6 thé

Ban Tung gieo mét con xUc xac can dai lién tiép mét cach déc lap cho dén khi nao xuét
hién mat 6 cham thi dirng lai. Goi X |a sé lan gieo can thiét dé xuat hién mat 6 cham. Cac
gia tri c6 thé ctia X 1a cac sé nguyén dwong 1: 2; 3:... va khdng du doan trirdc dwoc truée
khi Tung thue hién viéc gieo con xtc x&c. Nhw vay X |a mét bién ngau nhién nhan mét sé
v6 han cac gié tri cé thé.

Ta hay tinh P(X = k) (ke N*) voi {X = k} la bién cé: “k — 1 1&n gieo dau tién khong xuét
hién méat 6 cham va |&n gieo thir k xuét hién mat 6 cham”.

Goi B, la bién cb: “k 1&n gieo déu tién khdng xuét hién mat 6 cham”; A, I bién cé: “Lan
gieo thir k xuét hién mat 6 cham”. Khi dé {X = k} =B, A,

Theo céng thirc nhan xac suét: P(X =k)=P (B, ,A.)=P(B,,)-P(A)=P(B.,) =. (1)

1
5)" J

Ta chirng minh P(B,) =£€] . (2)

Chirng minh bang quy nap. Buéc co s&: V&i k= 1 cong thirc (2) hién nhién dung.

Budc quy nap: Gid sir khang dinh dung voi k. Ta phai chirng minh khang dinh ding véi
k+1.Tacd B,,, =B, A, . Theo cdng thirc nhan xac suét va gia thiét quy nap suy ra

p(6,.)-#(aA) (e #()-(2) 2-(2)

Vay khang dinh dung véi k + 1. Theo nguyén li quy nap, (2) dung voi moi k € N*.
Y 4

Tir (1) va (2) tasuy ra P(X =k) = ["g, =



BIEN NGAU NHIEN CO PHAN BO

NHI THUC VA AP DUNG
THUAT NGU ! KIEN THUC, Ki NANG
«  Phép thtr lap = Nhan biét khai niém phép thi lap.
* Cobng thwee Bernoulli = Nhan biét cong thire Bernoulli.

+ Biénngdu nhiéncé phan i » Vandung cong thire Bernoulli trong mtso tinh hudng don gian.
b};’ nhi thike voi tham s0 : | Nhan biét khai niém bién ngau nhién c¢é phan bd nhi thivc v
(0, p). tham sé (n, p).
.+ van dung phan b6 nhi thirc dé giai quyét mot s6 bai toan co
: ndi dung thwe tién.

1. PHEP THU LAP VA CONG THUC BERNOULLI
Khi mua vé tham gia mét tré choi, nguei choi dwoc chon mét trong hai phwong an sau:

» Phuwong an 1: Ngwoi choi gieo mét xiic xac can d6i, déng chat mét cach doc lap lién tiép
12 lan. Nguw@i choi thang néu ¢6 it nhat hai lan xuc xac xuat hién mat 6 cham.

+ Phuwong én 2: Nguoi choi gieo mét xtic xac can dbi, déng chat mét cach déc 1ap lién tiép
6 1an. Nguwdi choi thang néu cé it nhat mét 1an xuc xac xuat hién mat 6 cham.

Héi ngwdi choi nén chon phuong an nao dé xac suat thang cao hon?

) #o1. Hinh thanh khai niém phép thir Idp va cdng thirc Bernoulli

Trong tinh hudéng mé dau. Xét phép thir T la gieo mét xic xéc can déi, ddng chét. Goi E 1a
bién cé: “Xac xac xuat hién mat 6 cham”.

a) Trong phwong éan 1, phép thir T dwoc 18p lai bao nhiéu 1an? Ngudi choi thang khi bién cb
E xuét hién bao nhiéu lan?

b) Clng héi nhw trén véi phwong an 2.

g ; , T ™
Xét phép thr T va E1a mét bién cb lién quan téi phép thie T. O mdi lan thue hién phép thir T,
bién c6 E co xac suat xuat hién bang p, trcla P(E)=p,0<p<1.

Ta thuc hién phép thix T 18p lai n 1an mét cach ddc lap, tire 1a cac 1an 1ap nay khéng anh
hwédng 1&n nhau.

Phép thir T thwe hién lap lai nhiéu lan mét cach déc 1ap goi la phép thir 13p.

Ki hiéu E, 1a bién c6: “Trong phép thir I&p nay, bién cb E xuat hién ding k1an (0 <k <n)”.
Khi dé

P(E)~CL-p"(1-p)" "

kCcfang thire trén dwoc goi la céng thire Bernoulli.




) Vi du 1. Xac suét thanh cong khi lam mét thi nghiém T 12 0,4. Mot nhém gbém 9 hoc sinh
doc lap voi nhau tién hanh thi nghiém T. Tinh xac suét dé:

a) Co6 dung 6 hoc sinh thye hién thi nghiém thanh céng;
b) Cé it nhat 1 hoc sinh thue hién thi nghiém thanh céng;
¢) C6 nhiéu nhét 7 hoc sinh thuc hién thi nghiém thanh céng.
Giai
Goi E la bién cb: “Thi nghiém T thanh céng”. Tacé P(E)=0,4; n=9.
a) Goi E, (0 <k< 6) la bién cb: “Co dlng k hoc sinh thuc hién thanh céng”.
Theo cbéng thire Bernoulli ta co:
P(E,)=CS.0,4°.0,6° =84.0,4°.0,6° ~0,0743.
b) Goi M la bién cb: “Cé it nhat 1 hoc sinh thue hién thi nghiém thanh céng”.
Bién cé dbi M cla M 1a; “Khéng cd hoc sinh nao thwc hién thi nghiém thanh cong’,
hay M = E,.
Vay P(M)=1- PW) =1-P(E,)=1-0,6° ~0,9899.
c) Goi N la bién c6: “Cé nhiéu nhat 7 hoc sinh thuwe hién thi nghiém thanh céng”.
Bién cb d6i N clia N 1a bién cé: “C6 8 hoc sinh hodc 9 hoc sinh thuc hién thi nghiém thanh cng’,
tlrc la xay ra mét trong cac bién c6 E; hoac E,, hay N=E, UE,.
Vay:
P(N)=P(E, wE,)=P(E,)+P(E,)=C5-0,4°-06 +0,4° ~0,0038
= P(N)=1-P(N)~1-0,0038 = 0,9962.

) Luyén tip 1. Hai ban An va Binh thi du béng ban. Xac suét ’ghéng ctiaAn trong métvan 1a 0,4.
Hai ban thi ddu du 3 van dau. Nguéi nao co sé van dau thang nhiéu hon la ngudi thang tran
dau do. Gia str cac van dau la doc lap. Tinh xac suét dé An thang trong tran dau.

) Vidu 2. Tré lai tinh hubéng mé déu. Tinh xac suat thang cla nguwdi choi khi chon choi theo
phwong an 1.
Giai
Goi T la phép tht: “Gieo mét xuic xac cén déi, ddng chat’; £ 1a bién cb: “Xuc x&c xuét hién
mat 6 cham”.

Xét phép thi 13p véi n = 12 va p = P(E) = %.

Goi B 1a bién cé: “Nguwei choi thang”. B cling la bién ¢b: “Trong phép thir 1dp T, v&i n = 12,
bién cb E xuét hién it nhét hai 1an”.

Xét bién cé dbi B: “Trong phép thir I18p T, bién cb E xuét hién nhiéu nhét mét Ian”. Ta cb
B=E, UE,. Theo quy tac cong xac suat va cong thirc Bernoulli, ta co:

P(B)=P(E; w E)=P(Es)+P(E )= (gf 163 (%T -[%J“.
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Suy ra:

- 5\ 1 (5" 52 12.5" g2 _47.5'"
P(B):‘I—P(B)Z'I—[g) _12.g.(g} :1_67— =5 L ~ 0,618667.

Vay xac suéat thang clia ngudi choi khi choi theo phuong an 1 xap xi 0,618667.

3 Luyén tip 2. Tré lai tinh hubng mé dau.
a) Tinh xac suét thang clia ngudi choi khi choi theo phuong an 2.

b) Qua cac két qua da tinh dwoc, hay cho biét ngwdi choi nén chon choi theo phwong an
nao dé xac suéat thang cao hon.

2. BIEN NGAU NHIEN CO PHAN BO NHI THUC VA AP DUNG

M6t bai thi tréc nghiém cé 10 cau hdi, méi cau c6 4 phurong
an tra I1&i, trong d6 chi ¢c6 mét phwong an ding. Mdi cau
tra 11 dung dwoc 1 diém, méi cau trd I&i sai khéng duoc
diém (0 diém). Thi sinh vuot qua bai thi d6 néu dat it nhat
5 diém. Ban An 1am hét 10 cau trong bai thi bang cach méi
cau déu chon ngéu nhién mét phwong an. Hoi:

a) Trung binh An dwoc bao nhiéu diém?

b) Xéac suét d& An vuot qua bai thi d6 1a bao nhiéu?

) 102. Hinh thanh khai niém bién ngau nhién c6 phan bé nhij thire

Cho T 1a mét phép thir va E la mét bién cé lién quan téi phép thir T. Ta thwe hién phép thir
T I3p lai n 1An mét cach déc lap. O mai Ian thuc hién phép thir T, bién cb E co xac suét xuét
hién bang p, tirc 1a P(E)=p,0 < p<1. Goi X la sb 1an xuat hién bién cb E trong n 1an thuc
hién I18p lai phép thir T. Tinh P (X = k) v&i mdi k< {0; 1...; n}.

(= x =T N T O O T S e R 2 2
Bién ngau nhién roi rac X voi tap cac gia tri ¢o thé la {0; T2 n} va co bang phan bd
Xac suat nhw sau:

X 0 1 K n

P | (1-p)" | C}-p(1-p)"" Cr-p(1-p) " ok

Bién ngéu nhién X nhw trén dwoc goi la bién ngdu nhién c6 phan bé nhi thirc véi tham sbé
(n, p), ki hiéu 1a X ~ B(n, p).

Bién ngu nhién X c6 phan b nhi thirc voi tham sé (1, p) dwoc goi 1a bién ngdu nhién co
phan bo Bernoulli, ki hiéu Ia X ~ Ben(p).

L "

\Y
ﬁ Viét bang phan bd xac suét cia bién ngdu nhién cé phan bé Bernoulli.



Nhan xét. Cho T 1a mét phép thir va E [a mét bién cb lién quan téi phép ther 7. Ta thwe hién
phép thr T 13p lai n 1&n mot cach doc 1ap. O méi 1an thuwe hién phép thir T, bién cb E c6 xac
suét xuét hién bang p, P(E) = p. Goi X 1a b 1an xuét hién bién cb E trong n 1&n thwe hién 13p
lai phép thtr T. Khi d6 X ~ B(n, p).

Cha y vé& phan bd nhi thirc
Cho X 1a bién ngau nhién vai X ~ B(n, p). Khi d6, v&i méi s6 nguyén dwong k (1< k < n) ta cé:

nk

a) P(X<k)=C(1-p) +Clp(1-p)" " +--+Cip* (1-p)"";

b) P(X2k)=Cp* (1—p)™" +C*'p* (=)™ +40"p".

) Vidu 3. Ban Minh tham gia mét tré choi nhw sau:
Trén mat san cé vé mét truc sé (H.1.2). Ban dau, Minh drng tai vi tri O trén truc sé va tung
mot déng xu can déi, ddng chat mét cach ddc lap. Néu ddng xu ra mat nglra (ki hiéu la N)
thi di chuyén 1 don vi theo chiéu dwong. Néu déng xu ra mat sap (ki hiéu la S) thi di chuyén
1 don vj theo chiéu am. Minh thuc hién 8 1&n tung ddng xu mét cach doéc l1ap. Néu Minh di
chuyén duorc it nhat 4 don vi theo chiéu duwong thi sé thang cudc. (Chang han, néu két qua
8 lan tung déng xu 1a N-S-N-N-N-N-N-N thi Minh thang.)

A S N
(:) ' t i i lr‘—ﬁ\lﬂl 3 ' i (:)
-5 4 -3 -2 4 0 1 2 3 4 5
Hinh 1.2

Goi X 1a s6 1an ddng xu cta Minh ra mét ngtra.

a) Goi tén phan bb xac suét ctia bién ngau nhién X.

b) Tinh xac suét thang ctia Minh.

Giai

a) Phép thir T la: “Tung dbng xu can déi, déng chat’. £ 1a bién cb: “Déng xu ra méat ngira”.
Ta co P(E) :—;. X |a sb |&an xuét hién bién cé E trong 8 lan thuc hién |3p lai phép ther T
mét cach dac 1ap. Theo Nhan xét (sau HD2), khi dé X 1a bién ngau nhién cé phan bb nhi

thirc voin=8; p= %
b) Vi X la sé |an ddng xu cGa Minh ra mat nglra nén sé lan ddng xu clia Minh ra mat séap la

8- X. Minh di chuyén dwoc X —(8 - X)=2X -8 don vi theo chiéu dwong.

Minh théng cudc néu 2X —82>4, ticla X =6.

Vay xac suat & Minh thang cudc 1a P(X> 6). Theo chu y vé phan bé nhi thirc, ta co:
37

8 8 B8
P(X26)=C§-(%J +c;-[%) +C§-(%J =ﬁ-(28+8+1)=ﬁ~0,1445.

Y Luyén tip 3. Khi tham gia mét trd choi, nguwdi choi gieo mét con xuc xac ¢an ddi, ddng chéat
moét cach doc |ap lién tiép 5 1an. M&i 1an gieo néu sd cham xuét hién I&n hon 4 thi nguoi choi
dwoc 10 diém. Tinh xac suét dé ngudi choi nhan dwoc it nhat 30 diém.
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Chu y. Nguei ta chirng minh duwoc rang ki vong, phuong sai va dé Iéch chuén cta bién ngau
nhién X ~ B(n, p) duoc cho béi cac cong thirc sau:

E(X)=n-p;
V(X)=n-p-(1-p);

a(X)=yn-p-(1-p).

) Vidu 4. Trong mét trd choi, ngudi choi gieo mét xuc xac can dbi, déng chat lién tiép 18 1an
mot cach doc lap. Nguwdi choi thang cudc néu cé it nhat 3 1an xdc xac xuat hién mat 6 cham.
Goi X la s6 1an xuc xac xuat hién mat 6 cham.

a) Goi tén phan bé xac suét ctia bién ngau nhién X.

b) Tinh xac suat dé ngudi choi thang cude.

c) Tinh ki vong, phwong sai va dé léch chuén cla X.

Giai

a) Phép thir T1a: “Gieo con xuc x3c can dbéi, ddng chat’. £ 1a bién cb: “Con xuc xac xuat hién
mat 6 cham”.
Tacd P(E)= % X 12 s6 1&n xuét hién bién cb E trong 18 lan thire hién I3p lai phép thlr T
mot cach déc 1ap. Theo Nhan xét (sau HD2), khi d6 X |4 bién ng&u nhién cé phan bé nhi

o ) 1

thucvoin=18;p= 5

b) Goi E Ia bién cb “Ngu i choi thang”. Ta co E = { X = 3}.
Bién c6 déi E : “Ngudi choi thua cudc” 13 bién cb {X <2}.

Theo chu y vé phan bd nhi thire, ta cé:

5\° 1 (5Y" 1Y (5)°
rix<2)=(g) +ehg(5) re(5) 3]
Do do

re-to@-+ (o3 3] (3] 3]

5° 18-5" 153.5° 6"-5"-18.5" -153.5"

= 1_6T 618 - 618 e 618

~0,5973.

c) Ap dung cong thire tinh E(X) va V(X) ta co:
E(X)zn‘p=18-%=3;
V(X)=n-p(1-p)=18-
o(X)=+25 ~15811

.E: 2‘5;
6

o -
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) Vin dung. Gidi quyét bai toan & tinh hubng mé dau.

20

Huwéng dan

a) Goi X la s cau tra 1&i dung cla An. X la mét bién ngau nhién ¢é phan bd nhi thirc
véi tham sé n = 10; p:%’ Sé diém trung binh la E£(X). Vay trung binh An nhan dwoc
E(X):np=10-%=2,5 diém.

b) An vurot qua bai thi khi lam dung it nhat 5 cau tirc 1a khi X> 5. Theo chi y vé phan bd nhi thire,

ta co:
5 5 6 4 10 0
P(Xzs)cho.(l] [ﬁ] +c160-[1] (3] +.-.+c;§-(1J (9} ~0,0781.
4 4 4 4 4 4

T @6 tinh dwoc xac suat vrot qua bai thi clia An xap xi 7,81%.

BAI TAP

1.6. Tai m6t nha may san xuét linh kién dién tl, cac linh kién dwoc xép vao tirng hdp mét
cach doc lap, méi hop 10 linh kién. Hop dweoc xép loai | néu hop do co nhiéu nhat mét
linh kién khéng dat tiéu chudn. Biét rang xac suat Gé nha may san xuat ra mét linh kién
dién t&r khéng dat tiéu chuan 1a 0,01. Hai t 1& nhirng hép linh kién dién t loai | 1a bao nhiéu?

1.7. M6t bai thi trdc nghiém gém 10 cau hoi, mbi cau c6 4 phwong an tra 1, trong d6 chi cd
mot phwong an ding. Méi cau tra 1&i ding dwoc 4 diém, mbi cau tra 1&i sai trir 1 diém.
Mét thi sinh lam bai bang cach & méi cau hoéi chon ngau nhién mét phwong an tra 16i.
Tinh xac sut dé thi sinh 6 sau khi hoan thanh hét 10 cau trong bai thi, co két qua:
a) 15 diém:;

b) Bi diém am.

1.8. Trong mét trd choi, méi van ngudi choi gieo déng théi 3 xlc xac can dbi, déng chét.
Néu cé it nhat 2 xuc x&c xuét hién mat 6 cham thi nguéi choi gianh chién thédng van
choi d6. Bac Hung tham gia choi 3 van. Tinh xac suét @& bac Hung thang it nhat 2 van.

1.9. Mau hat clla dau Ha Lan c6 hai kiéu hinh: mau vang va mau xanh. Cé hai gene (rng
v&i hai kiéu hinh nay 1a allele trdi A va allele 1&n a. Khi cho lai hai cay dau Ha Lan, cay
con lay ngau nhién mét gene tir cay b va mét gene tir cdy me dé hinh thanh mét cap
gene.

B&n ban An, Binh, Son va Dwong, mbi ban déc lap véi nhau, thie hién phép thir 1a lai
hai cay dau Ha Lan, trong do cay bd co kiéu gene 13 Aa, cay me co kiéu gene la Aa.

Goi X |a s cay con cé hat mau vang trong sbé 4 cay con.
a) Lap bang phan bb xac suét ctia X.

b) HGi trung binh cé bao nhiéu cay con ¢6 hat mau xanh?



1.10.

1.11.

1.12.

Trong mét I&p hoc ¢é 6 béng dén hoat dong déc 1&p v&i nhau. Mi bdng ¢ xac suéat
bi héng la 0,25. Goi X la sé béng sang.
a) Goi tén phan bd xac suét bién ngau nhién X

b) Biét rang I&p hoc cé dU anh sang néu co it nhat 4 béng sang. Tinh xac suat dé
I&p hoc AU anh sang.

c) Tinh ki vong, phwong sai va d6 Iéch chuan clia X.

Son va Tung thi d&u bong ban véi nhau. Tran dau gém 5 van déc 1ap. Xac suét thang
ctia Son trong méi van |a % Biét rang mébi van khéng cé két qua hoa. Nguwdi thang
tran dau néu thang it nhat 3 van dau.

a) Goi X la sé tran thang clia Son. H6i X |a bién ngau nhién c6 phan bb xac suét gi?
b) Tinh xac suat dé Son thang Tung trong tran dau.

Cam xuét khau duoc déng thanh tirng thiing. Xac suat d& mét qué cam khéng dat chat
lwong 1a 0,03. Vi sé lwong cam trong méi thiing rat I6n nén khéng thé kiém tra toan bd
sb cam trong thung, ngwei ta lay ngau nhién tlr thung cam 20 1an mét cach déc lap,
mdi lan lay 1 qua dé kiém tra roi tra lai n6 vao thing. Goi X la s6 qué cam khoéng dat
chat luvong.

a) Goi tén phan b xac suat bién ngiu nhién X.

b) Cac thung cam dwoc phan thanh ba loai theo cach sau:

Trong 20 1&n |4y d6:

— Néu tat ca cac qua cam lay ra déu dat chéat lvong thi thung duoc xép loai |;
— Néu c6 1 hoac 2 qua cam khéng dat chét lwong thi thung dwoc xép loai |l;
— Néu cd it nhat 3 qué cam khéng dat chat lvong thi thung duoc xép loai Il

Tinh ti 1& cac thing cam duwoc xép loai |, 1, 1.
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1.13.

1.14.

1.15.

1.16.

1.17.

1.18.

BAI TAP CUOI CHUYEN BE 1

Mét chiéec hép dwng ba tdm thé cung loai ghi s6 0, ghi s6 1 va ghi sé 2. Ban An rut thé

ba lan mét cach doc lap, méi lan rit mét tam thé tir trong tai, ghi lai s6 trén tAm thé roi

tra lai thé vao hop. Goi X 1a tdng ba sé An nhan dwoc sau ba lan rat thé. Lap béng phan

bb xac suét clia X.

Coé ba chiéc tail, Il va lll. Tai | ¢é chira 5 vién bi trang va 5 vién bi den cling kich thuére,

khéi Iong. Tui Il va Il mdi tdi co chira 2 vién bi trdng va 8 vién bi den. Ban Minh lay

ngau nhién t&r mbi tai mét vién bi. Goi X 1a sb vién bi trang lay dworc.

a) Lap bang phan bb xac suét clia X.

b) Chirng minh rang X khéng phai la bién ngau nhién cé phan bé nhij thirc.

Mot cude thi gdm hai loai cau héi: Cau hoi loai 1 va cau hdi loai 2. & vong 1 thi sinh

bdc ngdu nhién cau hdiloai i € {1; 2} . Néu tra I&i sai thi thi sinh dirng cudc thi tai day.

Néu tra 16i dung, thi sinh sé di tiép vao vong 2, tiép tuc béc ngau nhién mét cau hdi loai

je {1; 2} (j #i). Sau khi thi sinh tra I&i cau héi nay, cudc thi két thiic. Thi sinh s& nhan

dwoc V, diém néu tra 16i dung cau héi loai i € {1; 2}. Gia thiét rang viéc tré 1&i dang

cau hdi vong 1 sé khdng éanh hudng dén xac suét tra |&i dung hay sai cau hdi & vong 2.

Ban An tham gia cuéc thi. Goi E. 1a bién cé: “An tra 1&i ding céu hai loai 7 (i €{1; 2}).

Gia st P(E))=p;.

a) Véi diéu kién nao thi & véng 1, An nén béc ngdu nhién cau héi loai 1?

b) Gia srp, =0,6, p, =0,8, V, =20, V, =10. Khi 6 & vong 1, An nén béc ngau nhién
céau hdi loai nao?

Hai ki thi Hoa va Trudng thi mét tran dau cé. Biét rang thé I& & méi van dau trong tran

nay khéng co6 két qua hoa. Xac suét thang clia Trudng trong mét van la 0,4. Tran déu

gdm 7 van. Nguéi nao thdng mét s6 van Ién hon 1a ngwéi thang cude. Tinh xac suat aé

Trwong la nguoi thang cudc.

M6t hé théng tin co n thanh phan hoat déng doc lap véi nhau. Xac suét hoat dong cla

m&i thanh phan |a p. Hé hoat ddng néu c6 it nhat mot nira cac thanh phan hoat déng.

\V/Gi gia tri nao cua p thi hé 5 thanh phan tét hon hé 3 thanh phan?

Mét clra hang cho thué xe 6 t6 tw I&i. Chi phi clra hang phai tiéu tbn cho mét chiéc xe |a

atriéu déng/ngay. Méi chiéc xe dwoc cho thué thi clra hang thu vé dwoc 1 triéu ddng/ngay.

Biét réng nhu cau cho thué trong mét ngay la mét bién ngdu nhién rdi rac X c6 bang

phan bd xac suét nhu sau:

X 0 1 2 3 B

=2 0,0608 0,1703 0,2384 0,2225 0,308

a) Gia slr clra hang cé 3 chiéc 6 td cho thué. Goi Y la sé tién clra hang thu dworc trong
1 ngay. Lap bang phan bé xac suét cta Y. Hdi trung binh mét ngay clra hang thu
dwoc bao nhiéu tién tr viéc cho thué xe?

b) Gia sir clra hang co 4 chiéc 6 t6 cho thué. Goi Z 1a sb tién clra hang thu dworc trong
1 ngay. Lap béng phan bé xac suét ciia Z. Hai trung binh mét ngay clra hang thu
dwoc bao nhiéu tién tr viéc cho thué xe?

¢) V&i gia tri nao cua a thi ctra hang chi nén duy tri 3 xe 6 t6 cho thué?




CHUYEN DE 2
UNG DUNG TOAN HOC

DE GIAI QUYET MOT sO
BAI TOAN TOI UU
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Trong cudc séng, ching ta thwong phai gidi quyét
cac bai toan tdi wu, chang han bai toan tim phwong
4n san xuét hodc van chuyén sao cho chi phi can ’
thiét 13 nhé nhéat hodc lgi nhuan thu dwoc I3 Ién nhat. e
Chuyén dé nay gidi thieu phuwong phap hinh hocdé |

giai nhirng bai toan quy hoach tuyén tinh hai bién B
va phwong phép dao ham dé giai mot s6 bai toan t6i
wu don gidn thwong gép c6 thé dwa vé viéc tim gid
trj Ién nhAt hodc nhé nhat cia ham sé mot bién sb.

VAN DUNG HE BA'I' PHUONG TRINH
BAC NHAT HAI AN BE GIAI QUYET
MOT SO BAI TOAN QUY HOACH TUYEN TiNH

— P_hu'o'ng an t6i uu

L
)
I
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THUAT NGU KIEN THUC, Ki NANG
- Baitoan quy hoach tuyén tinh «  Van dung céc kién thirc vé hé bat phuong trinh

. : béac nhat hai &n dé giai quyét mot sé bai toan
Ham mug tiéu, f;éc rang butc , quy hoach tuyén tinh.
»  Phwong an chap nhan dwoec, diém cuwc

bién, phwong an cuwre bién va phwong an

toi wu

M6t xi nghiép san xuét hai loai san pham | va Il. Mdi kildgam san pham loai | can 2 kg nguyén
liéu va 30 gi& lam, dem lai mirc loi nhuan 40 nghin ddng. Mdi kildgam san pham loai ||
can 4 kg nguyén liéu va 15 gi& lam, dem lai mire loi nhuan [& 30 nghin déng. Xi nghiép ¢
200 kg nguyén liéu va tbi da 1 200 gi® lam viéc. Hay dat ké hoach san xuat dé xi nghiép co
mdrc loi nhudn cao nhét.




1. GIG1 THIEU BAI TOAN QUY HOACH TUYEN TINH HAI BIEN
) W01 Trong bai todn mé dau, goi x va y 1an lwot |a sé kilbgam san pham loai | va loai Il can

sén xuét.

a) Ki hiéu F(x: y) 1a loi nhuan cta xi nghiép khi san xuét x kg san pham loai | va y kg san
pham loai I. Viét biéu thire tinh F(x; y) theo x va y.

b) Lap hé bat phwong trinh bac nhéat hai &n rang budc x va y thod man yéu cau clia bai toan.

c) Biéu dién trén mat phang toa dé dé thay rang mién nghiém cla hé bat phwong trinh tim
duoc trong y b la mét mién tir giac. Tim toa d6 cac dinh cia mién ti giac nay.

d) Tinh gia tri ctia F(x; y) tai cac dinh clia mién t& giac tim duoc trong y b, tlr d6 du doan vé
muc loi nhuéan cao nhat.

Trong thue tién, ta thwdng gap bai toan sau:

B
Tim gia tri I&n nhét (twong tng, gia tri nhé nhat) cla biéu thirc F(x; y) = Ax + By trén mién ]
nghiém S ctia mét hé bat phwong trinh bac nhat hai an:
ax+by<sc,

a,x+by=<c,

S (1)

ax+byse

& d6 A, B la hai s6 thue cho truée, khéng déng théi bang 0.
Céc bai toan nhw vay goi la bai toan quy hoach tuyén tinh hai bién. Biéu thirc F(x; y) &

L trén goi 1a ham muc tiéu. J

Chay
a) Mé&i bat phwong trinh trong hé (1) goi la mét rang budc. Néu (Xq: ¥y ) 1& mét nghiém cuia hé
(1) thi ta ndi (xy;¥,) 1& mét phirong &n chap nhan dwoc hodc phuong én kha thi cha bai
toan. Tap cac phwong an chép nhan dwoc con goi la mién chap nhan dwoc. Néu F(x; y)
dat gia tri Ion nhat (twong (ng, gia tri nhé nhat) trén mién nghiém S tai (x,;y,) thi cap
(x4 ¥,) @oi 1& mét phuong an toi wu cia bai toan va gia tri F(x,;y,) goila gia tri téi wu.
b) Bai toan quy hoach tuyén tinh trén dwoc ki hiéu nhw sau:
F(x;y)=Ax + By = max (min)
v&i cac rang bubc
ax+by<c,
ax+hby<e,

ax+by<e.

c) Trong hé (1), mét sé rang budc cé thé dwoc viét dwdi dang ax + by >c.

) Vidu1. Mét cdng ty san xuét hai loai thue pham X, Y. Nguyén liéu dé san xuat gdm ba loai 12
bét, dwdrng va dau thwe vat, véi lvong dy trir twong (ng 1a 15 tan, 12 tan, 10 tn. Dé san xuét:

+ 1 t&n thwe pham loai X can 0,5 tan bét, 0,5 tAn dwong, 0,2 tAn dau thuc vat;
« 1 tén thuc pham loai Y can 0,6 tan bét, 0,3 tan dwong, 0,5 tan dau thuc vat.
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Gia ban mét tan thuc phdm X la 100 triéu déng, gia ban mét tan thuc phdm Y la 112 triéu
ddng. Hdi can san xuat méi loai thiec pham bao nhiéu tan dé cé doanh thu I&6n nhat?

Goi x va ylan lrot |a sé tan thwec phadm X va Y can san xuéat.
a) Viét biéu thirc F(x; ) biéu thi sé tién ban thuc pham thu dwoc theo x va y.
b) Lap hé bat phwong trinh bac nhét hai &n x va y biéu thi cac rang budc cla bai toan.
c) Biéu dién mién nghiém clia hé bat phuong trinh tim dwoc trong ¥ b. Tim toa d6 cac dinh
cla mién nghiém va tinh gia tri clia F(x; y) tai cac diém go.
Giai
a) F(x;y)=100x +112y triéu dong.
b) Sé tan bot dé san xuét x tan thue phadm X va y tan thwe phdm Y 1a 0,5x +0,6y.
Sé tan dwdng dé san xuét x tan thuc pham X va y tan thuc phdm Y 1a 0,5x +0,3y.
Sé tan dau thwe vat dé san xuat x tan thwe phdm X va y tan thwe phdm Y 1a 0,2x + 0,5y.
Vi lweng nguyén liéu s dung khéng vwrot qua lvong dw triy nén ta cé hé;
(0,5x+ 0,6y <15
0,5x+0,3y <12
0,2x+ 0,5y <10
x20,y>0.
c) Téap cac phwong an chap nhan dwoc la mién ngli giac t6 mau trong Hinh 2.1.
Céc dinh cGia mién nghiém a:
150 200

0:0),A(0:20), B
(0.0 AlE2Y). (13‘13

J,C(18;10),D(24;0).
Ta co:

F(0; 0)=100-0+112-0=0;

F(0; 20)=100-0+112-20 = 2240;

D
150 200 150 200 37400 >
F| —;— |=100- — +112- —= - O 24\ 30 X
(13 13] 13 13 13 i

F(18;10)=100-18+112-10 = 2920;
F(24;0)=100-24 +112.0=2400.

Hinh 2.1

D Vidu 2. Xét bai toan:
F(x;y)=3x+2y — min
v&i cac rang budc
x-y<1
X+y=>3
x=0.
a) Biéu dién tap nghiém cla hé cac rang budc trén mat phang toa do.

b) Goi A, B la giao diém cta duong thang d: x + y = 3 véi duwong thang d” x — y =1 va truc
Oy. Tinh gia tri F(x;y) tai cac diém A va B,
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Giai
a) Tap nghiém clia hé cac rang budc la mién khéng bi chan
dwoc té mau nhw trong Hinh 2.2.

b) Toa d6 giao diém A cla hai dwdng thdng d va d'1a A(2; 1).
Toa d6 giao diém B cla dwdng thang d va truc Oy la
B(0; 3).

Taeh: FHZ2; 1)=38:24 21 =8, FD; 3}=3:04+2:3=6

Chu y

« Trong Vidu 2, cac diém A, B ciing dwoc goi la “dinh” clia
mien nghiém S.

Yk

Hinh 2.2

+ Néu phwong an chap nhan duoc (X,; ¥) lamét dinh clia mién nghiém thi (x,; y,) dwoc

goi la mot diém cuc bién hodc phuong an cuc bién.

) Luyén tip 1. Ngudi ta dw dinh dung hai loai nguyén liéu dé chiét xuat it nhat 140 kg chéat X va
9 kg chat Y. Tir mbi tan nguyén liéu loai | gia 4 triéu dong cé thé chiét xuat dwoc 20 kg chat
X va 0,6 kg chat Y. Tir m&i tn nguyén liéu loai Il gia 3 triéu déng, cé thé chiét xuat dwoc
10 kg chét X va 1,5 kg chat Y. Co sé& cung cép nguyén liéu chi cé thé cung cdp khong qua

) M2. Ta giai bai toan trong Tinh hubng mé dau.
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10 tAn nguyén liéu loai | va khéng qua 9 tan nguyén liéu loai Il.

Phai diing bao nhiéu tan nguyén liéu méi loai dé chi phi mua nguyén liéu la it nhat ma van

dap ng duoc cac yéu cdu dat ra & trén?

a) Pat 4n va viét bai toan quy hoach tuyén tinh dién ta yéu cau cua bai toan trén.

b) Biéu dién tap cac phwong én chip nhan duoc va tim cac phwong an cue bién.

2. BAI TOAN QUY HOACH TUYEN TINH VO1 MIEN CHAP NHAN PUQC LA MIEN

PA GIAC

Tir HD1 ta cé bai toan quy hoach tuyén tinh sau:
F(x;y)=40x + 30y —» max
v&i cac rang budc

x+2y <100
2x+y <80
x=20 yz0.

Mién chap nhan dwoc S cla bai toan la mién
ttr giac td6 mau trong Hinh 2.3.

a) Tim tap hop cac diém M(x; y) thod man 5

F(x;y)=40x + 30y =1200.

T

Hinh 2.3



b) V&i méi sé thwe m xét dwdng thang d,, : 40x + 30y = m.
T hinh v&, tim diéu kién ctia m Gé d, ~S = @.
c) T phan b suy ra gia tri I&n nhéat cta F(x; y) trén mién S, tir d6 suy ra |&i gidi cha bai toan.

Nhén xét

Xét bai toan quy hoach tuyén tinh véi tap cac phwong an chép nhan duoc S. Ngudi ta chirng
minh dwoc rang:

« Néu S = thi bai toan khéng cé phwong an téi wu.

« Néu S # @ va la mién da giac thi bai toan luén cé phwong an t6i wu va phuong an téi wu
la mét trong cac phuwong an cuc bién.

Céc bwéc gidi bai toan quy hoach tuyén tinh v&i mién chap nhan dwoc 1a mién da giac:
Buéc 1. Dat bién.

Buwoc 2. Xac dinh ham muc tiéu.

Buéc 3. Xac dinh hé bat phwong trinh bac nhat gém tat ca cac rang budc clia bai toan.
Buérc 4. Biéu dién tap cac phwong an chap nhan duoc. Tim cac phwong an cuc bién.

Budc 5. Tinh gid tri cia ham muc tiéu tai cac diém cuwc bién, tir d6 suy ra gia tri I&n nhéat va
gia tri nhé nhat cda ham muc tiéu roi két luan.

Y Vi du 3. (Bai todn vitamin) Mét nha khoa hoc da nghién ctru vé tac ddng phéi hop cta hai loai
vitamin A va B déi v&i co thé con nguéi. Két qua nhu sau:

i) Mot ngwdi mbi ngay can tir 400 dén 1 000 don vi vitamin ca A |an B;

i) Trong mdt ngay mdi ngudi cé thé tiép nhan khéng qua 600 don vi vitamin A va khéng qué
500 don vi vitamin B;

iii) Do tac déng phéi hop cua hai loai vitamin trén, nén mai ngay, mét ngwoi sir dung sé don
vi vitamin B khéng it hon mét nira sé don vi vitamin A nhung khéng nhiéu hon ba lan sé
don vi vitamin A.

Biét rang mdi don vi vitamin A cé gia 90 déng va méi don vi vitamin B ¢ gia 75 dong.
Tim phwong an dung hai loai vitamin A va B thod man céc diéu kién & trén sao cho chi phi
ré nhat.

Giai

Budc 1. Goi x va y 1an lwot 1a sé don vi vitamin A va B ma mét ngudi dung méi ngay.

Buéc 2. Chi phi mua vitamin la F(x;y) = 90x + 75y dong.

Buéc 3. Hé bat phwong trinh rang budc x va y 1a

0<x<600

0<y <500
400<x+y <1000

1
—x<y<3x.
et
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Buoc 4. Mién nghiém cla hé béat phwong trinh nay Ay
la mién luc giac MNPQRS trong Hinh 2.4. 1 000
Cac diém cuc bién la;

M(100; 300) N(s—go 500) P(500; 500),

\

\500| N
600: 400), R(600: 300), | 390 400 -
s ’ ‘ ’ g+ 3 I 400
Buéc 5. Bai toan yéu cau tim gia tri nhd nhat cua ' R
F(x; y) trén mién luc gidc MNPQRS. Ta biét rang N
F(x; y) dat gia tri nhd nhét tai mét trong céc dinh cla S

luc giac. Tinh gia tri cla F(x; y) tai cac dinh cla luc 40[\ o OON
giac ta dvoc:

500 Hinh 2.4

F(100; 300) = 31 500; F(T 500} 52500; F(500; 500)=82500;

F(600; 400)=84000; F(600; 300)=76500; F[? 4—§0J 34000.

Gia tri nhé nhéat cla F(x; y) bang 31 500 tai M(100; 300). Phwong an téi wu la (100; 300).
Vay chi phi mua vitamin nhé nhét la 31 500 déng khi x = 100 va y = 300.

Bay gi® ta s& xét mét tinh huédng ma phuwong an téi wu clia bai toan dat dwoc tai vo sé diém
trén mién chép nhan duoc.

) Vidua. Mot cdng ty son san xuét hai loai son 1a son ndi that va son ngoai trédi. Nguyén liéu
dé san xuét gdm hai loai X va Y véi trr lwong Ian lwot 12 6 tan va 8 tan. Dé san xuit mét tan
son ndi théat can 2 tan nguyén liéu X va 1 tan nguyén liéu Y. Dé san xuat mét tAn son ngoai
troi can 1 tAn nguyén liéu X va 2 tAn nguyén liéu Y. Qua nghién ciru thi treeng, cong ty thay
rang nhu cau son ndi that khéng nhiéu hon son ngoai tréi qua 1 tan va nhu cdu cuc dai clia
son ndi thét 1a 2 tan. Gia ban mét tan son ndi that |a 60 triéu ddng, mot tAn son ngoai tréi
la 30 triéu ddng. Céng ty can san xuat méi loai son bao nhiéu tan dé doanh thu I&n nhat?
Giai
Buéc 1. Goi x va y lan lwot 1a sé tAn son ndi that va son \
ngoai trdi cdng ty can san xuét.

Budce 2. Doanh thu clia cong ty la:
F(x;y)=60x + 30y (triéu déng).

Buéc 3. Hé bat phwong trinh bac nhét rang budc x va y la

QZx=2

y=0

12X+y <6 ©

X+2y<8 /|

x<y+1. Hinh 2.5

Budc 4. Mién nghiém ctia hé bat phwong trinh nay 1a mién luc giac OABCDE trong Hinh 2.5.

4 10)

Céc didm cue bién 1a; O(0; 0), At 0), B(2, 1), C(2; 2), 9(3 E(C; 4).
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Budc 5. Bai toan yéu cau tim gia tri [én nhét clia F(x; y) trén mién luc giac OABCDE.
Ta biét rang, F(x; y) dat gia tri I&6n nhét tai mot trong cac dinh cuda luc giac. Tinh gia tri cla
F(x; y) tai cac dinh cua da giac ta duoc:

F(0;, 0)=0;, F(1 0)=60; F(2 1) =150; F(2 2) = F[4 1:} 180; F(0; 4)=120.

Chu y réng vi duwong thdng CD c6 phuong trinh 2x + y =6, nén vé&i moi diém M(x;y) thudc
duong thang CD ta déu c6 F(x;y)=60x + 30y =30(2x +y)=30-6 =180. Vay biéu thirc
F(x; y) dat gia tri I&n nhat bang 180 tai moi diém M(x; y) thudc doan thang CD. Nhw vay bai
toan co vé s6 phwong an téi wu, 46 |1a toa dé cla tat ca cac diém thudc doan thang CD. Tl d6
suy ra, cdng ty can san xuét x tan son ndi that va y = 6 — 2x tan son ngoai trdi voi * axa2
thi doanh thu I&n nhét. ?

) Luyén tip 2. Mot cong ty can thué xe dé chd 140 nguwdi va 9 tAn hang. Noi thué xe ¢6 hai loai
xe A va B, trong d6 loai xe A cé 10 chiéc va loai xe B ¢ 9 chiéc. Mot chiéc xe loai A cho thué
v&i gia 4 triéu ddng, mét chiéc xe loai B cho thué véi gia 3 triéu ddng. Biét rang madi xe loai A
c6 thé ché téi da 20 nguwdi va 0,6 tan hang; mdi xe loai B c6 thé ché téi da 10 ngudi va 1,5
tan hang. Phai thué bao nhiéu xe loai A va bao nhiéu xe loai B dé chi phi bo ra |a it nhat ma
van ché duoc hét hang va ngudi?

3. BAI TOAN QUY HOACH TUYEN TiNH VOI MIEN CHAP NHAN PUQC KHONG
LA MIEN DA GIAC
) 1oz, Xét bai toan quy hoach tuyén tinh
F(x;y)=3x+4y —> min
v@i cac rang budc
x>0,y=0

X+2y =>4
X+y=3.

a) Kiém tra lai rdng mién S t6 mau trong Hinh 2.6 1a
mién chap nhan dwoc clia bai toan.

b) Tim tap hop cac diém M(x; y) thod man

(NTIE N
o o K (F] =

F(x;y}=3x+4y=,‘|2. 1/ : 1(&)?\){
c) Véi méi sb thue m, xét duéng thang
Phwong an
d,:3x+4y =m. t6i wu
Tw hinh v&, tim diéu kién ciam dé d,, n S = Q. Hinh 2.6

d) Tl phan ¢ suy ra gia tri nhd nhat clia F(x; y) trén mién chap nhan dwoc. Chirng té rang, gia
tri nhd nhét nay chinh |a gia tri clia F(x; ) tai mot diém cye bién clia mién chap nhan duorc.



Nhan xet
Xét bai toan quy hoach tuyén tinh v&i tap cac phwong an chap nhan duvoc S. Nguoi ta
chirng minh dwoc rang:

+ Néu bai toan cé phwong an téi wu thi phwong an téi wu 1a mét trong cac phwong an
cuwc bién.
» Néu ham muc tiéu F(xy)=Ax+By c6 A>0, B>0 va cac rang budc bao gém x >0,

y 20 va mién chap nhan dwoc khéng 1a mién da gidc thi F(x; y) c6 gia tri nhé nhat ma
khoéng c6 gia tri [on nhat.

) Vidus. (Bai toén khdu phén &n) Mot chuyén gia dinh duéng dw dinh lam mét thwe don gém
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hai loai thwe pham chinh X va Y. Biét rang:
+  C{r 100 gam thuc pham X chira 2 don vi chat béo, 1 don vi carbohydrate va 4 don vi protein.
+ Cr 100 gam thwe phdm Y chira 3 don vi chat béo, 3 don vi carbohydrate va 3 don vi protein.

Vi chuyén gia nay muén thirc &n phai cung cép it nhat 18 don vi chét béo, 12 don vi
carbohydrate va 24 don v protein. Chuyén gia nay phai lam thwrc don thé nao dé chi phi mua
nguyén liéu la ré nhéat va van dam bdo cac yéu cdu & trén? Biét rang 100 gam thwe phdm X
¢6 gia 20 nghin déng va 100 gam thyc pham Y ¢6é gia 25 nghin déng.

Giai

Budce 1. Goi x va y lan lwot 1a sé trdm gam thue pham X va Y trong thuc don.

Buéce 2. Chi phi mua thuc pham 1a F(x;y) = 20x + 25y (nghin déng).

Buéc 3. Hé béat phuong trinh rang budc x va y |a

7

x=0,y>0

2x+3y>18 \
d.

X+3y =212 N

4x+ 3y >24. -9;

Buée 4. Mién nghiém cla hé bat phwong trinh nay 1a mién
t&6 mau, khéng |a mién da giac, trong Hinh 2.7.

é’déy d,:2x+3y =18 d,: x+3y =12, d, : 4x + 3y = 24. 1

Céc diém cuc bién 1a A(0; 8), B(3; 4), C(6; 2), D(12; 0). Hinh 2.7
Bude 5. Bai toan yéu cau tim gia tri nhd nhét cia F(x; y)
trén mién nghiém cla hé bat phwong trinh trén. Theo Nhan xét & trén, F(x; y) c¢b gia tri nhd

nhat trén S va dat dwoc tai mot trong cac diém cuc bién clia mién chap nhan duoc. Tinh gia
tri clia F(x; y) tai cac diém cwce bién ta dwoc:

F(0; 8) = 200; F(3; 4) =160; F(6; 2) =170; F(12; 0) = 240.

Vay gia tri nhé nhét clia F(x; y) trén mién S la 160 dat dwoc tai B(3; 4). Suy ra phuong an téi
wu la B(3; 4) va gia tri téi wu Ia 160.

Vay chuyén gia thwe pham can mua 300 gam thu'c phdm X va 400 gam thuc phdm Y thi chi phi
mua thwe phédm sé it nhat ma van dam bao yéu cau vé dinh dwéng.



) Vi du 6. Xét hé bat phwong trinh bac nhét hai &n:

X+y=3
2x -y =1
x—-2y=>-4
y=20.
a) Biéu dién ,mién nghiém cuia hé bat phwong trinh da cho trén mat phang toa d6 va tim toa
d6 cac diém cuc bién.
b) Tim gié tri I&n nhét va gia tri nhé nhat (néu coé) cha biéu thirc F(x;y) =2x +3y vdi (X y)
thod man hé béat phuwong trinh trén.
c) Tim gia tri I&n nhét va gia tri nhé nhét (néu co) clia biéu thirc G(x; y) = —x + 0,5y trén mién
nghiém cla hé bat phuong trinh trén. Vi
Giai dN
a) Mién nghiém cla S hé bét phwong trinh khéng Ia }
mién da giac va duoc to méﬁu trong Hinh 2.8. O d‘éy >
d,, d, va d, la cac dwong thang c6 phwong trinh lan
1
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lvotla x+y=3, 2x—-y=1va x-2y=-4.
C6 ba diém cuc bién la: A(2;3), B(g—; g] vaC(3;0).

o)

b) Vi mién chép nhan dwoc khéng la mién da gidc vacé  /
x >0, y =0, nén theo Nhan xét & trén thi F(x; y) ¢6 gia
tri nhd nhat ma khéng co gia tri Ién nhat.

Tinh gia tri ctia F(x; y) tai cac diém cuc bién ta dwoc:

F(2;3)=2-2+3-3=13;
F(i;§)=2.i.,..3_§:§_3_.
3'3 3 " 83!
F(3;0)=2-3+3.0=6.

\Vay gia tri nhé nhat ctia F(x; y) bang 6 tai
diém cwe bién C(3; 0).

Thue té, ta thay biéu thirc F(x; y) c6 thé 16n
tuy y khi x, y dud Ién, vi vay F(x; y) khéng c6
gia tri I&n nhét trén mién S.

>

c) Véi mdi sb thwc m, xét dwong thang
L :—Xx+—y=m.
m +2y

Hinh 2.9

cét Oy tai diém (0,2m) (H.2.9). Dé thdy
L. nS=@ néu va chi néu 2m<-1 hay

Puéng thdng L, song song véi AB va / om

m< %1 Tir 66 suy ra, gia tri I&n nhét ctia G(x; y) bang %1 dat dwoc tai moi diém clia doan
AB. Thuc té, véi moi diém M(x;y) thudc doan AB ta déu co

1 1 1 1

G y)=—X+-y=-=(2X-y)=—=1=—=.

(x.y) 5V =—5(2x-y) 5
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Clng tir két qua: L, ~S =@ néu va chinéu m< —% suy ra G(x; y) khong co gia tri nho
nhat trén mién S. Thue té, G(x; y) cb thé nhé tuy y khi x a0 1é6n con y = 0.

) Luyén tip 3. Giai bai toan quy hoach tuyén tinh sau:

F(x;y)=x+2y —min
v&i cac rang budc
x20,y=20
X+y=1
2x+4y >3.

» Vin dung. M6t cha trang trai can sir dung phan bén dé cham séc cho mét loai dau twong. Loai
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dau twong nay can it nhat 18 don vi dam va it nhat 6 don vi phosphate. Ong chi trang trai
c6 thé str dung hai loai phan bén X va Y. Gia ca, ham lwong dam va ham lwong phosphate
c6 trong moét ta phan X va mét ta phan Y dwoc cho béi bang sau:

Phan bon Sé donvidam | Sé donviphosphate | Gia (triéu déng)
X o 2 1,7
: 6 1 1,2

Hay cho biét can phai mua bao nhiéu ta phan loai X, bao nhiéu ta phan loai Y dé chi phi la
thap nhat ma van dam bao ché d6 dinh dwdng cho loai dau tuong trén?

BAI TAP

2.1. M@t trung tdm té chirc sw kién cé mét phong té chirc 1& cudi voi hai kiéu ban an: ban
hinh chi¥ nhat ngbi 6 nguéi voi gia thué 200 nghin ddng va ban tron ngbi 10 ngudi véi
gia thué 300 nghin déng. Anh Nam muébn thué phong dé t6 chirc dam cwéi véi 250
khach méi. Can phong chi chiva duroc téi da 35 ban cac loai va chi ¢é 15 ban hinh chir nhét.
Hoi anh Nam phai thué mai loai ban bao nhiéu dé giam thiéu téi da chi phi ma van dap
(rng duwoc cac yéu cau trén?

2.2. Mot co s& san xuat hai loai sira chua X va Y. Nguyén liéu chinh dé san xuat hai loai
s(ha chua nay |a dau tay, siva va dwong. Dé san xuat mét don vi sira chua X va mét
don vi sira chua Y can lwong nguyén liéu nhw trong bang:

Nguyeén liéu | Sira chua X Stra chuaY
Dau tay 2 kg 3 kg
Stra 2kg 1kg
Puong 0 kg 1 kg

Ngubn nguyén liéu duw triv dau tay, siva va dwdng lan ot 1a 1,2 tn; 0,8 tan va 0,3 tan. Gia
ban méi don vi stta chua X va Y lan luot la 800 nghin déng va 1,2 triéu déng. Co' s& san
Xuat can san xuat bao nhiéu don vi siva chua X va'Y dé loi nhuan thu dwoc la I16n nhat?



o
[

:%;s.

Mot nha may hoé chéat san xuat hai hop chat X va Y. Khi san xuat mét don vi hop chat
X sé c6 2 dm? khi CO (carbon monoxide) va 6 dm?3 khi SO, (sulfur dioxide) phat tan ra
méi trréng. Khi sén xuat mét don vi hop chat Y sé ¢é 4 dm® khi CO va 3 dm?® khi SO,
phét tan ra méi tridng. Céc yéu céu vé khi thai chi cho phép nha may phat thai ra méi
trwong méi tuan khong qua 3 000 dm? khi CO va khong qua 5 400 dm? khi SO,. Nha
may cé thé ban hét tat cd cac don vi hop chat X va Y sdn xuét ra véi gia 36 000 déng
mét don vi hop chat X va 24 000 déng mét don vi hop chét Y. Xac dinh sé don vi hop
chat X va Y mdi loai can san xuat trong mét tuan dé thu dwoc loi nhuan cao nhat ma
van dam bao cac yéu cau veé khi thai méi trwong.

Ché d6 an clia mét nguoi yéu cau méi ngay téi thiéu 400 don vij vitamin, 500 don
vi khodng chat va 1 400 don vi calo. C6 hai loai thirc an F, va F,; méi don vi F, gia
1200 déng va méi don vi F,gia 720 déng. Méi don vi thire an F, chira 2 don vi vitamin,
1 don vi khoang chét va 4 don vj calo. Méi don vi thirc &n F, chtra 1 don vj vitamin,
2 do’p vi khoang chét va 4 don vi calo. Tim ché an hén hop F, va F, sao cho chi phi la
it nhat ma van dam bdo cac yéu cau vé dinh dwéng.

M6t hang ban ga ran nghién clru thay rang dé lam ra moén ga ran co6 chat lwong tét
nhét thi thirc &n cho ga can dwoc bd sung thém 4 loai vitamin V1, V2, V3 va V4. Téng
lwong vitamin téi thiéu phai bd sung cho méi 100g thirc &n cho ga la: V1 can 50 don
vi, V2 c&n 100 don vi, V3 can 60 don vi va V4 can 180 don vi. C6 hai loai thire an S1
va S2 cung céap 4 loai vitamin nay. Loai S1 c6 gia 720 ddng mét gam va méi gam S1
¢é chira 5 don vi V1, 25 don vi V2, 10 don vi V3 va 35 don vi V4. Loai S2 ¢6 gia 960
ddng moét gam va mbi gam S2 cé chiva 25 don vi V1, 10 don vi V2, 10 don vi V3 va 20
don vi V4. Hoi can phai thém vao 100 gam thirc an cho ga méiloai S1 va S2 bao nhiéu
gam @& chi phi la thdp nhat ma van dam bao dinh duéng cho ga?
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THUAT NGU | KIEN THUC, Ki NANG
«  Baitoan t6i wu + Van dung cac kién thirc v& dao ham dé giai quyét mét s6 bai
. Baitoan kinh t& toan t6i wu xuét hién trong thire tién.

Van dung cac kién thirc vé dao ham dé giai quyét mot s bai

* Hamcau, chiphi, doanh {4 .n 44 wu trong kinh té.

thu, loi nhudn

phap tuyén

Tia toi !
Tia phan xa

Vao nam 1658, nha toan hoc nguwoi Phap Pierre de Fermat da dwa ra mot nguyén li co ban
cla quang hinh hoc ma hién nay goi la nguyén li Fermat (theo britannica.com). T(r nguyén li
nay cé thé rut ra duoc cac dinh luat co ban khac ctia quang hinh hoc nhw dinh luat phan xa,
dinh luét khuc xa anh sang, ...

Nguyén |i Fermat va (rng dung ctia n6 trong Vat Ii 1a mét vi du dién hinh mé ta ré tm quan
trong cla bai toan t6i wu trong khoa hoc, ki thuat. Trong thuc tién cudc sbng, cling c6 rét
nhiéu tinh huéng xuat hién cac bai toan téi wu. Vi du nhw: mét doanh nhan muén gidm
thiéu chi phi va téi da hoa loi nhuan kinh doanh; mét du khach muén gidm thiéu thoi gian di
chuyén,... Trong bai nay, ching ta sé van dung cac kién thirc vé dac ham ciia ham sé dé giai
mot sé bai toan téi wu trong thue tién, d3c biét la cac bai toan ti wu trong kinh té.

1. VAN DUNG PAO HAM DE GIAI QUYET MOT SO BAI TOAN TOI UU TRONG
THUC TIEN

Khi tién hanh ké hoach san xuét, diéu khién céc hé théng, thiét ké ki thuat,... néu biét dwa
trén cac nguyén tac circ tri sé tiét kim duoc vat tw, tién von, tai nguyén, sirc 1ao déng, thei
gian va tang dwoc hiéu qua giai quyét cac van dé dat ra.

Co s¢ li thuyét va cac phwong phap thwe hanh dé giai quyét nhirng van dé néu trén nam trong
li thuyét cac bai toan téi wu. Mét trong nhirng phwong phap don gidn thwdng diing dé giai cac
bai toan téi wu la van dung kién thirc vé dao ham dé tim cuc tri cla cac ham muc tiéu.



) o1, Mot ngudi danh ca dang & trén thuyén (vi tri A)
céch bé bién (diém P) 2 km vé phia déng trén dwdng
b& bién thang theo phwrong bac nam. Nha anh &y nam
bén b bién, céch vi tri diém P khoang 6 km vé phia
bac. Anh &y co thé cheéo thuyén véi van téc 3 km/h
va di bd v6i van tée 5 km/h (gid st van tée cla dong
nwéce la khéng dang ké so véi van tbe ma ngudi danh
ca chéo thuyén). Anh 4y du kién sé chéo thuyén thang
dén mot diém Q dau d6 trén bo bién vé phia bac diém
P, v&i 0< PQ<6 (km), rdi di bdé quang dudng con lai
dé vé nha.

a) Hay chon cac ki hiéu cho cac dai lwong da biét va
dai lwong chwa biét trong bai toan trén.

b) Tim cac mébi quan hé gilra cac ki hiéu trong cau a).

c) Néu anh &y chéo thuyén dén P rdi di bd vé nha thi
hét bao nhiéu th&i gian?

d) Néu anh &y chéo thuyén dén diém Q, rdi di b vé nha thi hét bao nhiéu thoi gian?

Bang téng hop sau gidi thiéu cac budc co ban dé gidi cac bai toan téi wu trong thuc tién
(bang cach thiét |ap ham s va van dung kién thirc dao ham tinh cuec tri).

f B |

CAC BUOC GIAI BAI TOAN TOI LU BANG CACH SU DUNG DAO HAM

Buwére 1. Hiéu van dé: Can xac dinh ré: Diéu chwa biét |a gi? Cac dai lwong da cho la gi?
Cac diéu kién da cho la gi?

Bwée 2. Gi¢i thiéu ki hiéu: Gan mét ki hiéu cho dai lwong sé duoc cye dai hoa hoac
cwe tiéu hod (vidu: L, S, P, Q,...). Béng th&i chon céc ki hiéu cho céc dai lwong chuwa biét
khac (vidux, t, a, b, c,...).

Buwéc 3. Tim méi quan hé giira cac bién: Thé hién cac théng tin clia bai toan dwéi dang
céc bién sb (chon trong cac ki hiéu tir Buwée 2). St dung théng tin da cho dé tim méi quan
hé (& dang phwong trinh) gilra cac bién nay. Sau do, sé biéu thi méi quan hé dé dudi dang
mét ham s6, chang han nhw L =£(x). Tim mién xac dinh ctia ham s6 nay.

Buwéc 4. Phat biéu bai toan: Phat biéu lai bai toan duéi dang bai toan téi wu clia ham sé
(mét bién sb).

Buwoc 5. Giai quyét van dé: S dung cac phuwong phap tim gia tri I6n nhat hoac gia tri
nhé nhat cia ham s dé giai bai toan t6i wu nay (vi du str dung cac kién thire vé dao ham
clia ham sé). Thé hién 1&i gidi trong ngi¥ canh clia bai toan thyc tién.




) Vidu 1. Xét bai toan & HP1. Hay fra |&i cac cau hoi sau:

a) Dé co thé vé nha trong thdi gian ngan nhéat, ngudi danh ca nén chéo thuyén dén diém Q
cach diém P vé phia bac bao xa?

b) Néu chiéc thuyén duwoc gén thém dong co va chay véi van tbc 5 km/h thi anh &y c6 thé
lwa chon quéng dwéng di ngén nhat nhw thé nao?

Giai

Ki hiéu S, la quéng dwdng ngudi danh ca chéo thuyén, v, 1a van téc chéo thuyén. Ki hiéu S,
la quang dwdng nguwdi danh ca di bé doc bd bién va v, la van tbc di bo.

a) Vi diém Q & phia bac diém P v6i PQ=x (km), x €[0; 6],nén S, =BQ=6-x (km).

Do tam giac APQ vuéng tai Pnén S, = AQ = JAP? + PQ? =2 + X2 =44+ %.

Twr HD1, ta cé v, = 3 km/h, v, = 5 km/h. Khi 6, thoi gian ngudi danh ca chéo thuyén tir A

o+ 2 . - -
dénQla t, = g “43; X__ (gi®). Thoi gian anh &y di bo tr QvB B & £, = 2= 8 5" ().
1 V
V4 + x"‘ L B-K
Vay néu anh ay chéo thuyén dén Q réi di bd vé nha thi hét T(x) = (0i0).
Téng thoi gian dé chéo thuyén va di b vé nha clia nguwdi danh ca la
T(x)= *4* : 65’( 0<x<6.

Mién khao sat cia ham s6 T (x) 1 [0; 6]. Chu y rang, néu x =0 thi Q trung véi P, néu x = 6
thi Q trung voi B.

Dao ham cha ham T (x) la

i w i ol
34+x> B

X =% hay 3vJ4+x® =5x. Tir gia thiét x>0 ta suy ra

34+ x*

9(4+x%)=25x", hay 16x” =36. Vay x:%.

Ta ¢6: T'(x)=0<

Van dung phwong phap tim gia tri [én nhét, gia tri nhé nhéat clia ham sé trén mét doan,

ta co:
T ="2, 78] = @, T[§)=§ 8_2
15’ o 2y & 10 15
Vi gid tri T(%] la gia tri nhé nhét trong ba gia tri trén, nén gia tri nhé nhat cla T (x) dat
dwoc khi x :3,
2

\VVay dé co thé vé nha trong thoi gian ngan nhét, anh &y nén chéo thuyén dén diém Q cach

P vé phia bac 1,5 km.
V4+ x> 6-x
+ , X
5 5

b) Khi v, =v, =5 (km/h) thi T (x) = e[0; 6]



Khi do6

1.1 X
-1|<0, ¥xe|0; 6|
(' 5~J4+x B 5[\)4+x ) [ ]

Ham s6 T(x) nghich bién trén doan [0; 6] nén gia tri nhé nhat clia T(x) dat dwoc khi x =6,
tlrc la khi Q truing B. Vay néu chiéc thuyén dwoc gan thém déng co va chay véi van téc
5 km/h thi anh &y cé thé lwa chon quang dwdng di ngén nhat la AB, tirc 1a di thuyén thang tir A
vé B.

) Luyén tip 1. Mot vat dwoc ném tir mat dat 1én troi xién goc a so véi phuong nam ngang voi

van téc ban dau v, = 9 m/s (H.2.10). Khi G6 quy dao chuyén ddng cla vat tuan theo phuong
—gx +xtana, & A6 x (mét) la khoang cach 1
2v;cos’a

vat bay duoc theo phwong ngang tir diém ném, y (mét) 1a do
cao so v&i mat dat cla vat trong qua trinh bay, g 1a gia tbc
trong trwong (theo VAt Ii dai cuong, Nha xuét bén Gido duc

trinh y =

Viét Nam, 2016). /

a) Tinh dd cao nhat cla vat trén quy dao va xac dinh thei diém o
ma vat dat dwoc d6 cao db (gia sl gia téc trong truongla O -
g =9,8 m/s?). X

b) Xac dinh gdc ném a. dé tdm ném xa clia vat dat gia tri Ion nhét.
» Vidu 2. (Dinh luét phan xa éanh séng)

Xét sy phan xa anh sang trén mot gwong phang: Tia sang di tir diém A dén diém P trén
guwong phang, sau dé bi phan xa dén diém B (H.2.11). Theo nguyén li Fermat, tia sang
di chuyén sao cho dwéng truyén APB & ngén nhat. Chirng minh réng khi dé gbc téiibang géc
phan xa /"

Giai
Theo nguyén li Fermat, khi dwéng truyén APB ngan nhat thi mat phang (APB) vudng goc
véi mat phang guong.

Hinh 2.10

Mét phdng qua A, B va vudng goc véi guong phang, cat gwong phang theo dwong thang d.
Goi hinh chiéu clia A, B xuéng gwong phéng lan luvotla A’ B’ Dat AA'=a, BB'=bvaAB'=c
khéng dbi. . _, B

Gia st diém Ptuy y trén d, ndm trong doan A'B' sao
cho AP=x,0<x<c.

Ki hiéu chiéu dai dudng gép khuc APB la L(x). Tt
hinh vé ta co

L(x)= AP+ PB=+a* + x* +4/b’ +(c—x)’, 0<x<c.

Theo nguyén li Fermat, anh sang tuan theo

o

P e s

d

nguyén tadc dwéng di ngan nhat. Vay diém P A’ X P =¥
thuoc duong thdng d sao cho chidu dai heeseemmnecnnacn: e >|
duong gap khic APB (tic la L(x)) ngan nhét. Hinh 2.11

L4y dao ham cla ham sé L(x)ta c:c'>

L) s c—X

va' + x* \/b2+(c e
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cC—X

X
JaZ+x2 B +{o—xP '

2 2 2 — ¥)? 3'2 b 3
Vi 0 < x < ¢ ta dwgre phuwong trinh LY =‘/b o hay\f[}) ”:\j[ ] ¥
X c—X

Xét phwong trinh L'(x) =0, ta co

o s a b ac
Twdosuyra —=—— hay x, =——.
I e T m g g

Van dung phwong phap tim gia tri Ién nhat, gia tri nhé nhat ciia ham sé L(x) trén doan [0; ¢],
ta tinh cac gia tri:

L(0)=a++b*+C*, L(c)=b+~a’ +c®, L(x,)=+/(a+b) +c*.

Dé& thay rang L(x,)la gia tri nhd nhét trong céc gia tri: L(0), L(c), L(x,).

c a b

. . . > A . a ) ~ .
Vay L(x)dat gia tri nho nhattai x, = thoaman 7 =
y ( ) " g X T 0 a+ b xn &= XO

hay coti=coti’ tkclai=/"

T d6 suy ra, khi dwdng gap khiic APB ngan nhét thi géc téi bang goc phan xa.

Binh luat phan xa anh sang

— Tia phan xa nam trong cling mét
phéng v6i tia téi va dwong phap
tuyén clia gwong tai diém téi.

— Géc phan xa bang géc t&i: ' = i.

/
Hinh 2.12

¥ Luyén tdp 2. (Pinh luét khic xa anh sang)

Goi v, la van tbc anh sang trong khéng khi va v, A
la van toéc anh sang trong nudc. Theo nguyén i
Fermat, mét tia séang di chuyén tir mét diém A trong
khéng khi dén mét diém B trong nuwéc theo duong
gap khuc APB sao cho téng thoi gian di chuyén la
nhoé nhéat (H.2.13). Van dung dao ham tim cuc tri
clia ham sb T(x) (tbng thoi gian tia séang di tir A dén

Khéng khi

B theo dwéng gap khuc APB) dé chirng té rang khi b

T(x) nhd nhét thi goc t&i  va goc khtc xa rthod mén

phwong trinh ﬂ:v—“*. e et T 38 g8 B
sinr v,

Phwong trinh nay dwoc goi 1a Binh luat Snell. Hink 2.43



2. VAN DUNG DAO HAM BE GIAI QUYET MOT SO BAI TOAN TOI UU TRONG
KINH TE

Trong phan nay, chung ta sé thao luan vé mét sé (rng dung cia dao ham trong kinh té hoc.
DPau tién, chang ta gi¢i thiéu mét sé ham sé trong kinh té hoc.

Nhan xét
« Ham chi phi AC(x)
Néu C(x) la tdng chi phi ma céng ty (doanh nghiép)
phai trd dé san xuét x don vi hang hoa thi C(x)
dwoc goi la ham chi phi.
+ Ham céu
Goi p(x) 1a gia ban méi don vi hang hoa khi giao
dich x don vi hang hoa. Khi dé p(x) dwoc goi la
ham ciu (hay ham gia) va ham sé nay duoc ki 0
vong la ham giam theo bién x. Nk i
+ Ham doanh thu
Néu x don vi hang hoa duoc ban véi gia maéi don vi p(x), thi ham doanh thu, ki hiéu 1a
R(x), dwoe tinh boi cong thire
R(x)= x- p(x). P(x)

=Y

+ Ham lgi nhuan

Néu x don vi hang hoa duoc ban véi gia mbi don vi
la p(x), thi ham loi nhuan, ki hiéu 1a P(x), dwoc
tinh b&i céng thirc

P(x) = R(x) - C(x) = xp(x) - C(x).

¥

O \

Hinh 2.15

) Vi du 3. M6t clra hang d6 dién dan dung dé ban dwoc 200 may sdy téc mbi thang véi gia
moi may la 150 nghin dong. Mét cudc khao sat thj trwdng chi ra rang, déi véi moéi khoan giam
gia 5 nghin déng cho nguéi mua, sé lwong may say toc ban ra sé tang thém 20 chiéc méi
thang.

a) Tim ham cdu va ham doanh thu.

b) Clra hang nén gidm gia bao nhiéu dé cé doanh thu I6n nhat?

Giai

Goi x la sé lwong may sdy téc ban ra trong mét thang véi gia 1a p(x) (nghin déng), x > 200.

a) Ta d& biét p(200) =150. Vi méi khoan gidm gia 5 nghin déng cho nguoi mua, sé lwong
may sdy téc bén ra sé tdng thém 20 chiéc méi thang, nén cho méi mét chiéc may say toc
ban thém dworc thi gia phai giam la % - 5. Khi d6 s6 lweng may say téc ban ra x (x = 200),

tang thém so va&i 200 chiéc 1a x — 200 (nghin déng).
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Do vay ham céau: p(x) =150 - 21—0-5()(- 200) = 200 —%x.

Ham doanh thu: R(x) = x - p(x) = 200x —%XE.

b) Dé téi da hoa doanh thu, thi ta phai tim gia tri I6n nhét cia ham R(x) véi x > 200.
Ta c6 R'(x)=200 —%x; R'(x)=0 khi x =400. St dung quy tac xét dau dao ham bac

nhét ciia ham sé, ta thay R (400) =40 000 la gia tri I6n nhat cta ham doanh thu, dat duoc
khi x =400. Khi d6 gia clia mét chiéc may sy téc 1a p(400) =100 nghin déng. Turc 1a
mot chiéc may say téc gidm gia 50 nghin déng. Vay dé téi da hoa doanh thu, clra hang
nén gidm gia 50 nghin déng.

) Vidu 4. Nhan dip Ngay Quéc té phu nir 8 - 3, cau lac bé mi thuat ciia An mudn té chirc kinh

doanh thiép chic mirng ngay 8 — 3 d& gay quy sinh hoat cho cau lac bd. Mai tam thiép mua vé
véi gia 8 nghin ddng. Céac ban trong cau lac b6 sé sang tac thém néi dung cla thiép (vé thém
hinh dnh nguoi, hoa cd, 1o chuc...) va sau dé ban lai. Véi mic gia ban 20 nghin déng cho
1 tAm thiép, cau lac b6 c6 thé ban dwoc 500 chiéc. Ctr v&i mbi 1 nghin déng giam gia, sb
lwong hang ban ra tang thém 50 chiéc. Vay cau lac bdé nén dé gia ban nhw thé nao dé gay
duoc nhiéu quy sinh hoat nhat?

Giai
Goi x (nghin déng) la sé tién giam gia cho mbi tam thiép, 0 < x < 20.
Sé lwong tadm thiép ban ra la: 500 +50x (chiéc).
Ham chi phi cho 500 + 50x tam thiép la (500 + 50x) - 8 (nghin dong).
Ham doanh thu cho 500 + 50x tam thiép la
(500 +50x)- (20 - x) (nghin déng).
Khi @6 loi nhuan thu dwoc la
P(x)=(20 - x)(500 + 50x) — 8- (500 + 50x)
=(12-x)(500 + 50x) =6 000+ 100x —50x° (nghin déng).
Dé tbi da hoa loi nhuan, thi ta phai tim gia tri |&n nhét cda ham P(x) voi 0 < x < 20.

Ta cé P'(x)=100-100x =0 khi x =1. Khi d6 P(1)=6 050 (nghin ddng) & gia tri I6n nhét
cla ham loi nhuan, dat dwoc khi x =1. Tic la mbi tam thiép nén gidm gia 1 nghin déng.
Vay gia ban méi nén l1a 19 nghin déng thi cau lac b sé& gay dwoc nhiéu quy sinh hoat nhét.

) Luyén tip 2. M6t doanh nghiép tw nhan A chuyén kinh doanh xe g&n may céac loai. Hién nay,
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doanh nghiép dang tap trung chién lwoc kinh doanh mét loai xe may véi chi phi mua vao la
27 triéu ddng/chiéc va gia ban ra la 31 triéu déng/chiéc. V6i gia ban nay thi sé lwong xe ban
ra moéi nam la 600 chiéc. Nham tiéu thu dong xe dang &n khach nay, doanh nghiép dw dinh
gidm gia ban. Uéc tinh rang ¢l gidm 1 triéu ddng/chiéc thi s6 lwong xe ban ra trong mét ndm
tang thém 200 chiéc. Vay doanh nghiép phai dinh gia ban méi la bao nhiéu dé thu dwoc loi
nhuén cao nhét?



Nhan xét
Chi phi bién |a téc d6 thay déi ctia ham chi phi C(x) déi v&i x, tirc 1a dao ham C'(x).

DPao ham R'(x) ciia ham doanh thu R(x) duoc goi la ham doanh thu bién va |a téc 4o thay dbi
cta doanh thu déi vé&i sb lwong don vi sé&n pham ban ra.

Ham loi nhuan bién la dao ham P'(x) clia ham lgi nhuan.

) Vidu 5. Néu C(x) la chi phi san xuét x don vi hang hod, thi chi phi trung binh cho méi don vi
C(v)
-
Biét rang ham chi phi cho béi céng thirc
C(x)=3 400+ 6x +0,02x* (nghin déng).
a) Hay tim chi phi, chi phi trung binh va chi phi bién & mdc sén xuét 500, 1 000, 2 000 don vi
hang hoa.

hang hoa la c¢(x) =

b) Xac dinh mirc san xuéat dé chi phi trung binh la nhé nhét.

C(X) o ] A . =
AC C(X) = ——==hé s0 goc cla dwdng thang OA
X

C = C(x)

C(0)

Hinh 2.16
Giai
a) Chi phi bién la
C'(x)=6+0,04x.
Chi phi trung binh la

c(x)= Cix) =240 +6+0,02x.
X X
Khi d6 ta co
Chi phi | Chi phi bién e oo C(x)
X c(x) C'(x) Chi phi trung binh c(x)= "
500 11 400 26 22,8
1000 | 29400 46 294
2000 | 95400 86 477
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b) Ta cén tim x d& ¢(x) nhé nhét. Ta co:

¢'(x) = ‘3:200 +£0,02 ¢'(x) =0 X2 =%=170000@ x =100/17.

Khi d6 ¢(x) dat gia tri nhé nhét tai x =100417 ~ 412,3. Ta c6 c(412) < ¢(413).

Do sb don vi hang hoa x phai Ia sé nguyén dwong nén chi phi trung binh ¢(x)1a nhé nhét

khi merc san xuét la x =412 don vi hang hoa.

Luyén tip 4. Biét rang C(x)=16 000+500x—164x>+0,004x* 1& ham chi phi va
p(x)=1700-7x la ham cau cta x don vi hang hod. Hay tim mirc san xuét dé loi nhuan Ia
I&n nhat.

BAI TAP

2.6. Mot clra sb co dang phia dwdi Ia hinh chir nhat, phia trén Ia nira hinh tron co dwong
kinh bing chiéu réng ca hinh chi¥ nhat (H.2.17). Biét d6 dai mép ngoai cla cira sb,
phan sat twong (ké ca phan nlra duong tron phia trén) la 10 m. Hay tinh cac kich
thuwéc ctia hinh chir nhat dé cira sé cé dién tich I&n nhat (két qua lam tron dén chir sb
thap phan thi hai).

Hinh 2.17

2.7. Nguwoi ta muén kéo moét dwong day dién tlr nha may dién dat tai diém A dén mot hon
dao nhé C. Biét rang nha may dién ndm sat bo bién, b bién dwoc coi la thang, khoang
cach CB tir hon ddo C dén bo bién 1a 1 km, khoang cach gitra hai diém A va Bla 4 km.
Méi kildmét day dién néu dat ngdm duéi nuéc sé méat 5 000 USD, ¢on néu dat ngam



2.8.

2.9,

2.10.

dwoi a4t s& mét 3 000 USD. Nguoi ta dy dinh kéo day dién ngam duwoi dét tir didm A
dén moét diém S trén bo bién, nam gilra A va B, sau dé chay ngédm duéi nwéc tir diém
S @én hon ddo C (H. 2.18). Tim vi tri ctia diém S sao cho chi phi kéo duéng day dién
la nhé nhét.

C

1
) A

B - .

*————————— - Pl —mmmmmm e e o »

% 4—-x
W mmmmmmmmm e e mmmm e mm— e ———— >
4
Hinh 2.18

Mot xe khach tuyén co strc chira téi da |a 60 hanh khach. Néu chuyén xe ché x hanh

2

khach thi gia cho méi hanh khach la 50 000[3— 4—){0-] (déng). Xe co doanh thu cao
nhéat khi ch& bao nhiéu hanh khach, va doanh thu dé bang bao nhiéu?
Mot cong ty dw kién chi 1 tf ddng san xuét cac thung dwng son hinh tru véi dung
tich 5 /. Gia san xuat méat xung quanh la 100 nghin déng/m?2, gia san xuat mat day la
120 nghin déng/m2. Héi céng ty c6 thé san xuét dworc t6i da bao nhiéu thung son? (Gia
st chi phi cho cac méi néi khong dang ké)
Giad slir C(x)=18 000+500x —1,6x?+0,004x> (nghin déng) la ham chi phi va
p(x)=1500 - 3x (nghin ddng) la ham cau clia x don vi mot loai hang hoa nao d6.
a) Tim céng thirc clia ham loi nhuan P(x), biét ring ham loi nhuan bang hiéu ciia ham

doanh thu va ham chi phi.

b) Tim mtrc san xuat x dé loi nhuan thu dwoc Ia Ién nhat.



BAI TAP CUOI CHUYEN DE 2

2.11.

212

2.13.

2.14.

M6t clra hang chuyén vé ca phé, cé san 75 kg ca phé Colombia nguyén chéat va
120 kg ca phé thiong hiéu cla clra hang. Nhirng th(r nay sé duoc pha thanh cac goi
ca phé 1 kg nhu sau: Mét géi tiéu chun cé chira 250 g ca phé Colombia nguyén chéat
va 750 g ca phé thuong hiéu; mét géi cao cép chira 500 g ca phé Colombia nguyén
chét va 500 g ca phé thuwong hiéu.
a) Goi x la sé goi ca phé tiéu chudn va y 1a sé gbi ca phé cao cép, hay viét hé bét
phuong trinh bac nhat mé ta sb lwong goéi co thé co ctia méi loai.
b) Biéu di&n hinh hoc mién nghiém ctia hé bat phwong trinh bac nhét nhan duoc & cau
a va tim cac dinh ctia mién nghiém.
¢) Loi nhuan ciia mdi géi ca phé tiéu chuan la 30 nghin déng va clia mdi géi ca phé cao
cép la 40 nghin déng. Héi can chuan bi bao nhiéu goi ca phé méi loai dé loi nhuan thu
dwoc 1a lon nhat? Gia sty rang tat ca cac géi ca phé da chuan bi déu cé thé ban duoc.
Mt nha may san xuét hai loai san phdm, méi san pham yéu cau st dung ba may. May
Jau tién co thé duoc s dung nhiéu nhét 1a 70 gi, may th(r hai nhiéu nhét 1a 40 gid va
may thir ba nhiéu nhéat |1a 90 gi®. San pham thr nhét can 2 gi&’ trén may |, 1 gi® trén
may Il va 1 gi& trén may |ll; sén pham th(r hai can 1 gi®* cho méi may |, Il va 3 gi® trén
may lIl. Néu loi nhuan Ia 400 nghin déng/don vi cho san phadm thir nhéat va 600 nghin
ddng/don vi cho san phdm thir hai, thi can san xuét bao nhiéu don vi méi san pham dé
loi nhuan thu dwoc 1a Ién nhat?
M6t cong ty ban hang toan quéc dang 1én ké hoach té chirc cudc hop ban hang tai
Da Nang. Gia vé may bay khir hdi thap nhét tir Ha Noi dén Da Ning Ia 2 triéu ddng va
gia vé khir héi thap nhét tir Thanh phé H6 Chi Minh dén Da Nang la 2,4 triéu déng. C6
28 dai dién ban hang & Ha Noi va 22 dai dién ban hang & Thanh phé Hé Chi Minh ¢é
thé dén Pa Nang du cubc hop nay. Téng cong it nhat 40 dai dién ban hang tlr Ha Noi
va Thanh phé H6 Chi Minh phéi tham du cudc hop nay v&i it nhat 12 ngudi t& Ha Noi
va 16 ngudi tr Thanh phé Hé Chi Minh. Can clr bao nhiéu dai dién ban hang & Ha Nbi
va bao nhiéu dai dién ban hang & Thanh phé H& Chi Minh dén dw cudc hop ban hang &
DPa Nang dé tdng chi phi vé may bay la nhé nhat?
Mot vat nang cé khéi lwong m dwoc kéo doc theo mat phang ndm ngang nhd mot soi
day hop véi phwong ngang mét géc 6. Trong Vat Ii, ta biét rang lwc kéo F can thiét gé
di chuyén vat dwoc cho bdi cong thirc
_ cmg
T Gsin0+cosf
trong do g |a gia téc trong trwéng va ¢ 1a hé sé ma sat clia bé mat (Theo Sullivan and

Miranda, Calculus, W.H. Freeman and Company, 2014). Chirng té rang luwc kéo F nhd
nhét khi tan® =¢.



2.15. Mét blrc tranh cao 4 m duoc treo trén twong cd mép dwdi cao hon tdm mat ngudi
quan sat 3 m (nhw hinh v&). Nguoi quan séat phai dlrng cach twong bao nhiéu mét dé
c6 duoc tm nhin thuan loi nhét (tie 12, 6 goc nhin 6 Ién nhéat)?

2.16. M6t khu vwe hinh tron cé ban kinh 20 m dwoc bao quanh bdi mét 16i di bd (nhw hinh vé).
Mét béng dén dwoc 13p & trén dinh cbt nam & tam cha khu vwe. Hoi @6 cao cua cot
dén |a bao nhiéu thi sé chiéu sang manh nhét cho 16i di bd? Biét rang cuéng dd chiéu
sang dwoc cho b&i cong thirc | = Lne, trong d6 s la khoang cach tir ngudn sang va ¢

s

la gbc ma anh sang chiéu vao bé mat.

2.17. Gia sir mét loai hang hoa cé ham cau dwoc md hinh hoa b&i p=100-0,5x va ham
chi phi dwo'c md hinh hod bdi C = 40x + 37,5, trong d6 p (nghin déng) 1a gia clia mot
don vi hang hoa do.

a) M(rc gia nao sé mang lai loi nhuan 1&n nhat?

b) Khi lori nhuén 1a Ién nhét, chi phi trung binh cho méi don vi 1a bao nhiéu?




CHUYEN PE 3

UNG DUNG TOAN HOC
TRONG MOT SO VAN BE
LIEN QUAN DEN TAI CHINH

LAI SUAT 10% TRONG 20 NAM

Lol nhudn caonhat |-

Chuyén dé nay gi&i thiéu nhirng kién thirc co ban vé
tién t8, 14i suét, lam phat, thé tin dung, vay no, ciing
nhw cdch thirc tinh 13i sudt, cac hinh thirc givi tiét
kiém, trd cac khoan ng dang han. Qua do, c6 thé van
dung cac kién thirc da hoc dé thiét 1ap ké hoach tai
chinh ¢4 nhan cho cac nhu ciu dai han ciing nhw giai
quyét mot sb van dé vé dau tw.

2
(=3
56 tién (dom vi: iy déng)

6 2 4 & 8 {10 12 14 16 48 20

Marm

TIEN TE. LAl SUAT

THUAT NGU }  KIEN THUC, Ki NANG
- Tiénté :+ Nhan biét mot s6 van dé vé tién té.
- Laidon -+ Nhan biét mot s6 vAn dé v& I4i suét ctia cac th chire tin dung.
« Laikép * Tinh lai suét duoc hwéng qua tién tiét kiém va cac gia tri thue
. Lam phat i chatcd tinh @én lam phat.

i+ Van dung kién thirc toan hoc trong viéc giai quyét mét sé van

* Léisudtthye dé vé 13i suét clia cac té chirc tin dung.

BacAn ¢6 500 triéu déng mudn guri vao ngan hang trong théi han 9 thang dé |ay lai. Bac dang
phan van gitra hai phwong an nhw sau:

— Phuwong én 1: Tién gui tinh theo 18i don, véi lai sudt nam 13 6,1%;
— Phuong éan 2: Tién gt tinh theo I8i kép ki han 1 thang, v&i lai suat ndm 1a 6%.
Hinh thire glri tién ndo ¢6 loi hon cho bac An?




- ~ _~ -~
1. KHAI NIEM TIEN TE
(Nguén: N. Gregory Mankiw, Macroeconomics, 8th edition, Worth Publishers, 2012).

a) Khai niém tién té

Tién té 1a mét phwong tién thanh toan chinh quy theo phap luat, dwoc st dung véi muc dich
trao dbi hang hoa, dich vu ctia mét khu vue, quéc gia hay mét nén kinh té. Vi vay, tién té con
dwoc goi la “tién Iwu théng’.

Théng thuong, tién té dwoc phat hanh bdi co quan nha nwéc (nhw ngén hang trung wong).
Ban than tién té thuwc ra khong cé gia tri. Gia tri clia né phu thudc vao gia tri ma né dai dién,
tuy theo nén kinh té va nha phat hanh. Gia ca cua tién té chinh la /&i suét, néi mot cach khac,
gia ca cla tién té 1a so tién ma nguoi ta phai tra cho co hdi dwoc vay nd trong mét khoang
thoi gian xac dinh.

Khi phan biét tién té cta quéc gia nay voéi tién té cla quéc gia khac, ngudi ta ding cum tir
“don vi tién t&”. Bon vi tién t& cla nhiéu qubc gia co thé cd clng tén goi va dé phan biét
chung, ngudi ta thwdng phai goi kém tén québc gia sir dung déng tién, vi du dé la My, dd la
Uc, @6 la Singapore...

K1)
ﬂ Hay ké tén cac ménh gia thudng gap cua to tién déng Viét Nam.

b) Chirc ndng cuia tién té
Tién té c6é ba chirc nang co ban:

— La phuong tién do ludng gia tri: Tién té 1a phwong tién dé do lwdng gia tri ctia hang hoa,
dich vu. Méi hang hoa sé duoc dinh gia tri bang tién t&, né twong tw nhw cach chung ta
dinh khéi lwong béng can hay dinh chidu dai bang mét. Gia tri ciia hang hoa khi dwoc biéu
hién bang tién té goi 1a gid ca. Gia ca nay lai chiu anh huéng ti nhiéu nhan té khac nhuw
gia tri hang hoa, gia tri cla tién té va quan hé cung-céu trén thi truong.

— La phuong tién trao déi, thanh toan: Tién té lam don gidn hoa qua trinh trao déi hang
ho4, dich vu gilra cac chi thé. Tién cé thé dwoc ding dé giao dich mua ban, trd no, ndp
thué,... Tién té dwoc cong nhan va cé dé chinh xac cao vé gia tri trao ddi. Tién t& déng
vai tro 1a vat trung gian, vat ngang gia chung. Tién té |a phwong tién giup cho hoat déng
mua ban duoc dién ra thuan tién va
nhanh chéng.

- La phuong tién tich luy tai san:
Vi cé thé dé dang déi tién lay cac
hang hoa cén thiét vao thoi diém
can thiét, nén gitk tién 1a mét hinh
thirc tich triv tai sdn dé dung trong
twong lai. Tién t& duwoc xem la tai
san tich luy khi tién dwoc rat khoi
hoat déng Iwu théng trén thi trvong
va dem di cat trir. Lwong tién cat
trlp cang nhiéu thi cia céi vat chat
trong xa hoi cang I&n. Hinh thire trao doi truc tiép hang hoé khi chua

xuat hién tién té (tranh minh hoa)
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c) Tinh chat cta tién té

Dé c6 thé thuc hién dwoc cac chirc nang clia tién, tién té phai cé nhirng tinh chéat co ban

sau day:

— Dé bao quan, dé van chuyén, dé chia nhd dé tién loi cho viéc tich triy tai san va trao doi
hang hoa.

— Tinh déng nhét: DU |a tién bang chét liéu gi, phat hanh vao thoi diém nao, nhung néu co
tong ménh gia nhuw nhau theo cung mét don vi tien nao dé thi ¢cé gia tri bang nhau.

— Buoc tin tuéng va chap nhan: Moi ngudi chdp nhan 14 tién cé gid tri, san sang dbi hang
hoa cta minh lay tién. Bé duoc tin tdng va chap nhan, tien phai cé dwoc gia tri on dinh,
lweng cung han ché va kho lam gia.

d) Nguyén tic tong tién bang O

Moi khodn tién dwong ma mét té chirc hay ca nhan nao d6 dang cé déu rng véi khoan no
ma nhitng td chirc, ca nhan khac no' ngwdi nay, va nguoc lai moi khodn tién am cla ai d6
déu (rng v&i nhirng khoan tién duwong ma nhirng ngudi khac cho ngudi dé vay. Téng quat:
Téng tién phap dinh (tic la déng tién dwoc phat hanh chinh thirc bdi co quan nha nuwéc),
ké ca cac khoan dwong (cho vay) va khoan am (vay), la bang 0. Day goi la nguyén téc téng
tién bang 0.

Nguyén tac tong tién bang 0 cho ta thay mét diéu rat ré 1a: tdng cong gia tri cla tat ca cac
tai san trén thé gi¢i chinh 1a do gia tri cia cac tai san (ngoai tién) tao thanh, chir khéng phai
do gia tri clia tién tao thanh. Tién chi cé tac dung lam thudc do cla tai san va lam céng cu
giao dich tai sén, thém tién phap dinh Iu hanh trén thé gi¢i khdng cé nghia la thé giéi c6
thém tai san.

2. LAl SUAT VA CACH TINH LAI SUAT

S6 tién vay cla mét ca nhan tir ngan hang hoac té chire tin dung dwéi hinh thirc cho vay
hay s6 tién vay clia ngan hang tir mét ca nhan dudi hinh thire tai khoan tiét kiém, dwoc goi
la tién vén (hay tién gbc).

Tién I&i dwoc hidu |a thu nhap tir mét khodn vay bang tién té. Day la sé tién ma ngudi di vay
phai trd cho ngudi cho vay, dé bu dap cho loi ich cta viéc nam gitr mét lwong tién trong mét
khodng thdi gian nhéat dinh.

L&i suét |2 ti 1é ma theo d6 tién 1ai duoc nguwdi vay trd cho viéc st dung tién ma ho vay tur
ngwdi cho vay. Lai sudt thwong duwoc thé hién nhw 1a ti 1& phan trdm cha tién géc trong
khoang thoi gian mot nam.

C6 hai hinh thire tinh 1ai thwong gap: L&i don va lai kép (con goi la 1ai gop).
Nhitng lwu y quan trong déi véi mét khodn vay:

Sé tién cho vay;

Thoi gian cho vay;

Lai suét;

Ki tinh lai;

Hinh thirc tra no.



a) Laidon

L&i don |a phwong thire tinh 13i ma tién 1i sau mdi ki khéng dwoc nhap vao vén dé tinh 14
cho ki sau. Tién |&i clla méi ki déu duoc tinh theo vén gbc ban dau va déu bang nhau.

J uo1. Xay dwng céng thirc 1di don Ngan hang thusng con b 14

Gia st glti mét khodn tién vén P vao ngén hang theo ~ Suat nam dudi dang phan tram.
R R - WS iy L&i suét r= 5% nghia la

thé thire |ai don voi 1ai suat nam la r (r dwoc cho dwdi

dang sé thap phan).

a) Tinh s tién 1ai / nhan duoc sau ¢ nam.

b) Sé tién nhan dwoc sau t ndm bao gom sb tién vén
P ban dau va sé tién Iai /. Hay tinh tbng s tién A nhan
dwoc sau f nam.

Cong thirc 1di don
* Néu glri mét khoan tién vén P voi lai suat don la r méi nam trong thdi han ¢ nam, thi
so tién 18i / duwoc nhan la

=Pt

« Sétién A dwoc nhan sau t ndm la tdng sé tién vén P ban dau va sé tién 1ai dwoc nhan,
va bang

A=P+1 =P(1+1).

Chu ¥. Lai don chi yéu duoc dung cho cac khoan glvi hodc dau tw ngén han (thwdng 1a dwdi
1 ndm). Trong mét sb trivdng hop, thdi gian glki hodc dau tw t dwoc tinh chinh xac theo ngay
va nguoi ta thwong quy woe mot nam tai chinh cé 365 ngay. Khi dé ¢ong thire tinh |&i don la:
_fn
- 365

& d6 tla sé ngay givi (hodc dau tw) thire té clia khoan giri d6.

/

» Vi du1. Bac An chonmcf)t té chirc t?n g:li_.mg vay :IOO t{iég déng trong thoi han 9 thang voi lai
suat don la 10% moi nam. Tinh sé tién lai va tdng so6 tién bac An nhan duwoc sau 9 thang.
Giai
O day ta co:

P =100 (triéu déng): r=10% =0,1; = % :% (n@m).
Sé tién 13i bac An nhan duoc la:
I =Prt=100-01 % —7,5 (triéu déng).
Téng sb tién bac An nhan dwoc la:

A=P +/=100+7,5=107,5 (triéu dong).

) Luyén tip 1. Anh Hung cho mét té chirc tin dung vay 50 triéu déng trong théi han 6 thang theo
thé thirc 1&i don. Lai sudt ndam cla khodn cho vay nay 1a bao nhiéu néu sé tién anh Hwng
nhan duoc sau 6 thang la 52 triéu déng?
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b) Lai kép
L&i kép 1a phwong thire tinh 13i ma tién 13i sau méi ki dwoc nhap vao tién vén dé& duoc tién
vOn méi, dung dé tinh |4 cho ki tiép theo.
J uo2. Xay dwng cbng thirc 13i kép
Gia sir gtri mét khoan tién von P vao ngan hang theo thé thirc |4i kép véi & suat nam la r
(r duoc cho dudi dang s6 thap phan), dwoc tinh 1&i n ki trong mot nam.
a) Tinh l&ai suét ctia méi ki.
b) Tinh sé tién nhan dwoc (ca vén 1an 1ai) sau 1 ki, sau 2 ki.
c) Du doan cong thire tinh sé tién nhan dwoc sau N ki gui.

Céng thiec 1ai kép

Sé tién A thu dwoc sau t nam do mét khoan vén P duoc dau tw theo thé thire 18i kép theo
dinh ki, v&i lai sudt hang nam rva duoc tinh 14 n ki méi nam, la

SN

A :P(1+1J ‘
n

\ = E = =

Chu v. Trong cong thirc |ai kép, s6 tién A thwong dwoc goi la gia tr tuong lai va P dwoc goi
la gia tri hién tai cla tai khoan.
Li kép thudng dwoc st dung cho cac khodn givi tiét kiém hodc cac khoan du tw trung va
dai han.
) Vi du 2. Mot nguwdi giri tiét kiem 100 triéu ddng theo thé thirc 13i kép v&i 1ai suat nam la 9%
thi s6 tién nhan dwoc sau 3 ndm |a bao nhiéu néu viéc tinh I4i dién ra:
a) Hang nam?
b) Hang quy?
c) Hang thang?
Tinh sé tién 13i nhan dwoc trong méi tredng hop.
Giai
Str dung cong thirc 1&i kép, ta co:
P = 100 (triéu déng); r= 9% = 0,09; f= 3 nam.
a) Khi tinh 13i hang nam thi sé ki tinh 1&i trong mét nam la n= 1.
Do d6 sé tién nhan duoc la:
o A=P(1+r) =100-(1+0,09)’ ~ 129,503 (triéu ddng).
S6 tien lai la:
129,503 — 100 = 29,503 (triéu déng).

b) Khi tinh 1ai hang quy thi sé ki tinh I&i trong mét nam |a n = 4. Do d6 sé tién nhan dwoc la:

r 4t 009 12
A:P[1+z) =100-(1+’T) ~130,605 (triéu Géng).

Sé tién 13i la:
130,605 — 100 = 30,605 (triéu dong).



¢) Khi tinh 1ai hang thang thi s6 ki tinh 13i trong mét ndm la n=12. Do d6 s6 tién nhan duoc la:

rye 0,09°
A=P[1+EJ =1oo-(1+;|_2] ~ 130,865 (triéu ddng).

S6 tién 1ai la:
130,865 — 100 = 30,865 (triéu déng).

9 Luyén tip 2. Trd lai Vi du 2, hdy tinh sé tién nhan dwoc va sé tién 18i twong (*ng sau 3 ndm
glri tiét kiém néu viéc tinh 1ai dién ra hang ngay (gia s mot nam cé 365 ngay).

» Vin dung. Gidi quyét bai toan trong Tinh huéng mé dau.

3. LAM PHAT
a) Khai niém lam phat, ti 1é lam phat
(Nguén: N. Gregory Mankiw, Macroeconomics, 8th edition, Worth Publishers, 2012).

Lam phat 1a s tang mirc gia chung moét cach lién tuc ctia hang hoa, dich vu theo thdi gian
va |a su mét gia tri cha mét loai tién t& nao d6. Khi mire gia chung tang cao, mét don vi tién
té s& mua duwoc it hang hoa va dich vu hon so voi tredc day, do d6 lam phat phan anh suw
suy giam sirc mua trén mot don vi tién té.

Stc mua la sé lwong hang hoéa hay dich vu c6 thé mua dwoc bang 1 don vi tién té. Vi du,
véi 100 nghin ddng vao théi diém thang 1/ 2024 c6 thé mua duwoc hon 4 lit xang RON 95.

Tilé lam phat la tdc d6 tdng mat bang gia cla nén kinh té. N6 cho thdy mire dd lam phat cla
nén kinh té. Chang han, ti & lam phat hang ndm la 3% nghia |a s(rc mua tri gia 1 triéu déng
bay gi¢ sé& chi con sirc mua 970 nghin déng trong mét nam téi vi 3% caa 1 triéu déng ban
dau da bi x6i moén do lam phat.

Théng thuéng, ti 1€ lam phat dwoc tinh dwa vao chi sé gié tiéu dang CPI hodc chi sé gidm
phéat GDP. Ti & lam phét cé thé dwoc tinh cho mét thang, mét quy, nira nd3m hay mét nam.

Ti 1& lam phat 1a thwéc do ti 1& gidm xubng strc mua clia déng tién. N6 1a mét bién sé dwoc
str dung dé tinh toan |&i suét thuc cing nhw diéu chinh mirc lwong.
) Vi du 4. Gid sir ti 1& lam phat trung binh hdng nam la g (biéu thi dwéi dang sb thap phan),
g < 1. Khi d6 sirc mua A ma sé tién P (tai thoi diém hién tai) sé mua dwoc sau n ndm nira la
A=P(1-g)'.
(Theo M. Sullivan, Finite Mathematics, 11th edition, Wiley, 2010)
a) Néu ti 1& lam phat hang nam la 4%, thi strc mua cta 1 triéu ddng la bao nhiéu sau 3 ndm nira?

b) Néu sé tién 1 triéu ddng chi con strc mua 900 nghin déng sau 2 nam, thi ti 1& lam phat
trung binh mdi ndm |a bao nhiéu phan trdm (lam trén dén chir sé thap phan th(r nhat)?



Giai
a) Sirc mua cla 1 triéu ddng sau 3 nam nira la:
A=1.(1-0,04)° =0,884736 (triéu déng).
Vay sau 3 ndm nira thi sirc mua clia 1 triéu déng chi con 884 736 déng.

b) Tacd: A=0,9; P=1 n=2. Do dé, tucongthwcA P(1-g) *suy ra

g=1- J7 J ~ 0,051,

Vay ti 1& lam phat trung binh hdng nam Ia khoéng 5,1%.

) Luyén tip 4. Gia st ti 1& lam phat trung binh hang nam la 4%. S& dung céng thirc tinh sirc
mua & Vi du 4, hay cho biét mét bao nhiéu nam thi strc mua gidm xudng chi cén mét nira?

b) Cac gia tri thwe chat co tinh dén lam phat

Néu rla 1ai suadt nam clia thi trwdng (biéu thi duéi dang s thap phan), 1 ddng dau tv vao

dau nam sé tre thanh (1 + r) déng vao cudi nam.

Tuy nhién, néu ti 1é lam phat clia nén kinh té la g, thi stec mua ctia (1 + 1) déng chi 1a :IH—;
+

Twr 46, 18i suét thuc 1a

1+r_1_r—g
1+g  1+g

thue —

Dé& thay khi g = 0 thi r,,. =r va l&i suét thwe dwong néu |4 suét givi 16N hon ti 1& lam phaét,
|&i sudt thwe am néu |&i suat glri nhé hon ti 1é lam phat.

» Vidu5. Anh Nam gui tiét kiém 500 triéu déng ki han 12 thang, véi lai suat nam la 9%. Gia sk
ti 1& lam phat clia nén kinh t& nam do la 4%. Cuéi ki han glri, anh Nam rut tién ca vén 1an |3i.
a) Thu nhap thue (tirc |a sb tién 13i thu dwoc tinh theo 3 suat thuwe, da tinh dén yéu t6 lam

phat) cho khodn gui tiét kiém clia anh Nam |a bao nhiéu?
b) Thu nhap thuwc sau thué clia anh Nam |a bao nhiéu, néu gid st anh Nam phaéi nép thué
thu nhap ca nhan 10%?
Giai
Ta c6: P =500 (triéu ddng); r= 9% = 0,09; g = 4% = 0,04.
a) Lai suat thuc cho khoan guvi tiét kiém cla anh Nam la:
r-g 009-004

= ~0,048.
1+9 1+ 0,04

le =
Vay thu nhap thye ciia anh Nam la
500-0,048 = 24 (triéu ddng).
b) L&i suét thuc sau thué khi chua tinh lam phat la:
Fwins = 9% -(100% —10%) = 8,1% = 0,081.

Do d6 thu nhap thue sau khi tinh thué cla anh Nam Ia:
0,081-0,04

500 —————~ 19,712 (triéu ddng).
1+0,04
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Chu . Trong trwdng hop ma ti 18 lam phat thép (g nhd, vi du khéng quéa 5%), nguoi ta coi
1+ g x&p xi bang 1 va thwong dung cong thirc gan ding sau ry,,. = r — g, tiec 1a 18i suét thuc
xap xi bang |3i suét danh nghia tri di ti 1& lam phat. '

) Luyén tip 5. Thuc hién céc yéu cau nhw trong Vi du 5, néu ti 1& lam phat ctia nén kinh té& nam
do la 7%.

BAI TAP

3.1.

[ &%)

3 o
w

(—‘v'
o

M

Tim l&i suat don (tinh theo nam), biét s6 tién vén ban dau Ia 900 triéu dong va sé tién

14i thu dworc trong thei han 6 thang 1a 54 triéu déng.

Tim thi gian gi ¢ (tinh theo ngay), dé 100 triéu dong tich luy dwoc thanh 105 triéu

déng vé&i 18i suat don 12 11% mét ndm. O day mét ndm tai chinh duoc lay |1a 365 ngay.

Ngan hang A dau gia 16 trai phiéu Chinh phu ¢é ménh gid 100 ti ddng, thdi han 9 thang

v&i mire gia san long tré la 96 ti déng. Gia st cudc dau gia thanh céng nhw mong muén

thi ngan hang A sé dwoc hwdng 18 suat bao nhiéu, néu tinh theo hinh thirc 15i suét don.

Tinh sé tién A thu dwoc sau 5 nam néu sé tién 200 triéu déng dwoc glri ngan hang véi

|3i suét 9% mét ndm theo thé thire:

a) Tinh I&i kép hang nam:;

b) Tinh 13i kép hang quy.

Tinh sé tién 1ai twong (rng trong mai trudng hop.

Gid st ti 1& lam phat cha nén kinh té la 3,5%/nam.

a) Voiti1& lam phat nay, sirc mua cha 10 triéu ddng & hién tai Ia bao nhiéu sau 1 ndm nira?

b) Mét nguei glri tiét kiém 600 triéu ddng ki han 12 thang véi 1ai suat nam 13 8%. Héi
thu nhap thuc clia ngudi do khi rat sé tiét kiem sau 1 nam niva, tire 1a tién 1ai gl tiét
kiém sau khi tinh theo 13i suat thwe da tinh dén yéu té lam phat, 1a bao nhiéu?

Chi sb gia tiéu dung (CP/) cho biét sw thay déi twong ddi vé gia theo thoi gian clia

mét gid hang hoéa va dich vu ¢ dinh. N6 1& mét chi sé gia sinh hoat gilp do lwdng

anh hwédng cla lam phat dén chi phi hang hoé va dich vu. Néu Iay chi sé CPI cla ki

gbc 2014 dé so sanh (coi CPI cho ndm nay 1a 100) thi chi sé6 CPI thang 1 ndm 2020

la 118,09 (Theo Tdng cuc théng ké). Piéu nay c6 nghia la 100 nghin déng trong

nam 2014 c6 sirc mua twong dwong véi 118,09 nghin déng vao thang 1 nam 2020.

Noi chung, néu ti & lam phat trung binh la g méi nam (g cho dwéi dang sé thap phan)

trong n nam, thi chi sé CP/ sau n nam la

CPI =CPI, (1+ g)”,
& d6 CPI, la CPI tai dau clia chu ki n nédm.

a) Chi s6 CP/ la 100 vao thang 1 nam 2014 va 118,09 vao thang 1 ndm 2020. Gia st¥
réng ti 1é lam phat hang nam khong ddi trong khoang thdi gian nay, hay xac dinh ti
I& lam phat trung binh hang n3m trong giai doan nay.

b) Str dung ti I& lam phat tinh duoc tlr cau a, CP/ sé dat m&rc 115 vao ndm nao?

c) Néu CPIthang 1 nam 2020 la 118,09 va ti 1& lam phat trung binh hang nam la 3,21%
thi CPI vao thang 1 nam 2030 sé |a bao nhiéu?

d) Néu ti 1é lam phat trung binh hang ndm 1a 3%, thi s& méat bao lau dé chi sé gia tiéu
dung tang gép d6i?
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THUAT NGU ! KIEN THUC, Ki NANG
- Thé tin dung - Tinh I4i suat dwoc hwéng hodc |4 suat can trd cho thé tin

dung, phi str dung thé (bao gém céc giao dich).

« Nhan biét két qua cla viéc tra cac khoan ng dang thei han,
: bao gébm hé so tin dung va gia tri tin dung.

+ VAan dung kién thirc toan hoc trong viéc gidi quyét mot sé
: van dé vé vay no clia ¢ac td chive tin dung.

* Phi strdung thé
« Vay tra gop

Anh Hung muén mua mét chiéc xe 6 td voi gia 500 triéu —

ddng theo hinh thirc tré gop hang thang, dé chay xe dich vu. Rkl
Ngan hang cho anh Hung vay 500 triéu dbng tra gop hang =0T 704
thang vé&i lai suat ndm 7,4% trong vong 60 thang. Hay tinh:

a) Khodn thanh toan hang thang cta anh Hung;
b) Téng sb tién anh Hung phai tra:
¢) Sé tién 1&i ma anh Hung phai tra.

1. THE TiN DUNG VA PHi SU DUNG THE

a) Thé tin dung va chirc ndng cla thé tin dung

Thé tin dung (credit card) la thé cho phép chu thé thue hién giao dich thé trong pham vi han
mUrc tin dung da duwoc cap theo thoa thuén véi té chirc phat hanh thé.

Cé thé phan loai thé tin dung, dwa theo cac tiéu chi sau:

— Theo hang thé: hang chuén, hang vang, hang bach kim.

— Theo chi thé sir dung: Thé tin dung doanh nghiép, thé tin dung ca nhan.
— Theo pham vi st dung: Thé ndi dia, thé quéc té.

Céac chirc nang cua thé tin dung:

— Thanh toén chdm: Co thé sir dung thé tin dung dé chi tiéu, mua sam,... ma khéng can
thanh toan ngay. Khach hang sé dugc thanh toan cham trong mot khoang thoi gian nhat
dinh ma khong phai chiu lai suat. Sau thoi gian mien I&i, ngén hang sé tinh Iai suat trén
phan dw no dwong véi lai suat cho vay.

— RUt tién mat: Chu thé c6 thé sir dung thé tin dung dé rat tién mat ngay tai cac cay ATM.

— Mua sdm tré gép: Tré gbp qua thé tin dung 1a hinh thirc mua tré gop phé bién hién nay. S6
tién giao dich sé dwgc chia déu thanh cac khoan tra gép trong nhiéu thang.



b) Phi sir dung thé tin dung

Thé tin dung la phwrong thirc thanh toan an toan, tién loi. Tuy nhién, khi str dung thé tin dung,

cht thé thuwéong phai trd mét sé loai phi chinh nhu sau:

— Phi phét hanh thé: Pay 1a mirc phi can trd @& dang ki lam thé tin dung. Tuy tirng ngan
hang ma mdrc phi phat hanh thé cling sé khac nhau hoac dwoc mién phi.

— Phi thudng nién: Day la mrc phi chu the can dong dé duy tri thé. Mirc phi nay sé thu dinh
ki hang nam cho dén khi thé hét thdi han hoac chi thé mudn ngirng st dung dich vu thé.

— Phi chdm thanh todn: Khi @én han thanh toén dw no tin dung, néu chi thé van chua tra
du cho ngan hang thi khong chi phai chiu mirc 1ai suat phat sinh ma con phai chiu thém
murc phi cham thanh toan. Mcre phi nay dwoc quy dinh cu thé tuy vao tirng ngan hang va
dwoc ap dung trén toan bd dw no cudi ki chwa thanh toan.

Sao ké thé tin dung la hoa don do ngén hang giri cho chi thé vao cudi méi ki sao ké, trong
do liét ké tat ca cac giao dich phat sinh va sb tién dw no thé tin dung, théng bao théi han
thanh toan va s tién t6i thiéu can phai thanh toan. Cac ngan hang thueng glri bang sao ké
cho chii thé trede thoi han thanh toan it nhat 15 ngay.

Néu khong thanh toan toan bd sé tién da chi tiéu, khoan vay tré gop trong khoang thoi gian

nhat dinh da thoa thuan, chd thé sé phai tra 13i cho ngan hang. Théong thudng, thei gian mién

l3i kéo dai khodng tlr 45 — 50 ngay (tuy tirng ngan hang). Néu chd thé trd dl no trong thei

gian mién |ai thi s& khéng bi tinh 1ai.

Sau thoi gian mién |&i néu khong tra dd sé tién dé tiéu, ngan hang sé tinh 13i suat thé tin dung

trén tbng sé tién da sl dung. Céc loai lai suét clia thé tin dung:

— Lai suét chung: Déi véi hoat ddng mua sam qua thé tin dung, 18 suat twong dwong véi
|3i suét vay théng thwdng.

— Lai suét rit tién mat: Tuy tirng ngan hang, mirc I&i suét rat tién mat thuwong dao dong tir
3 — 5% sé tién giao dich.

— La&i suét déi ngoai t&: Khi chuyén déi ngoai té trén thé tin dung quéc té, chd thé sé phai
chiu phi chuyén dbi dao déng tir 2 — 4%.

Dé tranh bi tinh |3i suét cao khi ding thé tin dung, ngwéi dung can luu y nhitng diém sau:

— Thanh toan du ng dung han, cang som cang tot: Nén thanh toan dw no dung han gé
khong bi tinh thém l&i. Néu khéng du kha nang thanh toan toan b6, hdy cbé gang thanh
toan mot phan trong thdi gian sém nhat cé thé.

— Chi rut tién mat khi thwe sw can thiét.

— Chi tiéu trong kha nang tra no.

) Vidu 1. Thé tin dung ngan hang cho phép chti thé sir dung dé thanh toan. Gia st¥ chi Huwong
dang st dung thé tin dung ¢é théi gian mién 1ai 1 45 ngay, chu ki thanh toan tir 30/5 dén
30/6, han thanh toan la ngay 15/7, lai suat ap dung la 20%/n&m va duoc tinh 14i hang ngay
ké tlr khi bat dau vay, véi diéu kién sé dw no téi thiéu can thanh toén 1a 5% tdng tién chi tiéu,
Gia st khéng c6 dw no dau ki va trong thang 6, chj Hwong da s dung thé tin dung thuc
hién cac chi tiéu sau;

— Ngay 8/6 thanh toan mua hang & siéu thj 1a 5 triéu déng;

— Ngay 15/6 thanh toan tién hoa don 2 triéu dong:
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— Ngay 30/6 trd ngan hang 4 triéu déng.
Tinh téng sé tién I&i chi Hwong phai tra khi t&i han thanh toan 15/7.
Giai
Ta co:
Dw no 1 (tlr ngay 8/6 dén ngay 14/6) 1a 5 triéu ddng;
Dw no 2 (tir ngay 15/6 dén ngay 29/6) la 7 triéu déng;
Du no 3 (tir ngay 1/7 dén ngay 15/7) 1a 3 triéu dong.

Chi Hwong da thanh toan du sé dw no téi thiéu va dw no tai thdi diém ngay 15/7 van con
3 triéu déng. Do d6 sé tién I&i sé bi tinh bao gébm:

20%
356
20%
365
20%
365
Vay téng sé tién 1ai ma chi Hwong can phai thanh toan khi dén han 15/7 |a:

19 179 + 57 534 + 24 658 = 101 371(ddng).

Ngoai ra, sé tién 3 triéu ddng van bi tinh tiép Iai cho t&i thoi diém chi Hwong thanh toan tra
ngan hang.

— V&iDw no 1, sé tién 1ai 1a: 5 000 000 - .7 =19 179 (ddng).

— V6iDwno 2, sb tién Iai 1a: 7 000 000 - =2 .15~ 57 534 (ddng).

— V6i Dw no 3, s6 tién 14i la: 3 000 000 15~ 24 658 (ddng).

Chu y. Néu chi Hrong thanh toan du sé tién 7 triéu trong thdi han thanh toan (trc 1a khéng
con no sau ngay 15/7) thi s& khong bi mat bat cir khoan 1&i ndo.

'} Luyén tdp 1. Thuc hién yéu cau trong Vi du 1, néu ngay 30/6 chi Hwong chi trd ngan hang
1 triéu déng (céac sb liéu khac gilr nguyén).

2. VAY NO CUA CAC TO CHUC TiN DUNG

a) Vay theo hinh thirc 1di don
Lai don chl yéu dwoc dung cho cac khoan vay ngan han (thuwong la dwdi 1 nam).
— Néu mét khoan tién von P dwoc vay voi lai suat don la rmdi nam trong thoi han t nam,
thi s6 tién lai / phai tra la:
h=dP2rT.
— S6 tién A con no vao cudi nam thir ¢ 1 tong s6 tién von P da vay va sb tién lai phai tra,
va bang

A=P+|=P+Prt=P(1+n)

') Vidu 2. Bac An vay mét td chirc tin dung 50 triéu ddng trong thdi han 6 thang véi 1ai suat don
la 10% méi nam. Tinh sé tién |ai va tdng sé tién bac An phai tra sau 6 thang.



Giai
O day ta co: P =50 (triéu déng); r =10% =0,1; t :% :% (nam).
Sé tién 1ai bac An phai tra 1a:;
| =Prt =50 -0,1-% =25 (triéu dong).
Téng sb tién bac An phai tra la:
A=P+/=50+25=525 (triéu dong).

) Luyén tip 2. Mot cong ty vay ngan hang 1 ti déng trong thdi han 4 thang véi lai suat don la
9% mot ndm. Héi sau 4 thang, cong ty phai trd cho ngan hang téng sb tién ca vén 1an 14i 1a
bao nhiéu?

b) Vay theo hinh thirc I8i kép
Lai kép thwong dwoc ap dung cho cac khoan vay trung va dai han.
) Vidy 2. MOt nguoi vay ngan hang 100 triéu dong theo thé thirc I5i kép v6i 1ai suat nam la 12%
thi tdng s6 tién phai tra sau 2 nam la bao nhiéu néu viéc tinh 1ai dién ra:
a) Hang nam?
b) Hang nlra n&m?
Tinh sé tién 13i phai tra trong méi trwéng hop.
Giai ;
Ta sl dung cong thirc l8i kép: A = P(‘I + -;-] .
Ta c6: P =100 (triéu déng); r= 12% = 0,12; { = 2 nam.
a) Khi tinh 13i hdng nam thi sé ki tinh 1&i trong mot ndm 1a n = 1. Do @6 téng sé tién phai tra 12
A=P(1+r) =100-(1+0,12)° ~ 125,44 (triéu ddng).
Sé tién 13i phai tra 1a: 125,44 — 100 = 25,44 (triéu déng).

b) Khi tinh 1&i hang niba nam thi sé ki tinh 1ai trong mét nam la n = 2. Do @6 téng sb tién phai
tra la:
ry* 0,12}
A= P(1 +§] =100 -(1+ ’TJ ~126,247696 (triéu déng).

Sé tién 13i phai tré l1a: 126,247696 — 100 = 26 247696 (triéu déng).

) Luyén tip 4. Tré lai Vi du 3, hay tinh tdng sb tién phai tra va sé tién lai twong (rng phai tré sau
2 nam néu viéc tinh 1ai dién ra:

a) Hang quy; b) Hang thang.

c) Vay tra gop

M6t khoan vay v6i 14i suat cd dinh dwoc goi la tré gép néu ca gbc va lai dwoc tra theo mot
chubi cac khodn thanh toan bang nhau duoc thuc hién trong céc khoang thdi gian bang nhau.

&7



Khi mét khoan vay V dwoc phan bd véi 1&i sudt i trén mbi ki thanh toan va thuc hién trong n
ki thanh toan, cau héi thong thuwéng la “Khoan thanh toan P la bao nhi€éu?’. N6i cach khac,
trong bai toan trd gép, chung ta muén tim khoan thanh toan P mdi ki & sao cho n ki thanh
toan, v&i 1ai suat j trong méi ki, sé cho chung ta gia tri hién tai bang sé tién cla khoan vay.
Tl cdng thirc mua tré gép & trang 127 SGK Toan 11, tap 1 (bd sach Két ndi tri thire véi cude
sbng), ta co:

Khoan thanh toan P can thiét trong méi ki @& tré khoan vay V, sau n ki thanh toan vé&i 13i suat
i trong méi ki thanh toan Ia

i

p=v.—
1-(1+1)

) Vi du 4. Tim khoan thanh toan hang thang dé tra khoan vay 100 triéu déng & muirc 1ai suat

9% médi nam:
a) Trong 2 nam;
b) Trong 3 nam.
Tdng sb tién phai trd cho méi khoan vay nay |a bao nhiéu?
Giai
. i . 9%
Ta c6: V=100 (triéu déng); i = o 0,75% = 0,0075.

a) Thdi gian 2 ndm Ung v&i n = 24 ki thanh toan. Do d6 khoan thanh toan hang théng cho
khoan vay nay la:
p=v.— " _100.— 2901 4569 (trieu déng).
1-(1+1) 1-(1+0,0075) "
Sé tién phai tré cho khoan vay nay la: 4,569-24 =109,656 (triéu déng).

b) Théi gian 3 ndm (rng v&i n = 36 ki thanh toan. Do @6 khoan thanh toan hang thang cho
khoan vay nay la:

pov._ U 1] bon. 0,0075

Y 1-(1+0,0075)
Sé tién phai tra cho khoan vay nay la: 3,180-36 =114,480 (triéu déng).

~ 3,180 (triéu déng).

Chu v. Trong cac tinh toan gan dung & trén, ta lam tron |én (nhu céch thwe té ma cac ngén
hang thuéng st dung) chi khéng lam tron theo céc quy tac toan hoc.

) Luyén tdp 5. Vo chong anh Tung mua mét cdn chung cu tri gia 3 ti déng va da tra trwdc 600

triéu ddng. Ho c6 thé kh&u hao sé du 3 — 0,6 = 2,4 (i déng), & mirc |ai sudt 6% trong vong
30 nam.

a) Tinh khodn thanh toan hang thang.
b) Téng s6 tién tra 13i cta ho la bao nhiéu?

¢) Sau 20 ndm, vén chl s& hiru can nha cta ho (nghia la téng sé tién tra trwdc va sé tién tra
cho khoan vay) la bao nhiéu?

) Vin dung. Gidi quyét bai toan trong Tinh huéng mé dau.
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BAI TAP

3.7. Thé tin dung ngan hang cén cho phép chi thé st dung dé rut tién mat tr may ATM.

L

3.10.

3.11.

(#%)

w

)

Gid st vao ngay 1/6, chi Hwong rut tién tai may ATM bang thé tin dung véi sé tién 1a
5 triéu dong va chu ki thanh toan la tir ngay 1/6 dén ngay 15/7 véi mirc lai suét la
20%/na&m va phi rut tién mat 1a 3%. Pén ngay 20/7, chi Hwong méi thanh toan khoan
rut 5 triéu d6 cho ngan hang.

a) Tinh téng chi phi ma chi Hwong phai tra khi rat 5 triéu ddng tién mat tai thé ATM.

b) Néu coi viéc rut tién mat tr may ATM la mot khoan vay véi 18i suat don. Hay tinh |ai
suat nam cua khoan vay nay.

Mét clra hang tién loi tinh phi 1,25% méi thang trén sé dw chua thanh toan cho khach
hang cé tai khoan thanh toan (tién 18i dworc tinh gép hang thang). Mét khach hang mua
hang hét 5 triéu ddng va khéng thanh toan hoa don trong 6 thang. Hoa don Iuc dé sé
la bao nhiéu tién?

Chi Dung vay mét td chire tin dung 100 triéu dbng trong thdi han 6 thang véi l3i suét
9%/ nam. Tinh téng sé tién va sé tién I&i chi Dung phai tra khi viéc tinh 14i dién ra theo
thé thirc:

a) Lai don;

b) L&i kép hang thang.

Gia str anh Hai can vay ngan hang 500 triéu ddng ngay bay gi& va co thé tra khoan
vay nay sau 9 thang. Dé tra Iai ngan hang it hon, anh Hai nén chon loai khodn vay nao:
khodan vay lai kép ki han 3 thang véi lai suat 8% mot nam hay khoan vay lai don 8,5%
moét nam?

Anh Tung vira mua mét can hé chung cw va con no nguwdi ban 800 triéu déng. Anh
Tung hira sé tra cho nguwdi ban sé tién 800 triéu ddng nay va tat ca sé tién lai trong
vong 5 ndm ké tir bay gid. Ngudi ban dua ra hai su lwa chon lai sudt nam déi voi
khoan vay ctia anh Tung nhu sau:

a) Lai suét 6%, tinh 1ai don hang nam;

b) Lai suat 5,5%, tinh 13i kép hang thang.

H&i lwa chon nao la tét hon cho anh Tung, nghia |a khodn vay nao dan dén sé tién |ai
phai tra la it hon?

. Lai suat cho vay mua 6 t6 tra gép trong 72 thang clia mét ngan hang 1a 6,9% mét nam,

tra gép hang thang. Gia str chi Dung muén mua mét chiéc 6 td& mdi véi gia 600 triéu
ddng theo hinh thirc trd goép nay ciia ngan hang.

a) Khoan thanh toan hang thang cla chi Dung la bao nhiéu?
b) Téng s6 tién chi Dung phai tra la bao nhiéu?

c) Sé tién 1ai chi Dung phai tra 1a bao nhiéu?
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_ bAU TU TAI CHINH.

LAP KE HOACH TAI CHINH CA NHAN

THUAT NGO | KIEN THUC, Ki NANG
- Péutw .+ Thiét 14p k& hoach tai chinh c4 nhan cho céc nhu cAu dai

o iR i han nhw giao duc hoac song tw lap.

PR W—— + Van dung kién thire toan hoc trong viéc gidi quyét mot so
S0 tién cua nién kim van d& vé du tu.
= Gia tri hién tai cGia nién kim

Anh Nam tring gidi xé sé doc dac tri gia
5 i dong, va sb tién trung thuwdng nay
sé dwoc trd dan 500 triéu mdi ndm trong
vong 10 nam. Tinh gia tri hién tai cla sé
tién trang thuwéng néu anh Nam cé thé
tim dwoc mét hinh thire dau tu voi lai
suat kép 10% mébi nam.

1. MOT SO VAN BE VE PAU TU

Trong tai chinh, dau tw |a mét hoat déng st dung nhirng nguén lwc & hién tai (goi chung la
vén) nhu tién bac, vat chat, nhan céng, tri tué, théi gian,... @& dat dwoc loi nhuan va loi ich
kinh té 1&6n hon trong twong lai so véi nguén Iwc da bé ra.

Bat ki hinh thirc dau tw sinh loi nhuén nao cling ludn di clng véi rii ro. Song mirc dd rdi ro
cao hay thép, loi nhuan it hay nhiéu sé phu thudc vao loai hinh dau tuw Iwa chon.

Nhirng kénh dau tu phé bién bao gém:

— Gui tiét kiém ngén hang: La hinh thirc dau tw phé bién, phi hop véi nhirng nguoi tiét kiém
dé chi tiéu trong ngan han va trung han.

— Tich trir vang va ngoai té: Mua vang va ngoai té dé tich trir, d&n khi nao thay gia thi trrong
cao thi ban ra dé lay lai. Hinh thirc dau tw nay ciing c6 nhiing rdi ro nhw méat cap, hut gia.

— Péu tw bat déng san: Day |a hinh thirc dau tw co kha nang sinh I6i cao, tuy nhién can sé
vén dau tw 16N, kinh nghiém va théi gian “theo dudi” trong dai han.

— Péu tu chimg khoén: Day 1a kénh dau tw cé tinh thanh khodn cao, khong doi hdi vén 1én,
nhung doi héi phai co6 théi gian va kién thire chuy@én mén nhét dinh, dac biét 1a sy nhay
bén trwdc khi quyét dinh dau tuw.

Hién nay, bén canh hinh thirc tw dau tw, hinh thirc dau tw qua cac quy dau tw chuyén nghiép
cling 1a xu hwéng dwoc nhiéu nha dau tu ca nhan lwa chon. Theo do, tién dau tw cla nha
dau tv dwoc gbp chung véi cac nha dau tw khac va dwoc quan li bdi nhirng chuyén gia tai
chinh chuyén nghiép. Cac chuyén gia sé& thay mat nha dau tw dé& mua — ban va kiém soat
tinh rdi ro clia cac khodn dau tu.



2. GIAI QUYET MOT SO VAN BE VE PAU TU

Hinh thirc 13i kép thwdng dwoc ap dung cho cac khoan dau tuw trong khodng thdi gian trung
hodc dai han. Nhirng van dé can chu y khi dau tw 1a: xac dinh 13i suét dau tw, xac dinh thoi
gian dau tw va xac dinh sé tién hién tai can dau tv d& nhan dwoc sé tién mong muébn sau mét
khodng thdi gian dau tv nhét dinh.

a) Xac dinh 13i suat cia mét khoan dau tv

Dé tim |&i suat hang ndm rcan thiét dé tir khoan tién vén ban dau P ta nhan duoc sé tién A
theo hinh thirc I&i kép theo dinh ki v&i n ki trong mét nam, sau N ki han, ta can tim rti hé

thirc sau y
A= P(1+i) .
n

Tw hé thirc nay ta suy ra faes s @ hay
n

)

)) Vi du 1. L3i suat nam cda khoan dau tw theo thé thire 1ai kép va duoc tinh I1&i hdng ndm phai
la bao nhiéu, néu ban muén tang gap déi khoan dau tw cia minh trong vong 5 nam?

Giai

Goi Pla sb tiénvén ban dau. Tacd: A=2P, n=1; N=5,

Do d6 dé tang gap d6i khoan dau tw trong vong 5 nam thi 1&i suét ndm cla khoan dau tw

phai 1
r= n{@—q =1-[§/§ 4}:2(5—1@,149:14,9%.

) Luyén tdp 1. L4 suat ndm clia khoan dau tu theo thé thirc 13i kép va duoc tinh 1ai hdng quy
phai la bao nhiéu, néu ban muén téng gap déi khoan dau tw clia minh trong vong 5 ndm?

b) Xac dinh théi gian cho mét khoan dau tu

Dé tinh sb ki glri N can thiét cho mét khodn dau tu theo thé thire I3i kép theo dinh ki véi s6
tién vén P, 1ai sudt nam r, n ki tinh I4i trong mot nam dé dat duoc sé tién mong mudn A, ta
can tim N tir hé thire sau

r i r o A
A=P[‘I+—] hay [‘I+—) =—,
n n P

L&y |6garit co s6 [1 +£] ca hai vé, ta duoc
n

A
N=log , —.
gh%P

Vi vé phai cé thé khéng nguyén, nén thuc té ta sé phai chon N Ia sé tw nhién nhé nhat I6n
hon hay bang vé phai.



) Vi du 2. S& mét bao lau dé mét khodn dau tw tAng gép d6i gia tri néu né duoc tinh theo thé
thirc 1&i kép theo dinh ki va tinh 18i hang nam, vdi 1ai suat 10% méi ndm?
Giai
Goi P la sb tién vén ban dau. Taco: A=2P; n=1:r=10% = 0,1.
Khi dau tu theo thé thirc 13i kép theo dinh ki va tinh |1&i hdng ndm véi 13i suat 10% mdi nam,
thi thei gian dau tw can thiét la:

N = Icng1 5 % =log,,2~7,27.

Vi N phai la s6 tw nhién nén ta chon N = 8. Vay sau 8 nam thi khodn dau tu d6 sé tang gép
a8 gia tri.

) Luyén tip 2. Thuc hién yéu ciu nhw trong Vi du 2, néu dau tw theo thé thirc 18i kép theo dinh
ki va tinh 1ai hang thang, véi 13i suat 10% méi nam.

) Vidu 3. Bac An gtri tiét kiém 100 triéu ddng theo thé thirc 13i kép ki han 6 thang véi lai suét
khong ddi 8% mét nam. Hoi:
a) L&i sut don hdng ndm cta khodn givi tiét kiém nay la bao nhiéu?
b) Sau bao l&u gli tiét kiem, bac An nhan dwoc s6 tién it nhat 1& 150 triéu déng?
Giai
a) S6 tién bac An nhan dwoc sau 1 ndm gui tiét kiém la:

/ \2 2
A:PL1+-;-J :100-[1+0’§8) =108,16 (triéu déng).

~

Sétiénlaila /= A—P=10816-100=8,16 (triéu déng).

Vay lai suat don hang nadm cla khoan gl tiét kiém nay |1a

L o) B 0,0816 =8,16%.
100
b) Goi N Ia sé ki han gui tiét kiém can thiét, ta co:

N
A =100(1+°'2ﬁ] =100-(1,04)" 2150<:>N2I091,04%z10,34.

Vi N |a phai sé tw nhién nénta co N = 11.

Vay sau 11 ki gl tiét kiém, tlrc 1a sau 5 nam 6 thang, bac An sé nhan duoc sb tién it nhat
la 150 triéu déng.

) Luyén tip 3. Vao ngay 1 thang 1 ndm 2020, bac An glvi 200 triéu ddng vao mét Tai khoan Huu
tri ca nhan dworc tra 1ai kép ki han 12 thang véi 18 suét 5% mdi nam.

a) Tai khoan nay sé co gia tri bang bao nhiéu vao ngay 1 thang 1 nam 20307?

b) L&i suat don hang nam cla khoan gl¥i nay la bao nhiéu?
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¢c) Xac dinh gia tri hién tai cia mét khoan tién

Khi n6i dén “gia tri thdi gian cua tién”, ta thwong dé cap dén gia tri hién tai caa tién. Gia tri
hién tai cGa s6 tién A sé& nhan dwoc vao mét ngay ndo do trong twong lai la sé tién vén P ma
ban can dau tw ngay bay gi&r & no sé tang Ién thanh sé tién A trong khoang théi gian dwoc
chi dinh.

) 1o1. Xay dwng céng thirc tinh gia tri hién tai cia mét khoan tién

Str dung cong thirc 13i kép, hay tinh sé tién vén P phai glri theo thé thirc 13i kép theo dinh ki
véi 1ai suat ndm rva n ki tinh 18i trong mét nam dé sau £ ndm gvi s& nhan dwoc sé tién mong
muén la A.

Céng thirc gia tri hién tai

Gia tri hién tai P clia khodn tién A s& nhan dwoc sau t ndm, khi givi theo thé thirc 1ai kép
theo dinh ki v&i n ki tinh 1ai trong mét nam va lai suat hdng nam r, dwoc tinh nhw sau:

= _nt
P=A(1+—] .
n

Chi v. Gia tri hién tai cGa s6 tién nhan dwoc trong twong lai luén nhé hon sé tién s& nhan
dwoc, vi sb tién nhan duwoc sé bang gia tri hién tai (tién dau tw ngay bay gi®) codng voi tién
18i tich luy dwoc trong khoang théi gian do.

<

) Vidu 4. Can dau tv bao nhiéu tién bay gi® & murc |ai suat 6% mdi nam dé sau hai ndm nhan
duwoc sb tién 1a 100 triéu dong, khi viéc tinh |ai kép dwoc thwe hién:

a) Hang nam?

b) Hang thang?

¢) Hang ngay?

Giai

Ta co: A = 100 (triéu doéng); r= 6% = 0,06; t = 2 (ham).

a) Khi viéc tinh 1ai kép dwoc thwe hién hang nam (n = 1) thi sé tién can dau tw 13

P= A[1 +%]_m ~100-(1+0,06) * ~89 (triéu ddng).
b) Khi viéc tinh |1&i kép dwoc thire hién hang thang (n = 12) thi sé tién can dau tuv la
P= A[1 + %Jr =100- [1 + %J_M ~ 88,719 (triéu dbng).
¢) Khi viéc tinh 18i kép duoc thuc hién hang ngay (n = 365) thi sé tién can dau tw 1a

ry"™ 0,08\
P-=Al1+Z| =100.{1+=—2| =~88,693 (triéu déng).
[ +nJ [ - 365] (triéu dong)



) Luyén tip 4. Mét trai phiéu khéng c6 phiéu gidm gia c6 thé dwoc mua lai trong 10 nam t6i véi
gia 100 triéu déng. Ngay bay gi¢, ban can bé ra bao nhiéu tién d& mua né néu ban muén
nhan 14i kép 6% mot nam, tinh 13i hang thang?

3. LAP KE HOACH TAI CHINH CA NHAN

Trong mén Gido duc kinh té va phédp luat & 16p 10, cac em da duoc hoc nhirng kién thirc co
ban vé& Lap ké hoach tai chinh ca nhan, bao gém: khai niém ké hoach tai chinh ca nhan; cac
loai tai chinh k& hoach ca nhan (ngan han, trung han, dai han); tdm quan trong cla viéc lap
ké hoach tai chinh ca nhan va cac buéc lap ké hoach tai chinh ca nhan.

Viéc lap va thuc hién ké hoach tai chinh ca nhan tét sé gitip chiing ta chl déng can déi dwoc
gitta thu nhap va chi tiéu, tiét kiém: danh dwoc nhirng khoan chi phi can thiét cho ddi séng,
hoc tap: chi déng ndm chac tinh hinh tai chinh ctia ban than d@é diéu chinh cho phi hop; chi
tiéu tai chinh hop i, lanh manh, khéng 1ang phi, khéng bi tham hut hay no' nén; hon nira,
con tiét kiem @é thwe hién cac muc tiéu tai chinh quan trong trong twong lai va gitp tw cha
cudc song.

Pé 1ap duoc ké hoach tai chinh ca nhan va thuc hién thanh cdng ké hoach nay, can thuc
hién cac bwéc co ban sau:

— Buwoc 1: Xac dinh muc tiéu tai chinh va thei han thyc hién;

— Budc 2: Theo déi va kiém soat thu chi ca nhan;

— Budc 3: Thiét lap quy tac thu chi ca nhan;

— Budc 4: Tuan thi ké hoach tai chinh cé nhan.

) Vidu 5. Ban Quynh hoc & mét trieéng trung hoc phd théng xa nha va phai & tro gan trwédng.
M3&i thang bé me cho ban 4y tédng cong 5 triéu déng dé trang trai cac chi phi hoc tap va sinh
hoat. Em hay thir Iap mét ké hoach tai chinh c& nhan dé gitip ban Quynh c6 thé can déi cac
khoan chi tiéu trong thang.

Giai
Ta lap ké hoach ca nhan theo cac budc da néi & trén:
+ Buodrc 1: Xac dinh muc tiéu tai chinh va thei han thuc hién.
O day, ban Quynh cén can dbi duoc sé tién cé hang thang va cac khoan chi tiéu hé’l‘ng
thang, de cé ké hoach chi tiéu hop li, lanh manh, khéng lang phi, tranh tham hut va ng nan.
Thai gian thuwe hién ké hoach cua ban |a trong sudt 3 nam hoc trung hoc ph6 théng.
+ Budc 2: Theo déi va kiém soat thu chi ca nhan.
Ban Quynh can xac dinh ré cac ngudn thu va cac khoan chi hang thang, xac dinh ré khoan
chi nao Ia thiét yéu, khoan chi nao c6 thé tiét kiém. Cu thé:
— Céc nguén thu:
+ Tién dwoc bd me cho hang thang: 5 triéu déng = 5 000 nghin déng.
+ Ngoai ra, ban Quynh cé thé cé mét sé ngudn thu (khéng thuwdng xuyén) khac nhu: tién
thwéng néu duoc hoc sinh gidi & cudi ki, tién giup viéc cho bac chi nha tro khi ranh réi,...
— Cac khoan chi:
+ Poéng hoc phi: 300 nghin déng/thang.
+ Tién thué nha, chi phi dién, nudc, cwde dién thoai, internet (& chung véi ban): khodng
1 100 nghin d@éng/thang;



+ Tién &n ubng hang thang: khoéng 80 nghin déng/ngay x 30 ngay = 2 400 nghin déng;
+ Tién mua cac vat dung thiét yéu, tai liéu, dung cu hoc tap: Khoang 200 nghin ddng/thang;
+ Tién tiéu vat, tién phuc vu nhu cdu gidi tri c& nhan (xem phim, mua sach, truyén, ...),
di sinh nhat ban, dong quy I&p,... day la nhirng khoan chi phat sinh.
-+ Budc 3: Thiét 1ap quy téc thu chi ca nhan
Dé c6 thé can dbi dwoc cac khodn thu — chi va ¢ tién tiét kiém, dé phong nhirng treong
hop dét xuat, ban Quynh cé thé ap dung quy tac: 80/10/10, & d6:;
+ Céc khoan chi thiét yéu (hoc phi, tién &n, tién thué nha, tién dién, nudc, ...): chiém
80% ngudn thu;
+ Cac khoan chi phat sinh (sinh nhat, déng quy I&p, gidi tri, ...): chiém 10% nguén thu;
+ Tién tiét kiém: chiém 10% ngudn thu.
« Budc 4: Tuan thu ké hoach tai chinh ca nhan.
Pé thwe hién thanh céng ké hoach tai chinh ¢a nhan da lap, ban Quynh can kién tri tuan
thtl theo dung ké hoach da dé ra. Néu c6 khoan chi dét xuat ngoai du kién thi phai cat
gidm cac khoan chi khéng that can thiét dé tranh bi tham hut hay no nén, va co thé thu xép
thoi gian rénh gilp viéc cho bac chll nha nham tang thém khoan thu khéng thwéng xuyén
dé bu lai. Néu nhu cau thyc t€ co thay ddi thi lai c&p nhét va diéu chinh ban ké hoach cho
phu hop.

Khi lap ké hoach tai chinh ca nhan cho céc nhu cau dai han nhu gido duc hodc séng tu lap,
bén canh viéc quan i tai chinh c& nhan théng qua viéc phan bé can déi nguén tai chinh ca
nhan cho cac nhu cau hién tai, mét van dé quan trong la can cé ké hoach dé tich Iuy dwoc
sb tién can thiét thong qua guri tiét kiém tich luy hodc dau tu.

Ta nhac lai mét sé kién thirc vé nién kim trong SGK Toan 11, tap 1 (b6 sach Két néi tr thic
véi cube séng):

+ Nién kim |a mét day cac khoén tién bang nhau dwoc glri dinh ki. Cac khoan tién glri dinh
ki c6 thé |a hdng nam, n(ra ndm, hang quy, héng thang hoac béat ki khoang thei gian cb
dinh nao khac. Vi du vé nién kim la tién gri thwdng xuyén vao tai khoan tiét kiém tich Iuy,
tién thanh toan hang thang khi vay mua nha tra gép, tién thanh toan dinh ki khi mua bao
hiém nhan tho,....

+ S0 tién cua nién kim |a téng cua tat ca cac khoan tién glri dwoc thwe hién va tat ca cac
khodn tién 1ai tich IGy.

Gia str P la khoan tién glri dwoc thue hién vao cubi méi ki thanh todn cho mét nién kim tré
|3i suét i trong mai ki thanh toan. Sé tién A cua nién kim sau n 1an guvi tién 12
(1+7)" -1
—.
+ Gi& ti hién tai cta nién kim 1a tdng céc gia tri hién tai clia cac khoan rut.

A=P.

Gia sir mét nién kim ¢b 1i suét i trong méi ki thanh todan. Néu méi ki thanh toan rat P déng
va dwoc thwe hien trong n ki, thi gia tri hién tai V cda nién kim la
1-(1+i)”
yop 000
i
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Nhan xét. Dé thuwe hién nhirng dw dinh I&n trong twong lai nhuw tiét kiém tién d& hoc dai hoc,
mua nha, mua xe, di du lich, hay tiét kiém tién chuén bi cho khi nghi huu,... ching ta can lap
ké hoach @& tich luy dwoc sb tién cén thiét. Ta c6 thé si dung ¢dng thire tinh nién kim hodc
cac hé thirc truy héi dé tinh sé tién ma ta sé tich Iuy dwoc sau mot khodng thoi gian hoac
wéc lwong khodng thoi gian can thiét dé tich luy du sé tién can thiét, néu méi ki guri ta cé thé
glri déu d&n moét sé tién cb dinh nao d6.

) Vi du 6. Dé tiét kiém tién cho viéc hoc dai hoc sau nay cla con gai, ¢ Lan quyét dinh gt
1 triéu ddng mbi thang vao mét tai khoan tich luy dwoc ngan hang dam bao 1ai suat va tra |ai
kép 0,5% hang thang. C6 bat dau chwong trinh tiét kiém nay khi con gai co tron 3 tudi. Co
Lan sé tiét kiém duwoc bao nhiéu tién vao thei diém givi khoan tién 1an thir 1807 Luc nay con
gai c6 bao nhiéu tudi?

Giai

Ta str dung cong thirc tinh sé tién ctia mot nién kim. Ta co:

P =1 (triéu déng); i = 0,5% = 0,005; n = 180.

Sé tién ma cb Lan tich luy dwoe khi glvi khoan tién 1an thir 180 |a
1y -1 1+0,005)"* — 1
(14 ;} _4, (1+0,005)

I 0,005

M&i nédm c6 12 ki guvi tién, nén thoi gian dé guri khoan tién 1an thir 18012 180 : 12 = 15 (nam).

A=P. ~ 290,819 (triéu déng).

Vi c6 Lan bat dau guvi tiét kiém tich luy khi con gai cé dwoc 3 tudi, nén khi cé glvi khoan tién
l&n thir 180 thi con gai co 18 tuéi.

) Luyén tip 5. Dé tiét kiém tién cho viéc nghi hwu, anh Nam 35 tudi, quyét dinh g 36 triéu
ddng méi ndm vao Tai khoan Hwu tri Ca nhan trong véng 30 nam téi. Gia tri cha tai khoan sé
la bao nhiéu khi anh Nam guvi tién 1an th(r 30? Gia s( |ai suat cla tai khoan la 6% méi nam,
dwoc tinh 1ai kép hang nam.

) Vidu 7. Chi Hwong can 5 triéu ddng méi thang trong 10 thang tiép theo dé trang trai cac chi
phi sinh hoat trong 1 ndm khi hoc & trué'ng dai hoc. Néu mét quy thi triedng tién té tra 14i kép
0,75% héng thang thi bay gi¢ chi Hwong phai xin bd me bao nhiéu tién giri vao quy d6, gé
c6 thé rut ra 5 triéu déng méi thang trong 10 thang tiép theo?

Giai
Ta c6: P =5 (triéu déng); n = 10; i = 0,75% = 0,0075.
S6 tién chi Hwong can gtri vao quy thi trwdng tién té tai thei diém bay gio 1a
e —10
p ()" 1-(1+0,0075)

~ 47,998 (triéu dong).
i 0,0075

V=

) Luyén tip 6. Giai quyét bai toan & Tinh huéng mé dau.
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) Vidu 8. Mt bao 1au dé tiét kiém dwoc 200 triéu ddng néu méi thang ban guri 5 triéu ddng vao
mot tai khoan tiét kiém tich luy dwoc tinh 1ai kép hang thang, v&i l&i suat nam la 6%?
Giai
0,
Ta ¢ A = 200 (triéu ddng); P =5 (triéu déng); i = % ~0,5% = 0,005,

(1+i) -1 % A )

T cong thirc A=P- suyra (1+1) =A?+1, tic 12 n:log1+,.[—+‘l :

I
Do d6 sé ki glvi can thiét sé |3
n=log (ﬂ+ 1J - [—200' ol
= i P = 1,005 5
Vay sé ki can gl 1a 37 ki, tire 12 sau 3 ndm 1 thang.

+ 1] =10g, 005 12 ~ 36,6.

) Vi du 9. Mét chuyén di trai nghiém thuc té trong ki nghi hé sé tiéu tdn 4,5 triéu déng va sé
phai nép vao ngay 2/7, truéc chuyén di. Dé tiét kiém tién cho chuyén di, vao ngay 1/1 cling
nam, ban Nam gli 1 triéu ddng vao mét tai khoan tiét kiém duoc tra 13i 6% mbi ndm va tinh
l&i hang thang. Bat dau tir ngay 1/2, vao ngay dau tién cia méi thang, ban Nam glri Géu dan
sé tién 500 nghin déng vao tai khodn nay.

a) Tim heé thirc truy héi biéu thi sé tién trong tai khoan sau n thang.

b) Tinh Ian Iwot sé tién cé trong tai khodn trong 6 thang dau tién (két qua tinh bang triéu déng
va lam tron d@én chir s6 thap phan thir ba).

c) Sau khi khoan tién g vao ngay 1/7 dwoc thuc hién, tai khoan ctia ban Nam c6 du tién dé
thanh toan cho chuyén di trai nghiém thyc té khéng?

d) Néu ban Nam gtvi 600 nghin déng méi thang, ké tlr ngay 1/2, thi tai khoan ctia ban dy co
du tién cho chuyén di khéng?

Giai
a) Goi A, 1a s6 tién (triéu déng) trong tai khodn clia ban Nam sau n thang, ké tir ngay 1/1.
Ta c6 hé thire truy hoi:

A =4 A = (1 + 0—%%5—},4” ,+0,5=10054, ,+0,5(n>1).

b) Ta co:

A, =1 (triéu dong);

A, =1005A, +0,5=1005-1+0,5=1505 (trieu doéng);

A, =1005A, +0,5=1005.1505+0,5~ 2,013 (triéu ddng);

A, =1005A, +0,5=1005-2,013+0,5 ~ 2,523 (triéu déng);

A, =1005A, +0,5=1005-2,523 + 0,5~ 3,035 (tridu ddng);

A. =1005A, +0,5=1005-3,035+0,5~ 3,550 (triéu déng).
¢) Sé tién trong tai khodn clia ban Nam sau khoan tién givi vao ngay 1/7 1a

A; =1005A, +0,5=1005-3,550+0,5 = 4,068 (triéu dong).

Nhw vay, tai khodn cta ban Nam sé khéng dd tién dé thanh toan cho chuyén di trai
nghiém thuc té.
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d) Néu ban Nam glri 600 nghin déng mai thang, ké tir ngay 1/2, thi hé thirc truy héi biéu thi
s6 tai khoan clia ban Nam sau n thang 1a

A =TA, =(1 +%)An_1 +0,6=1005A, ,+0,6(n>1).

Trong trwéng hop nay, tinh 1an lvot twong ty phan b, ta dwge A, ~ 4,676 (triéu dong).

Vay trong treéng hop nay, tai khoan cta ban Nam dd thanh toan cho chuyén di.

Chy. C6 thé st dung bang tinh Excel hodc méy tinh cam tay dé tinh Ian Iwot cac s6 hang
clia mét day sé cho bang hé thirc truy hdi. Xem chi tiét trong phan Em cé biét? & cubi bai
hoc nay.

) Luyén tip 7. Ngay 1/1/2021, bac Hung quyét dinh gtri 6 triéu déng vao cudi méi quy vao mét
Tai khoan Huu tri Ca nhan.
a) Tim hé thirc truy hdi biéu thi sé du tai khoan clia bac Hung vao cubi mdi quy néu lai suat
dwoc gid dinh 1a 8% méi ndm va duoc tinh 1&i hang quy.
b) S& mét bao lau trwére khi gia tri ciia tai khoan vwrot qua 500 triéu déng?

c) Gia tri cla tai khoan sé la bao nhiéu sau 25 nam nira, khi bac Hung nghi hwu?

BAI TAP

3.13. M6t trai phiéu khéng cé phiéu giam gia c6 thé dwoc mua lai trong 5 nam téi véi gia 100
triéu ddng. Ngay bay gi®, ban c&n bé ra bao nhiéu tién d& mua né néu ban mubn nhan
1% lai kép hang thang?

3.14. Anh Hwng dau tw 50 triéu ddng mdi nam vao mét quy dau tw trong vong 15 nam. Néu
gia tri thi trwdng cla quy ting 5% méi ndm, thi gia tri tai khodn cla anh Hung sau 15
lan gri tién sé la bao nhiéu?

3.15. S& mét bao nhiéu nam dé tiét kiem dwoc 100 trieu ddng néu mdi thang ban gtvi 1 triéu
ddng vao mét tai khoan tich luy véi lai suat 6% mét ném va dwoc tinh 1ai kép hang thang?

3.16. Tim gia trj hién tai ctia mét nién kim ma khodan tién rat sé 1 5 triéu ddng mdi thang trong
vong 48 thang v&i lai suat nam |a 6%.

3.17. Anh Duong di lam thém trong mua hé dé kiém tién gilp trang trai chi phi hoc tap &
trwdng dai hoc vao nam sau. Anh Dwong c6 thé tiét kieém duoc 1,5 trieu ddng mdi tuan
trong 12 tuan va anh dau tw no6 véi 1ai kép 0,4% hang tuan.

a) Anh Duong cé téng cdng bao nhiéu tién sau 12 tuan?

b) Khi nam hoc méi bat dau, anh Dwong sé bat dau rut sé tién bang nhau tir tai khodn
nay mai tuan. Sé tién anh Dwong c6 thé rut nhiéu nhat mai tuan trong vong 36 tuan
la bao nhiéu?

)
—
o]

. Anh Nam va chi Huong can cé 2 ti ddng dé mua mét can nha sau 4 nam nira. Hoi bay
gi® ho can glri bao nhiéu tién vao tai khoan tiét kiem dé co thé thwc hién viéc nay, biét
rang ngan hang tra 1ai kép 2% hang quy?



Em c6 biét?
Tinh cac s6 hang cua mét day sé cho b hé thir truy hoi bang may tinh cam tay
hoac phan mém bang tinh Excel.
+ Ta c6 thé st dung may tinh cam tay dé tinh 1an lwot cac sé hang clia day sé truy hoi.
Quay lai Vi du 9, ta c6 déy s6 truy héi véi: A, =1, A, =1,0054, , +0,5(n>1).
Dé tim cac sb hang clia day sé trén, ta nhap vao may tinh biéu thirc:
XxX=x+1:A=1005A+0,5
bang cach badm té hop phim sau:
() O (wr) (cacc) () 00 () (30 (o) (2= () (©) (vl Gi) D (D @ @ (3) et (@) (B @ (B (B

& d6, x twong rng voi chi sé clia cac sb hang trong day (chinh la n), A 1a gia trj cha sb
hang A, (hay chinhla A,).

r‘ kexorpet 00sies
!

Khi d6, man hinh hién thi: |
Ta tiép tuc bam phim va lan lwot nhap cac gia tri x = 0, A = 1, sau d6 bam phim &,

” TR H A=1.005840.5 "
- 1 1.505
man hinh hién thi:
Tlc 1a A =1505. Tiép tuc bdm phim &) lien |
tuc, ta thu dwoc A, ~ 2,013, A, ~ 2,523, ... g s | c : '

1 (Chisdm 58 hang thern [CN s SSharghan
Vay dé tim sé hang th( n, ta bam phim &) cho |
toi khi x dirng lai & gia tri n, khi dé ta tim dwoc
giatri A

3

B

e s e o
il
!unm-uuu

- Bén canh viéc st dung may tinh cam tay dé &
tinh lan lwot cac sé hang cua day so truy hoi, ta =
c6 thé slr dung bang tinh Excel dé tinh s hang
nay nhu hinh bén.

Mé& bang tinh Excel, ta |8p ra hai cdt, mot cot la chi sé n, mot cot 1a
gia tri cGia s6 hang th(» n. Ta nhap gia tri dau tién clachisé nla 0,
sau d6 dat con tré chudt & goc duwéi bén phai cia é s6 0, bdm phim
Ctrl, ta thay xuét hién biéu twong dau cong va kéo chubt xudng, ta
dwoc mét day sé theo thir tw nhw hinh bén.

Chisén Séhangthirn
1
1.505

N o B WO

Tiép tuc, ta nhap gia tri dau tién cla day sé6 A, =1, & 6 B2. Tai
6 B3, ta nhap =1.005*$B2+0.5 (ilrc |a ta |4y 1,005 nhan voi két
qua & 6 B2 rbi cong vo6i 0,5) va nhan Enter, ta thu dwoc két qua
A, =1505.

Ta tiép tuc dat con tré chudt & géc duéi bén phai cia 6 B3, bam
phim Ctrl, ta thay xuat hién biéu twong déu cong va kéo chudt
xubng, ta duoc cac sé hang can tim.

Tirc la A, ~2,013; A, ~2,523, ...

A B
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BAI TAP cUGI CHUYEN BE 3 <S&&H&

Anh Nam can vay 50 triéu déng ngay bay gid va cé thé trd khodn vay sau 6 thang. Dé
s tién 1ai phai tra it hon, anh Nam nén chon khoan vay |ai kép ki han 3 thang v&i lai
suat 9% moét nam hay khoan vay li suat don 10% mét nam?

Gia sl ban mudn m& moét tai khoan thi trwéng tién té. Ban dén tham hai ngan hang dé

xac dinh ti gia thi tredng tién té cla ho. Ngan hang A cung cép cho ban 18i suat 6% mot

nam va tinh lai kép hang ngay. Ngan hang B cung cép cho ban I&i suat 6,02% mét nam
va tinh 13i kép hang quy. Ngan hang nao dang cung céap giao dich tét hon?

Mat bao lau dé mét khodn dau tw tang gap d6i gia tri néu n6 dwoc dau tw véi 1ai suét

8% maot nam theo hinh thirc:

a) Tinh 14i kép hang thang?

b) Tinh l&i kép hang quy?

Gia str hoc phi trung binh cua mét trwdng dai hoc trong nam hoc 2021 — 2022 |a

18 triéu déng/nam.

a) Néu hoc phi tang déu dan 8% maoi nam, thi hoc phi trung binh tai trwdng nay trong
nam hoc 2029 — 2030 sé la bao nhiéu?

b) Néu ngan hang cam két |&i sudt kép ki han 12 thang 1a 6% mét ndm, thi can g bao
nhiéu tién vao dau thang 9 nam 2021 &é du chi trd hoc phi cho nam hoc dau tién
ctia mot sinh vién nam thir nhat sé nhap hoc vao thang 9 nam 20297

Ban nén dau tu bao nhiéu tién mdi quy & mirc 1ai suat 10% mbi nam, tinh I3i kép hang quy,

dé co6 200 triéu déng sau hai nam?

P& mua nha, mét c3p vo chéng vay mét khoan tién 2 ti @dng trong vong 20 nam véi lai

suat 9% mbi nam, duoc tinh 1ai kép hang thang.

a) Sé tién ho phai tra hang thang la bao nhiéu?

b) Téng sb tién ho sé tra trong khoang théi gian 20 nam |a bao nhiéu?

c) Néu thay vi di vay, cap vo chéng nay gl cac khodn thanh toan hang thang vao mét

tai khoan tich luy duoc tra lai suat 9% mbi nam, duoc tinh 1ai kép hang thang, thi tai
khodn nay sé& cé bao nhiéu tién vao cubi ki sau 20 ndm?
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Bang phan b xac suét cla bién

ngau nhién r&irac 7

Bai toan quy hoach tuyén tinh hai

bién 24

Bai toan téi wu 23

Bién ng&u nhién réirac 6
Bién ng&u nhién cé phan bé nhi
thirc 8

Céng thure Bernoulli 15

Cong thure 1ai don 49

Cong thire lai kep 50

Chi phi bién 41

Chi phi trung binh 41

Doanh thu bién 41

Pau tw 60

Diém cuc bién 26

Binh luat phan xa anh sang 38
Binh luat khuc xa anh sang 38
D6 léch chuan 11

Gia tri hién tai 63

Gia tri hién tai cua nién kim 65
Gia tri tbi wu 24

Gia tri twong lai 50

Ham céu 39

Ham chi phi 39

Ham doanh thu 39

Ham lgi nhuan 39

Ham muc tiéu 24

=

Khodan thanh toan 57

Ki vong 9

Lai don 49

Lai kép 50

Lai suét thue 52

Lam phat 51

Loi nhuén bién 41

Mién chap nhan duoc 24

Mién nghiém (cta hé bat phwong trinh
bac nhat) 24

Nién kim 65

Phan bé nhi thire 17

Phi str dung thé tin dung 55
Phép thir 1ap 15

Phwong an chap nhan dwoc 24
Phwong an cuc bién 26
Phuwong an tdi wu 24

Phwong sai 11

Sé tién ctia nién kim 65

Tap céc phuong én chap nhan duoc 24
Ti Ié lam phat 51

Tién té 47

Thé tin dung 54

Tra gop 57
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BANG GIAI THICH THUAT NGU

Thuat ngiv

Giai thich

Bang phéan bé xac suét cla
bién ngau nhién r&i rac

Bang mé ta cu thé xac suat dé bién ngau nhién rdi rac X
nhan gia tri cho trwéc

Bai toan quy hoach tuyén tinh

Bai toan tdi wu, trong d6 ham muc tiéu va cac rang budc
déu la tuyén tinh

Bai toan téi wu

Bai toan cuc dai hoa hoac cuce tiéu hoa mét ham sé nhan
gia tri thuc (thwong duoc goi Ia ham muc tiéu) voi cac
bién sé thod man cac rang budc cho trwéc. O day cd
ham muc tiéu va céc rang budc cé thé dwoc cho trudc
hodc |a phai tw xac dinh tir y nghia cla bai toan thuwc té
sau khi da dwoc mé hinh hoa toan hoc.

Bién ng&u nhién roi rac

Pai lwong nhan gia tri bang sb thuéc mét tap hop hiru
han nao dé va gia tri ay 1a ngau nhién, khéng du doan
trwéc dwoc

Hé bat phwong trinh bac nhat
hai 4n

Hé gém hai hay nhiéu bat phwong trinh béc nhéat hai 4n
ma ta can tim nghiém chung cla ching

Lam phat

Sw tang mirc gid chung mot cach lién tuc cda hang hoa
va dich vu theo thoi gian va sy mat gia tri ciia mot loai
tién té nao doé

Lai suat danh nghia

Ti 1& biéu thi sy gia tang cla tién sau mot thoi gian nhat
dinh (thwdng 1a 1 nam) nhwng chwa tinh 16i sy thay dbi
strc mua cla loai tién d6 (chwa tinh dén lam phat)

Lai sut thue

Néu rla 13i sudt, g |a ti 1& lam phat thi 15i suat thuc |a
r-g

r. £ Savh
1+g

thwe =

Mién chép nhan duoc

Téap tat ca cac phwong an chap nhan dwoc clia mét bai
toan quy hoach tuyén tinh

Phwong an chap nhan dwoc

Phwong an thoa man dong théi cac rang budc

Phwong an cuc bién

Phwong an nam & dinh cla mién nghiém

Phwong an ti wu

Phwong an chap nhan dwoc ma tai @ ham muc tiéu dat
cuc tiéu (hoac cuc dai)

Phan bé nhi thirc

Phan b xac suét réi rac véi hai tham sé n va p, ki hiéu
clia s6 lwong lwot thir thanh céng trong n lwot thir déc
lap véi két qua CO hodc KHONG thanh céng




Nha xudt bdn Gido duc Viét Nam xin tran trong cdm on
cdc tdc gid c6 tdc phdm, tie liéu diegc sie dung, trich dén
trong cuon sdch nay.

Chiu trach nhiém xuét ban:
Tbng Giam déc HOANG LE BACH

Chiu trach nhiém néi dung:
Téng bién tap PHAM VINH THAI

Bién tap ndi dung: LUU THE SON - DANG THI MINH THU

Bién tap mi thuat: NGUYEN BICH LA

Thiét ké sach: NGUYEN DINH HYONG

Trinh bay bia: NGUYEN BICH LA

Minh hoa: BUI VIET DUY

Stra ban in: NGUYEN DUY LONG - VU THI THANH TAM

Ché ban: CONG TY CO PHAN Mi THUAT VA TRUYEN THONG

Ban quyén © (2024) thuéc Nha xuat ban Giao duc Viét Nam.

Xuét ban pham da dang ki quyén tac gid. Tat ca cac phan cla ndi dung cudn sach
nay déu khéng duoc sao chép, lwu trir, chuyén thé duéi bat ki hinh thirc nao khi
chwa c6 su cho phép bang van ban ctia Nha xuéat ban Gido duc Viét Nam.

CHUYEN DE HOC TAP TOAN 12

M3 sé: ...

In... ban, (@D ...) khd 19 x 26,5 cm.

BDonviin: ...

Dia chi: ...

S BKXB: .../CXBIPH/...//IGD

S6 QDXB: .../QD - GD - HN ngay ... thang ... nam ....
In xong va nép luu chiéu thang ... nam 20...

Ma sb ISBN: .../



HUAN CHUGONG HO CHI MINH

BO SACH GIAO KHOA LGP 12 - KET NOI TRI THUC V&1 cCUOC SONG

1. Ngirvan 12, tap mét

2. Ngitvan 12, tap hai

3. Chuyén @é hoc tap Ngirvan 12

4. Todn 12, tdp mét

5.Todn 12, tap hai

6.Chuyén @é hoc tap Toan 12

7. Lichsir12

8.Chuyén aé hoc tap Lich st 12

9.Piali12

10. Chuyén dé hoc tap Dia 112

11.Gido duc Kinh téva Phdpludt 12

12. Chuyén dé hoc tap Gido duc Kinh %€ va Phép judt 12
13.Vatli12

14. Chuyén dé hoc tap Vat Ii 12

15. Hod hoc 12

16. Chuyén dé hoc tap Hoa hoc 12

17.Sinh hoc 12

18. Chuyén @é hoc tap Sinh hoc 12

19. (ong nghé 12 — Cong nghé Dién —Dién ti

20, Chuyén dé hoc tap Cong nghé 12 — Cong nghé Dién — Dién tir
21.C6ng nghé 12 — Lam nghiép — Thuy san

22.Chuyén @& hoc tdp Cdngnghé12 - Lim nghiép — Thuysan
23.Tin hoc 12 - Dinh huténg Tin hoc dng dung

Cac don vi dau méi phat hanh

24. Chuyén a@é hoc tap Tin hoc 12 — Dinh hwéng Tin hoc ing dung
25.Tinhoc 12 - Dinh hu6ng Khoa hoc mdy tinh

26. Chuyén @€ hoc tap Tin hoc 12 - Dinh hittng Khoa hoc méytinh
27.Mithudt 12 - Thiét ké mi thudt da phuengtién
28. Mithudt 12 - Thiét ké @8 hoa

29. Mithudt 12 ~Thiétké thai trang

30. Mi thudt 12 — Thiét k& mi thudt san khau, diénanh
31. Mithudt 12 — L{ ludn va lich sir mi thudt

32, Mithudt 12 - Pléu khdc

33. Mi thudt 12 - Kién tric

34. Mi thudt 12 — Hoi hoa

35, Mithuat 12 - 85 hoa (tranh in)

36. Mi thuat 12 — Thiét k& cong nghiép

37.Chuyén d@é hoc tap Mithuat 12

38.Am nhac 12

39. Chuyén @ hoc tap Am nhac 12

40. Hoat ddng trai nghiém, huang nghiép 12

41.Gido duc thé chat 12 - Béng chuyén

42.Glao duc thé chat 12 -Béng 44

43.Giao duc thé chat 12 - Cau Iong

44.Gido duc thé chat 12 -Bong ré

45,Glao duc quoc phong va anninh 12

46.Tiéng Anh 12 —Global Success — Sach hocsinh

« MiénBac: CTCP Pau tu va Phat trién Gido duc Ha Noi
CTCP Sach va Thiét bi Gido duc mién Béc

« Mién Trung: CTCP Pau tu va Phat trién Gido duc Pa Ning
CTCP Sach va Thiét bi Giao duc mién Trung

« Mién Nam: CTCPDau tu va Phat trién Gido duc Phuong Nam
CTCP Sach va Thiét bi Gido duc mién Nam
CTCP Sach va Thiét bi Gido duc Ctru Long

Sdch diéntl:  http://hanhtrangso.nxbgd.vn




