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HUGNG DAN SU DUNG SACH

M&i bai hoc trong séch Todn 12 thudng c6 cac phén nhu sau:
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Hay bao quan, giir gin sach gxﬁﬁk]iuad@ﬂ&htﬁng” cac em hoc si"nhléﬁmﬁ“
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Loi noi dau

Céc ban hoc sinh, quy thay, ¢6 gido than mén!

Sach Tedan 12 thuoc bo sach giao khoa Chin tréi sang tae duoc bién soan theo Chuong trinh
giao duc phé thong 2018 cua Bo Giao duc va Dao tao.

Céu tric sach Todn 12 ducc chia thanh hai tap.

Tdp mét bao gom ba chuong:

Chwong I: E:rng dung dao ham dé khdo sat ham 50.

Chwong I1: Vecio va hé toa do trong khong gian.

Chwrong 111: Céc 56 ddc trumg do mire dg phan tan cho mau sé liéu ghép nhom.

Dau méi chuong déu 6 néu rd cac kién thirc co ban s& hoc va cac yeu cau can dat cua chuong.
Céc bai hoc déu xdy dung theo tinh thin dinh huéng phat trién ning luc va thuong duoc
thong nhat theo cac bude: khoi dong, kham pha, thuc hanh, vin dung. Sich s& tao nén
mot mol truong hoc tap va giang day twong tac tich cuc nham dam bao tinh dé day, dé hoc
dé}ng thai hd tro cac phuong phap giang day hiéu qua.
Noi dung sach thé hién tinh tich hop, gin bé mén Toan véi cdc mén hoc khac. Nhimg hoat dong

tral nghiém duoc ting cuong gitip nguoi hoc co thém co hoi van dung Toan hoc vao thuc tién,
déng thoi img dung céng nghé thong tin vao viéc hoc Toan.

Chung t6i tin twong ring véi cach bién soan nay, sach gido khoa Todn 12 s ho tro quy thiy,
b gido mét cach tich cuc va hiéu qua trong qua trinh day hoc, dong thoi gitp cac ban hoc
sinh himg tha hon khi hoc tap bo mon Toan.

Rét mong nhén duoc su gop ¥ caa quy thay, ¢ gido vé cac ban hoc sinh dé sach duoc ngay
cang hoan thién hon.

CAC TAC GIA




PHAN MOT 50 YEU T0 GIAI TicH

Chuong |. UNG DUNG PAO HAM DE KHAO SAT HAM S0

Bai 1. Tinh don diéu va cuc tri cia ham s6

Bai 2. Gia tri 16n nhit, gia tri nho nhit cia ham s6
Bai 3. Pudmg tiém can cia do thi ham s6

Bii 4. Khao sit va vé do thi mét s6 ham so co ban

Bai tip cudi chwong I

PHAN HINH HOCVA DO LUONG

Chuang 11. VECTO VA HE TOA DO TRONG KHONG GIAN
B 1. Vecto va cac pheép toan trong khong gan
Bai 2. Toa do cta vecto trong khong gian

Bai 3. Biéu thirc toa dé clia cic phép toan vecto

Bai tip cudi chwong 11

PHAN THONG KE VA XAC SUAT
Chutong H1. CAC S0 DAC TRUNG PO MUC DO PHAN TAN CHO MAU SO LIEU GHEP NHOM

Bai 1. Khoang bién thién va khodng tir phén vi cia mau s6 ligu ghép nhom

Bai 2. Phuong sai va d6 léch chuan ciia miu s6 liéu ghép nhom

Bai tip cudi chwong 111

HOAT DONG THUC HANH VA TRAI NGHIEM

Bai 1. V& d6 thi ham s6 bang phin mém Geogebra

Bii 2. Tim gié tri 16n nhat va gid tri nho nhit ciia him s6 bing may tinh cim tay

Bang gidi thich thuit ngiv

Bang tra ciru tir ngir

Trang

25

37

40
41
52
58

65

67
68
75

84

87
9]
94
95




Phin| MOT s6 YEU T GIAI TicH
UNGIDUNG DAO HAM

Dao ham la mét cdng cu todn hoc ¢ rat nhiéu iing dung trong khoa hoc, ki thut va ddi sing. Trong chuong nay,
chiing ta sé ing dung dao ham @& khao sat mét sd tinh chat quan trong ciia ham sd (nhy tinh don diéu, cuctri,
gid tri ldn nhat, gia tri nhé nhat) va tim cic dudng tiém cin cia dé thi ham sd, ti d6 vé do thi cda ham sd
hoac giai quyét mot sd bai toan thuc tién.

S& luong thanh pham can san xuat 1a bao nhiéu @€ thu dugc i nhuan cao nhat?

(11 Hoc xong chuang nay, ban co thé:

— Nhan biét dugc tinh déng bién, nghich bién cia mét ham s6 trén mot khoang dua vao
dau cua dao ham cap mot cua no.

—Thé hién duoc tinh déng bién, nghich bién clia ham s6 trong bang bién thién.

— Nhan biét dugc tinh don diéu, diém cuc tri, gia tri cuc tri cia ham sé théng qua bang
bién thién hodc théng qua hinh anh hinh hoc clia d6 thi ham sé.

— Nhan biét duoc gia tri |én nhat, gia tri nhd nhat cla ham s6 trén mot tap xac dinh cho trudc.

— Xac dinh dugc gia tri [6n nhat, gia tri nhé nhat clia ham s6 bang dao ham trong nhiing
trudng hop don gian.

— Khao sat duogc tap xac dinh, chiéu bién thién, cuc tri, tiém can, bang bién thién va vé dé thi

ax+b ax’ +bx+c

clacachamsoé:y=ax’+ b’ +ex+d(a=0)y= (c20,ad—-bc=0);y=
d mx+n

(@ =0, m = 0 va da thic tif khéng chia hét cho da thifc mau).
— Nhan biét dugc tinh d6i xting (truc ddi x(ing, tam doi xiing) ctia d6 thi cac ham s trén.
—Van dung dao ham va khao sat ham sé dé giai quyét mot s6 van dé lién quan dén thuc tién.

4
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Bai 1. Tinh don diéu va cuc tri
ciia ham sé

Tir khod: Déng bién; Nghich bién; Cuc tri; Cuc dai; Cuc tidu.

V.

g

») Trong 8 phit diu ké tir khi xudt phat, 54
dd cao h (tinhbing mét) ciakhinhkhicdu ool - 77T
vao thai diém t phut dugc cho bdi cdng 324 t--F--1-- -
thiic h(f) = 68 — 81F + 324¢, Pé thi cla
ham sé h(t) duoc biéu dién trong hinh bén.
Trong cac khoang théi gian nao khinh khi
cdu tang dan dé cao, giam dan do cao?

D6 cao clia khinh khi cau vao cic thai diém 3 phut va 6 phit sau khi xudt phat cé gi
dichiet?

--.“

1. Tinh don diéu ctia ham sé
Nhac lai vé tinh déng bién, nghich bién clia ham sé
Ki hiéu K la khoang hoic doan hoic nira khoang. Gia sir ham s6 y = f(x) xdc dinh trén K.
Ham s6 v =f(x) goi la :i‘r_f;ng bién (tang) trén K néu véi moi x,, X, thuoec K ma x, <x,
thi f(x,) < f(x,).
Ham so v = flx) go1 la nghich bhién (giam) trén K neu vai mo1 x,, X, thuoc K max <x,
thi f(x,) = f{x,).
Néu ham s6 y = f(x) dong bién trén K thi dé thi cia né di lén tir trdi sang phai (Hinh 1a).
Néu ham s6 y = f(x) nghich bién trén K thi d thi cua né di xuong tir trai sang phai (Hinh 1b).

YK Y&

%
]

a b
) Hinh 1 }

Ham s6 dong bién hodc nghich bién trén K duoc goi chung 1a don diéu trén K.



Vidu 1. Tim cac khoang don dicu cua ham s0 v =f(x) co d6 thi cho & Hinh 2.

= - T T

=Y

Hinh 2
Giai

Ham sb dong bién trén cac khoang (—2; 1) va (5; 8), nghich bién trén khoang (1; 5).

% Tim cac khoang don diéu ctia ham s6 y = f(x) ¢é dé thi cho & Hinh 3.

Hinh 3

Tinh don diéu ctia ham sé

’@ Cho ham s6 y = f{x) =x".

a) Tir do thi ctia ham s6 y = f(x) (Hinh 4), hay chi ra cac
khoang dong bién va nghich bién cuia ham sé da cho.

b) Tinh dao ham f"'(x) va xét déuf'[x}.
¢) Tir d6, nhan xét vé méi lién hé giira cac khoang dong bién,
nghich bién cua ham sé v&i dau cua f'(x).

Hinh 4

Trong /4, ta thiy him sb y = f(x) déng bién trén khoang ma /"(x) duong, nghich bién trén
khoang ma f"(x) am.



Téng quat, ta co két qua sau day:

= -
-

"% Cho him sé y = f(x) c6 dao ham trén K.
Néu /'(x) > 0 v&i moi x thude K thi ham s6 y = f(x) dong bién trén K.
Néu f"'(x) < 0 v&i moi x thude K thi ham s6 y = f(x) nghich bién trén K.

Vidu 2. Chimg minh ring ham sé g(x) = il nghich bién trén khodng (1; +o0).
X

Giai

Ham s6 xac dinh trén (1; +0).

1
Taco g'(x)=— ~<0 véi moi x € (1; +o0).
(x—1)

Viy g(x) nghich bién trén khoang (1; +0).
Chdi y: Khi xét tinh don diéu ciua ham s6 ma chira cho khoang K, ta hiéu xét tinh don diéu
cuia ham s6 do trén tap xac dinh cua né.
Tir két qua trén, dé xét tinh don diéu cua ham sb y = f{x), ta thuc hién céc budc sau:
Buwac 1. Tim tap xac dinh D cua ham SO
Buwoe 2. Tinh dao ham /'(x) cua ham s6. Tim cic diém x thuoc D ma tai do dao ham [ '(x)
b%mg 0 hoac dao ham khong ton tai.

Burée 3. Xét dau f'(x) va lap bang bién thién.
Buée 4. Néu ket luan veé cac khoang dé-ng bién, nghich bién cua ham s6.

Vidu 3. Xét tinh don di€u cua cac ham s sau:

a) f(x)=—x'+ 3x7; b) g(x)=x+ lr; ¢) h(x)=x.
Gidi -
a) Xét ham so f{x) = —x° + 3>
Tap xac dinh: D =K.
Taco f'(x)=-3x +6x; f(x)=0<x=0hoacx=2.
Bang bién thién:
x |- 0 2 +o0

£'(x) . 0 i 0 -

" m\n e 4\

Viy ham sé f(x) = —x' + 3x° dong bién trén khoang (0; 2). nghich bién trén cac khoang
(—oo; 0) va (2; +=0).

—0




b}Xéthfamsérg{x}:x+ i
x
Téap xac dinh: D= R\ {0}.

Tacog(x)=1- —=X-1
X X

Vix’>0véimoix € R\ {0} nén g'(x) cung dau véix® — 1.

Tacog(x)=0<>x'—1=0¢>x=—1 hodcx=1.

Bang bién thién:
X —o0 -1 0 | +o0
2(x) + 0 e - 0 -
" / _2\ +m\ / -
—ah —on 2

Vay ham s6 g(x) =x + & dong bién trén cac khoang (—eo; —1) va (1; +20), nghich bién
o

trén cac khoang (—1; 0) va (0; 1).
¢) Xét ham sé h(x) = x'.

Tap xac dinh: D=E.

Taco h(x)=3x:h(x)=0<=x=0.

Bang bién thién:
x —x0 0 +00
'(x) + 0 +

h(x) /+cﬂ
0

Vay ham s6 h(x) = x* dong bién trén B.

Cha y:

a) Nél:l ham sb ¥ ff(x] co d:_m'hz'l.m trér! K, f'(x)= 0 vé1 moix e K va f'(x) =0 chi tai
mot so hiru han diem thi ham so dong bién trén K.

b) Néu ham sé v =f(x) cé dao ham trén K, f'(x) <0 v&i moi x € K va f'(x) =0 chi tai
mét sb hiru han diém thi ham s6 nghich bién trén K.

¢) Néu f'(x) = 0 véi moi x € K thi ham s6 khong déi trén K.

Xét tinh don diéu cua cac ham so sau:
== |
a) flx)=x" —6x + 9x; b) g(x)=—:
X
Chirng minh ring ham s f(x) = 3x — sinx dong bién trén R.

Hay tra loi cau hoi trong ’E:‘ (trang 6) béng cach xét ddu dao ham cua ham sb
h(t)y=6r —81F + 324t véi 0 << 8.

_



2. Cuc tri cia ham sé
Khéi niém cuc tri cia ham sé
’@ Quan sét do thi cua ham sc-_}r =f(x)=x"—3x" + | trong Hinh 5.
a) Tim khoang (a: b) chira diém x = 0 ma trén doé f(x) < f(0)

vol moi x # 0.

b) Tim khoang (a; b) chirta diém x = 2 ma trén do f(x) > f(2)
Vol mol x # 2.

c) Ton tai hay khéng khoang (a; b) chira diém x = | ma trén d6
filx)= /(1) vor mo1 x # | hoac f(x) <f(1) voimoix # 1?

-

® Cho ham s6 y = f(x) xac dinh trén tap hop D va
x, € D.
e Néu tdn tai mot khoang (a; b) chira diém x,  cusdai St
va (a; b) ¢ D sao cho f(x) < f(x,) v&i moi 2::::1[;‘:
x € (a; b)\ ix,} thi x, duoc goi 13 mét diém
cwe dai, [(x,) duoc goi la gid tri cwe dai cua
ham s6 y = f(x), ki hiéu y,.,.

=Y

e Néu ton tai mot khoang (a; b) chia diém x,
va (a; b) — D sao cho f(x) > f(x,) vo1 moi
x € (a; b) \ {x,}, thi x, duoc goi la mot diém Hinh &
cuc tieu, [ (x,) duoc goi la gid tri cuc tiéu cua
ham sb y = f(x), ki hiéu y.

Biém cue dai fhl:m cure tigu

Chu y:

a) Piém cue dai va diém cuc tiéu duoc goi chung la diém cire tri cua ham sb. Gia tri
cue dai va gia tri cuc tiéu duoc goi chung la gia tri cure tri (con goi la cure tri) cua ham $0.
b) Néu x, la mot diém cuc tri [diém cuc dai, diém cuc tiEu) ctia ham so v = f(x) thi ta
cting not ham SO v = f(x) dat cuc tr1 (cuc dal, cuc tiéu) tai Xy

¢) Ham s6 c6 thé dat cuc dai va cuc tiéu tai nhiéu diém trén D.

d) Néu x, la diém cuc tri ctia ham s y=f{x) thi diém M(x,: f(x,)) la mot diém cuc tri
cua d6 thi ham sé y = f(x).

Vidu 4. Tim cuc tri cua ham sb y=f(x) co

dd thi duoc cho & Hinh 7. rt

Gidi < (I .
Ham sé y = f(x) co: i ' :
-x=1lﬁﬁiémcucdaivif{x}{f(l‘jvc’rimcr:i ! :r !
xe (02N i1}, yep=f1)=3: é—-i—-i—— E E
-x=ﬁlﬁdiemcucdaz vi f(x) < f(6) vo1 moi ] 1'":"i":". : E E
x € (5 7)\ {6}, ycr =/(6) = 6; = 7 R T -
* x =4 la diem cue ticu vi f(x) = f(4) vo1 mo1
x€(3:5)\ {4}y, =f(4)= 1. Hinh 7

B



Tim céc diém cuc tr1 cua ham S0 y=f(x) <
¢é d6 thi cho & Hinh 8.

x
Tim cuc tri cia ham sé
5 x 5 khix <1
@ Pé thiciahamssy=1{” =" duoc cho & Hinh 9. P
L 4 2—x khix>1 >

a) Tim diém cuc dai va diém cuc tiéu ciia ham s0.
b) Taix =1, ham sb ¢b dao ham khong?
¢) Thay mdi dau ? bang ki hi€u (+, -) thich hop dé hoan thanh /‘\
bang bién thién dudi day. Nhan xét vé dau cua ' khi x di o 1 s
qua diém cuc dai va diem cure tieu. \

x o 0 1 +o0 Hinh 9

y' ? 0 ? I ?

/ +m\ / | \

0 o0

- 0l

* Cho ham s6 y = f(x) lién tuc trén khoang (a; b) chita diém x, va c6 dao ham trén
cac khoang (a; x,) va (x,; b). Khi do:

« Néu /"(x) < 0 v&i moix € (a; x,) va f'(x) = 0 véi moi x € (x,; b) thi ham sé y = f(x)
dat cuc tiéu tai diém x,;

» Néu f'(x) > 0 véimoi x € (a; x,) va f'(x) < 0 véi moi x € (x,; b) thi ham s6 y = f(x)
dat cuc dai tai diém Fo

Vidu 5. Tim cuc tri cia ham s6 f(x) = 2x* — 9% — 24x + 1.

Giai
Tap xac dinh: D= R.
Tacof'(x) = 6" — 18x —24;
f(x)=0<>x=-1 hodcx=4.
Bang bién thién:
X | =} 4 +a0
J'(x) + 0 - 0 +

f(x)

/'14 \_m/*m

Viy ham s6 dat cuc dai tai x = —1, gia tri cwc dai 12 f(—1) = 14; ham s6 dat cuc tiéu

tai x = 4, gia tri cuc tiéu la (4) =-111. -
. : 1

—an



Nhdén xét: Tir két qua ftren, dé tim cuc trl cua ham s6 vy =f(x). ta thuc hién cac budc sau:
Biroe 1. Tim tap xac dinh D cua ham sd.

Bude 2. Tinh dao ham f"(x) cia ham s6. Tim cac diém x thudc D ma tai dé dao ham f"'(x)
bang () hodac dao ham khong ton tai.

Bude 3. Lap bang bién thién cua ham so.

Buée 4. Tir bang bién thién két luan vé cuc tri ctia ham s6.

Vidu 6. Tim cuc tri cua ham s6 f(x) =x° — 32" + 3x — 4.

Giai
Tap xac dinh: D=R.
Ta co f'(x) = 3x" = 6x + 3;
flxX)=0&x=1.
Bang bién thién:
¥ —a0 | +0
J'(x) + 0 +

) /

Viay ham so6 khong ¢6 cuc tri.
Chii y:
a) Néu £ '(x,) = 0 va f '(x) khéng déi dau khi x qua diém x, thi ham s6 khéng c6 cuc tri
tai x,,.
b) Néu f'(x) khong d6i diu trén khoang K thi f(x) khong co cuc tri trén khoang do.
& Tim cuc tri cua ham S0 g(x) = L'H'd
F x+1
@ Mot phén lat cét cua day niii ¢6 do cao tinh bing mét duoe mé ta boi ham sé
1 & 2] :
—_—— X+ x ——x+840 vin 0 <x <2000.
1320000° 3520 44 e
Tim toa d céc dinh cua lat cat day niu trén doan [0; 2 000].
VA
2000 }

y= hix)=

15004 v =Mix)

1000
500

0

Hinh 10
(Theo: Tap ban d6 bai tép va bai thuc hanh Dia li 8, Nha xuét ban Giao duc Viét Nam, 2011)
12



BAI TAP

1. Tim cac khoang don diéu va cuc tr1 cua cac ham s6 co do6 thi cho ¢ Hinh 11.
L ) Vi

= ) P 3

[
S|
[ ]
i
1) R N
i
i
.
n—c:_‘_‘_‘_‘_“-‘-‘-‘-‘-
L
=

\\ x
S EREEERERREEAS —1
--------- -2
a) b)
Hinh 11
2. Xet tinh don diéu va tim diém cure tn cua cac ham 0 sau:
a)y = 4% + 3 - 36x + 6: s i)
x—4
3. Tim cuc tr1 cua cac ham SO sau:
a)JJZZ.IJ'F}_Tl—B&T*'l; b]y:ix;_lﬂ; C:I_}’: |'_x1+4.
xX—
. - z ’ : 2x+1 - 2 gl . Frm— 3 !
4. Chirng minh rang ham so y = - nghich bién trén timg khoang xac dinh cua no.

5. Kim ngach xuat khau rau qua cua Viét Nam trong cac nam tir 2010 dén 2017 c6 thé duoc tinh
xap xi bang cong thire f(x) = 0,01x" — 0,04x> + 0.25x + 0,44 (ti USD) v&i x 1a s6 ndm tinh
tir 2010 dén 2017 (0<x < 7).

( Theo: https://infographics.vn/interactive-xuat-khau-rau-qua-
du-bao-bung-no-dat-4-ty-usd-trong-nam-2023/116220.vna)
a) Tinh dao ham cua ham sé y = f(x).
b) Chitng minh ring kim ngach xuat khau rau qua cua Viét Nam ting lién tuc trong cic nim
tir 2010 dén 2017.

6. Xét mot chat diém chuyén déng doc theo truc Ox. Toa dé cua chat diém tai thoi diém ¢
duoc xdc dinh boi ham s6 x(7) = £ — 6 + 97 vai £ = 0. Khi d6 x'(¢) 1a van toc cta chit diém tai
thori diém ¢, ki hidu w(r); v'(7) 14 gia toe chuyén dong cua chét diém tai thoi diém ¢, ki hiéu a(r).
a) Tim cac ham v(7) va a(1). 1 .

b) Trong khoang th&i gian nao van toc cua chat diém ting, ol

I
|
J

trong khoang théi gian nao van toc cia chat diém giam?

> . X
7. Dao ham f'(x) cua ham so y = f(x) c6 do thi nhu Hinh 12.
Xet tinh don dicu va tim diém curc tri cua ham 55_1; = f(x).
Hinh 12

1



Bai 2. Gia tri I6n nhat, gia tri nhé nhat
ciia ham sé

T khod: Gia tri I6n nhat cda ham s6; Gia tri nhd nhat cia ham sé.

(y Su phan huy cla rac thai hitu co
0 trong nudc sé lam tiéu hao
oxygen hoa tan trong nudc.
Néng dd oxygen (mg//) trong mét
hé nudc sau t gid (¢ > 0) khi mét

lugng rac thai hiiu cd bi xa vao hd 7] 1 3 3 T
duac xap xi bdi ham sb (co d6 thi
nhu dudng mau do & hinh bén)
15t
=y(t)=5- :
y=99 9t* +1

Vao cic thoi diém nao ndng dd oxygen trong nudc cao nhat va thap nhat?

(Theo: https://www.researchgate.net/publication/ 264903978 _ Microrespirometric_
characterization _of _activated_sludge_inhibition_by_copper_and_zinc)

1. Pinh nghia

#C;' Hinh 1 cho biét su thay doi ctia nhiét do & mét thanh ph-:'::- trong mot ngay.

a) Khang dinh nio sau diy dang? Visao? 1 ("CW

lad
o=

i) Nhiét do cao nhat trong ngay la 28 °C. -

=

25 20

11) Nhiét do cao nhat trong ngay la 40 "C.

iii) Nhiét d6 cao nhat trong ngay 1a 34 °C.

bed
o0
e Y
=

e |

b) Hay xac dmh tho diém co6 nhiét do cao nhat 0 4 ﬂ |.2 1'5 0 24 il’.giﬁ}
trong ngay. Hinh 1
c) Nhiét dd thap nhat trong ngay la bao nhiéu?

-

"% Cho hiam sb y = f(x) xac dinh trén tap hop D.

S6 M dwoc goi 1a gid tri lIém nhit ciia ham sé y = f(x) trén D néu f(x) < M
véi moi x thude D va ton tai x, thude D sao cho f(x,) = M. Ki hiéu M= max f(x).

S6 m dwoc goi 1a gid tri nhé nhét ciia ham sé y = f(x) trén D néu f(x) = m
vol moi x thude D va ton tai x, thuoc D sao cho f(x,) = m. Ki hicum = mgn fix).

14



Chii y: Ta quy uée khi chi noi gi tri 16n nhat hay gia tri nho nhat cua ham sé y = £(x)
(ma khéng cho rd tap hop D) thi ta hiéu d6 1a gia tri 16n nhét hay gia tri nho nhat caa
ham so v =f(x) trén tap xac dinh cua no.
Vi du 1. Tim gié tri 16n nhat va gia tri nho nhét cua cac ham s6 sau:
a)y =f(x)=2x+ 3 trén doan [-3; |]; b)y=g(x)=1-x".
Gidi
a) Xet ham séf[x} = 2x + 3 trén doan [—3; 1].
Va1 moi x € [-3; 1], taco f(x) = 2x + 3 = —3. Mit khac f(—3) =-3. Do do [rgiljl]f[x] =-3.
Véimoix € [-3; 1], tacod fx)=2x + 3 < 5. Mit khac f(1) = 5. Do @6 ﬁaﬁﬂx} =5,
b) Xét ham sb g(x) = v1—x".
Tap xac dinh: D=[-1: 1].
Taco0<g(x)<1 voimoix € [-1; 1]. Mat khac g(0)=1 vag(1)=0.
Do do E_iﬁg{x}= 0va Itl_ljaf]{g[x] =1
Nhén xét: Néu biét d6 thi cua ham s6 trén tap hop D, ta 6 thé xac dinh duoc gia tri
1ém nhat va gia tri nho nhét cua ham s6 trén D. Chang han:

» Dua vao do thi ham s y= f(x)=2x + 3 trén doan [-3; 1] (Hinh 2a), ta thiy v&i moi

x € [3; 1. f) 2/ (3)va f(x) < f(1) nénmin f(x) =f(-3) ==3 va max fix)=f(1)=5.
—3; [=3:1]

» Dya vao dé thi cuia ham s6 y = g(x) = V1—-x" trén doan [-1; 1] (Hinh 2b), ta thiy véi moi

xe[-1; 1], g(x) = g(1) va g(x) < g(0) nén E@ﬂg(:r) =g(1)=0va max glx)=g(0)=1.

h
5-_/ YA

._______
-y

[

—

o

S |

a) b)
Hinh 2

Chi y: Gia tri 16m nhét va gia tri nho nhat cua ham sé thuong duoc tim bang cach sir dung
dao ham va bang bién thién.

Vi du 2. Tim gia tri 16n nhét, gia tri nho nhat cia ham s6 f(x) =x" — 6x* + 9x — | trén
nura khoang [-1; +x0).

15



Gidi
Ta co: f'(x) = 3x* - 12x + 9;
f(x)=0<>x=1hoacx=3.
Bang bién thién ctia ham sb trén nira khoang [-1; +0);

x —1 1 3 +an

S'(x) + 0 - 0 +
3 +o0
_1?/ \_] /

Jx)
Tir bang bién thién, ta thﬁ'ylnlﬁn f(x) =f(~1)==17 va ham s6 khong c6 gia tri 16n nhét
—Js+w)
trén [-1; +x).

Q Tim gié tri 1 nhét, gi tri nho nhét ciia ham sé:
i 2 ]
a) f(x)=2x" — 9" + 12x + 1 trén doan [0; 3]; b) g(x)= x+— trén khoang (0; 5);
x

c)h(x)= xy2—x .

#y, Su dung dao ham va lap bang bién thién, tra 1&i céu hoi trong | i"” (trang 14).

2. Tim gia tri I&n nhat, gia tri nhé nhét cia héam sé trén mét doan
’@ High 3 chiotuidi thi ciby haim 56

[lxz néux<?2

y=f{x)= %xl;_}:girl =12 va y=h(x)=3 - —x trén doan [-1: 3].

l
v 2
—4x+10 néux=2 =
a) Ham s6 nao dat gia tri 16m nhat tai mét diém cuc dai cua n6?
b) Céc ham s6 con lai dat gia tri 1on nhat tai diém nao?

Y 14

L
=
2

9
2

D

e i

P R e

Hinh 3

Trong /2, cac ham sé dat gia tri 16n nhét hodc gié tri nho nhét trén doan [-1; 3] tai diém
dau mut cua doan hodc ta1 diém cuc tri trong khoang (-1; 3).

16



Mot cach téng quat, cho ham s6 y = f(x) lién tuc trén doan [a; b] va c6 dao ham trén (a; b)
(co thé trir mét s6 hiru han cac diém) va /(x) = 0 chi tai mét s6 hiru han céc diém trong (a: b),
ta c6 thé tim gia tri 16n nhat va gia tri nho nhét cua f(x) trén doan [a; ] theo cac budc
nhu sau:

= ‘Bmi*c 1. Tim céc diém X,; X,; ...; x, thudc khoang (a; ) ma tai do f'(x) bang 0 hoidc
khéng ton tai.
Buge 2. Tinh fla); f(x,): f(x,); -: f(x,); f(D).
Budre 3. Goi M 1a s6 16m nhat va m 13 s6 nho nhat trong cac gia tri tim duoc & Bude 2,
Khi do:

M = max f(x), m = min f(x).

Vidu 3. Tim gié tri 16n nhét. gia tri nho nhat cua ham s6 f{x) =x* — 8 + 9 trén doan [-1; 3].
Gidi
Ta co: f'(x) = 4x° — l6x;
f'(x)=0 <> x=0hoac x = 2 hodc x = -2 (loai vi khéng thudc [-1: 3]);
SED=2:10)=9;/(2)=-T7;f(3) = 18.
Vay max f(x)=/(3) = 18 va min f(x)=f(2) = -7.

Vi du 4. Tir mét tim bia hinh chir nhat c¢6 chiéu rong 30 cm va chiéu dai 80 cm (Hinh 4a),
ngudi ta cit o bon goe bon hinh vudng cé canh x (cm) véi 5 < x < 10 va gap lai dé tao thanh
chiéc hép co dang hinh hép chir nhat khéng nép nhu Hinh 4b. Tim x dé thé tich chiéc hap
1a 1ém nhat (két qua lam tron dén hang phan trim).

X

30 cml

a) b)
Hinh 4
Giai
Thé tich chiéc hop 1: V(x) = x(30 — 2x)(80 — 2x) =2 400x — 2202 + 4 véi 5 < x < 10.
Ta co: V'(x) = 12x* — 440x + 2 400;

20
Fix)=0<x= ? hodc x = 30 (loa1 vi khong thuoc [5; 10]);

F(5) =7 000; V[?]

~ 200000

» H(10) = 6 000.
27 (10)




; . . 4
@ Tim gia tr1 lon nhat, gia tr1 nho nhat cua ham s6 g(x) =x +

g oy . : 20
Vay deé theé tich chiéc hop la 16m nhat thi x = 3 cm.

— trén doan [1; 4].
]

& Tam giac vuong co canh huyén b‘fmg 5 ¢m c6 thé c6 dién tich 16n nhat héng bao nhieu?

BAI TAP

1. Tim gia tri I6m nhét va gia tri nho nhat cua ham s6 ¢6 do thi dwoc cho & Hinh 5.

18

. Khi lam nha kho, bac An muon cira s6 ¢6 dang hinh chir nhat véi

—3-2-10
Hinh §
. Tim gi4 tri 16n nhat, gia tri nho nhat cua céc ham s6 sau:
a)y=x"— 12x +1 trén doan [-1; 3]; b) y=—x"+ 24x" — 180x + 400 trén doan [3; 11];
c)y= S trén doan [3; 7]; d) y = sin 2x trén doan [l}; %]
x_

. Tim gia tr1 nho nhat cua cac ham so sau:

3x' -4
a) y=x" — 3x —4 trén nira khoang [-3: 2); b)y= x_, Ix trén khoang (—1; +x).

chu vi bang 4 m (Hinh 6). Tim kich thudc khung cira s6 sao cho
dién tich cira sb 1ém nhat (dé himg duoc nhiéu anh sing nhat)?

Tim gia tri 16n nhét, gia tri nho nhét ciia ham sé y= 24/1—x* +x°.

Hinh 6

. Khéi luong g (kg) cua mot mat hang ma cira tiem ban duoc trong mot ngay phu thuoce vao

gia ban p (nghin dérngfkg} theo cong thirc p=15 —%q_ Doanh thu tir viéc ban mat hang

trén cua cura tiém duoc tinh theo cong thiuc R = pg.

a) Viét cong thirc biéu dién R theo p.

b) Tim gié ban mdi kilsgam san phiam d¢ dat duoc doanh thu cao nhét va xéc dinh
doanh thu cao nhat do.

. Hop sira 1 / dwoc thiét ké dang hinh hop chir nhét véi day 1a hinh vuéng canh x em. Tim x dé

dién tich toan phén cua hép nho nhat.



ai 3. Pudng tiém cén cua do thi
ham s6

Tt khoa: Tiém can ding; Tiém can ngang; Tiém can xién.

(! ) Theo thuyét twong déi hep, khdi luong m (kg)

A :
clia mdt hat phu thudc vao tdc d6 di chuyén " !
v (km/s) clia né trong hé quy chiéu quan tinh |
theo cdng thic m = m{r]=~—m~°T, trong do i
r I
k==pt l
¢ m, :
m, la khéi luong nghi clia hat, ¢ = 300 000 km/s i 5
Ia toc 46 anh sang. Khi hat di chuyén vdi toc 46 g fi v

cang gan toc 46 dnh sang thi khéi luong clia
hat thay ddi thé nao? Diéu nay thé hién trén
@ thi ham sé m = m(v) & hinh bén nhu thé nao?

(Theo: https://www.britannica.com/science/relativistic-mass)

1. Puwong tiém can dirng
l
o Cho ham s6 P —— ) do thi nhu Hinh 1.
x—1 NS

a) Tim Iim L Im —.

!
l
x— 1 _T—I x—+1 1"—1 _-_'_‘\._\i}\ I 1': 5

b) Go1 M la diem trén do thi co hoanh do x.
Puémg thang di qua M va vuéng goc voi truc Oy

cat duong thang x = 1 tai diem N. Tinh MN theo x

va nhian xét vée MNkhix — 1" vax — 1.

Hinh 1

Pudng thing x = a duoc goi la mot dwdng tiém cdn dieng (hay tiém cdn dirng) cua
do th1 ham sb y=f(x) néu it nhat mot trong cac diéu kién sau thoa man:

lim f(x)=+w, im f(x)=+w, lim f(x)=—0, lim f(x)=—w

=




Puéng thing x = a 1a tiém can ding cta d6 thi ham sé y = f(x) dugc minh hoa nhu Hinh 2.

VA VA f) B | Vi r=a
g = ¥=JiXx it
¥y = f) /" . k _r-:??ﬂ“‘“\ o /
£ - - - -
/7 No/ [ * 0 q 0 T x 0| a e
r=g ¥y =J(x)

a) Iim_ f(x)=4x b) lim f(x)=+w c) lim f(x)=—w d) lim f(x)=—0

Hinh 2
Vidu 1. Tim tiém can dimg cua d6 thi cac ham s sau:
X 2
a) y=—-; b)y=
x-—1 x—1
Gidi

a) Tap xac dinh: D =R \{-1; 1}.

Taco lim ——=-—o0; lm — : =+, Suy ra duémg thang x =1 la mét tiém can ding
31" X — 1" ¥y —

cuia do thi ham s6.

Taco lim — 1 =—0; lim— : = +o0. Suy ra duong thang x = 1 la mot tiém cén dimg
I ¥—=l" y© —

ctia do thi ham so.

b) Tap xac dinh: D = (1; +ex).

Vi llitn 22 — 40 nén duong thang x = | 1a mot tiém can dimg cia d6 thi ham sb.
1" 1|I'x = ]
Cha y:
Pé thi ham s6 y = — 1 cling v&i hai tiém can dimg x = | va x =—1 cua n6 duroc thé hién
x_ o

trong Hinh 3a.

. . 2 r 18
Do th1 ham so y = cung val tiem can dimg x = 1 cua no duoc theé hién trong Hinh 3b.

Jx—1
VA v a
x=-]
—1] oy |1 i
x=1 D,_ : - x
I x=1
a) b)
Hinh 3
Tim tiém can dirng cua do thi cac ham SO sau:
: 2x+3 L
a)y= fx)= —=; b)y=gr) = X 2%
—x+5 x—1



2. Puwong tiém can ngang

Cho ham s6 y = 20 PP thi nhu Hinh 4.
X

a) Tim lim ;1 lim T—H 1

Ydm gy FoAem oy S
b} DPuong thang vuong goc voi truc Ox tai diém x cit
d6 thi ham s6 tai diém M va cat duong thang y=1
tat diém N (Hinh 4). Tinh MN theo x va nhan xét
vé MN khi x — + hodic x — —.

“r=Ts
“y

Hinh 4

" Puéng thang y = m duoc goi la mdt dwong tiém cin ngang (hay tiém cin ngang) cua
dd thi ham s6 y = f(x) néu lim f(x) = m hodic lim f(x) =

Puong thang y=m 14 tiém can ngang ciia do thi ham s6 y = f(x) dugc minh hoa nhu Hinh 5.

U &-n
y=m e

- m| v=m
ol % 0 4
a) lim f(x)=m b) lim f(x)=m
Hinh 5
Vi du 2. Tim tiém can ngang cua do thi ham sb y = _szi :
X+
Gidai
Tap xac dinh: D =R\{-1}.
“2x+1 2o 2x+1 2+
Taco lim : = liml I =-2; lim 1 = lim II =-2
=+ Y4 X —5i) |+_ = Y4 I—— ]+_
x X
Vay dudng thing y = -2 1a tiém cin ngang cua dé thi ham sb.
5 . 5 Ay
Cha y: Do thi cia ham so y = 2"‘“1_1 cung vol ¥=-1 \
x+
tiém cdn ngang y = -2 va tiém cdn ding x = -1 cua nd = G\\i‘
duoc thé hién trong Hinh 6. p=—2
-2

@2 Tim tiém can ngang cua do thi cac ham so sau:
"

x-1
a)y=f(x)= ; b)y= gf¥}—J—{2

Hinh 6




3. Puong tiém can xién

. - 2 ’ i
’@ Cho db thi ciia ham s6 y = X va dudng thing y = x. ) 2
. 1 = 7 M7
Duong thang vuong goc vai truc Ox tal diém x cat do thi N
ham s tai diém M va cat duong thang y = x tai diém N |
(Hinh 7). 0 x .
a) Tinh lim ("" + —xJ va lim [x i —x].
A——x X K—+x X

b) Tinh MN theo x va nhan xet vé MN khi x — +oo I
hodac x — —m, Hinh 7

& &
Buong thang y = ax + b, a # 0, duoc goi la dwdng tiém cdn xién (hay tiém cdn xién)
cua do thi ham s6 y = f(x) néu lim [ f(x) — (ax + b)] =0 hodc lim [ f(x) — (ax + b)] =0.

Pudng thing y = ax + b 1a tiém cén xién cua d6 thi ham sé y = f(x) duoc minh hoa
nhu Hinh 8.

_}" 3 }s A

z 0 x

o |

a) lim [ fix)—(ax+ b)] =0 b) lim [ f{x)—(ax+ b)] =0
Hinh &
Vi du 3. Chimng minh ring dudng thing y = x — 2 la mét tiém cén xién ciia do thi ham sé
y=f{x)=x—-2+ i
x+1
Gidi
Tap xac dinh: D=R\|-1}.

Ta co li[i[f{x]—{x—z)]= lim -i-=|]; lim [ f(x)-(x-2)]= limimﬂ.

= y4] ¥+ e e e |

Do d6, db thi ham s6 c6 tiém can xién la duong thing y=x — 2.



Chii y: D6 thi ham s6 y=f(x)=x—-2 + il cling
X+

tiém can dung x = —1 va tiém can xién y =x — 2 x=-1
cua no duoc thé hien trong Hinh 9.

Nhan xét:
a) Trong truong hop téng quat, co thé tim céc hé sb
a, b trong phuong trinh cua duong tieém can xién

y=ax + b theo cong thirc nhwr sau:

= 1I_i}r_;1£i—xl, bztlﬂ[f(x] — ax]
' Hinh 9
hodc a= lm _f{_xl b=lim [ f(x)— ax].
L—h— X I—%-—m

b) Khi @ = 0 thi d6 thi caa ham s6 ¢6 tiém can ngang 1a duong thang y = b.

; : ' _3x+l
Vi du 4. Tim tiém ciin xién cia dé thi ham sé y=f(x) = %
K=
Gidi
Tép xde dinh: D= R\{2}.
Taeco: a=lim "“—sz limr:ﬂ:];
E-#a i R _21-

b= lim [f(x)—ax] = lim [*“"_3-"“_;]= WA g

XN—y4on — 4 e X4 —
r—2 X

Ta g o6 Him LD - i L0 k] = 1

Y X T—f—if

Do @6, d6 thi ham s6 c6 tiém cin xién la duong thang y =x - 1.

x> —3x+1

|
%]
N
=Y

Chd y: DO thi ham s6 y = ———— ciing véi

ticmcan dong x =2 va icm can xién y = x — 1
cua n6 duoc thé hién trong Hinh 10.

Vi du 5. Trong Hinh 11, duong vién béng cua dén ngu 1én
twomg 1a d6 thi cua ham s6 y = 55 — %u"x" +144 voixvay

tinh bang don vi centimét. Chirng minh ring y = 55 — EI
13 mét tiém can xién cta do thi ham s nay.

=
Hinh

LB




Giai
Tap xac dinh: D=R.

Tach Tim {[55—%@3 ® 144) —[55 —%xﬂ - %(x _Jx*1144)

X+ X—ptn

I —144
= lim — =.
02| xi ¥ 4144

Tuong tu ta cling co lim [[55——«;‘1: + 144 ] (55——:):| 0.

I——m

; ; 1
Do do yzﬁj—%x la tiém cén xién cua do thi ham so y=55—5u"_r2+144.

2% —3x
x+5

& Tim ti¢ém can xién cua do thi ham so y =
L]

Néu trong mét ngay, mot xuong san xuat duoc x kilégam san pham thi chi phi
trung binh (tinh bang nghin dong) cho mét san pham duoc cho bai cong thirc:
50x+2000

X

Clx)=

Tim cac duong tiém can cua do thi ham S0 y=C(x).

BAI TAP

1. Tim cac tiém cin dirng va tiém cdn ngang cua do thi ham so sau:

} dx—5 b) —2x+7 ] S5x
a Sia ; = ; Cly= -
Y= 9x-3 I Y a7
2. Tim cac tiém cin dimg va tiém cén xién caa do thi ham s6 sau:
- X +2 b) 126 -3 5| | 2x” +9x+11
WYE ei & ) tp’ € AT
3. Tim céc tiém cén cua d6 thi ham s6 sau:
w §
of i\ .
T % AR X
2x—3 16x" —8
a) y=—5 A M c) y=~—‘r;—x
S5x —15x+10 ¥ lox™ +1

Hinh 12

24



4. Nong d6 oxygen trong hé theo thai gian 7 cho boi cong thire y(r) = 5 - % VOl ¥
T+
duoc tinh theo mg/l va t duoc tinh theo gio, # = 0. Tim cac duong tiém can cua dé thi
ham sb y = y(1). Tir d6. c6 nhén xét gi vé ndng do oxygen trong hé khi thoi gian ¢ tro nén
rit 16n?
(Theo: www.researchgate.net/publication/264903978 Microrespirometric

charactenization of activated sludge inhibition by copper and zinc)

my,

5. Tim tiém céin cua do6 thi ham s6 khdi luong hat m = m(v) = trong (® (trang 19).

V_'-‘
fees

c

Bai 4. Khao sat va vé do thi mot sé
ham sé co ban

Tit khod: Khdo sat ham s6; Ham 56 y = ax’ + b’ + ax + d;

2
Ham s6 }l‘:ﬂ_-l-b; Hamso F:LM_
o+d

mx+n
r’f;x" -
. Gid sif chi phi tién xdng C (d6ng) phu thudc s
téc dd trung binh v (km/h) theo cng thic: 0
v)= 1inm+;r (0 <v=120) :‘;
Dé biéu dién truc quan su thay d4i cia ((v) =

theo v, ngudi ta da vé dé thi ham sé (= ((v) i ;

nhu hinh bén, s o

Lam thé nao dé vé dugc @6 thi ham sé nay? =0 ¥l

e
¥

znsnF')m 40 50 E0 100 110

1. So dé khdo sat ham sé

;@ Cho ham s6 y = —x"+ 4x — 3.
a) Lap bang bien thién.
b) V& d6 thi cua ham so.
Ham sb ¥ =f(x) thuémg cho biét su thay dbi cua mot dai luong y theo dai luong x nao do.
Dé hiéu o hon vé su thay doi nay, bing cong cu dao ham, nguoi ta thuong khao sat vé
sur &i:ing bién, nghicah bién, céc diém cuc tr1, ... cua ham sb v = f(x). Ngoal ra, nguoi ta
vé do thi cua ham s6 nhu mot cach biéu dien truc quan su thay doi cua y theo x.
2s



Dé khao sat va vé do thi ham sb y = f(x), ta thuc hién theo céc budc sau day:

Buére 1. Tim tap xac dinh cua ham sb

Budre 2. Xét sur bién thién cua ham so

= Tim dao ham y', xet déu ', xéc dinh khoang don diéu, cuc tri (néu c0) cua ham sb.

~ Tim giGi han tai v6 cuc, gioi han v6 cyc cua ham s6 va cac dudng tiém can cua do thi
ham so (néu co).

— Lap bang bién thién cua ham sb.

Budre 3. Vé do thi cua ham sb

~ Xéc dinh cac diém cuc tri (néu c6), giao diém cna dé thi véi cac truc toa dé {néu co
va dé tim), ...

~ V& cac duong tiém cin caa d6 thi ham sb (néu co).

~ V& d6 thi ham sé.

Chdi y: Chi ra tam doi xing va truc dbi ximg ctia do thi ham s6 (néu c6).

2. Khdo st ham sé y=ax’ + bx’ + cx + d(a # 0)
Vidu 1. Khao sat va v& do thi cia ham sé y =x" — 3x* + 2,
Gidi
1. Tap xac dinh: E.
2. Su bién thién:
o Chiéu bién thién:
Paoham y' =3x" — 6x; )’ =0 <> x =0 hodic x = 2.
Trén cac khoang (—oo; 0) va (2; +90), ¥' > 0 nén ham s6 dong bién trén mdi khoang do.
Trén khoang (0; 2), )" < 0 nén ham s6 nghich bién trén khoang do.
e Cuc tri:
Ham s dat cuc dai tai x = 0 va Vbt e
Ham sé dat cuc tiéu tai x =2 va y, = 2.
e Cac gio1 han ta1 vo cuc:
lim y = lim x’ [1—1+ %] =—o0; lim y = lim x3(1—§+3]= +0,

x—3—am ¥ —F—x 2 SREE e T—p+m 3

X X
e Bang bién thién:

x |—m 0 s +o0

+ 0 - 0 +

26



3. Do thi: A
Khi x = 0 thi y = 2 nén (0; 2) 1a giao diém cua d6 thi véi
truc Oy.
Tacoy=0<x'-3x+2=0

<>x=lhoacx=1- \4@. hoacx=1+ ﬁ
Vay db thi ctia ham s6 giao véi truc Ox tai ba diém (1; 0),
(1+v3; 0),(1-+/3;0).
Diém (0; 2) 1a diém cuc dai va diém (2; —2) 1a diém cuc tiéu
cua do thi ham so. Hinh 1

D6 thi ciia ham s6 da cho duoc biéu dién trén Hinh 1. D6 thi cua ham s6 c6 tam dbi ximg

la diém I(1; 0).

Chd y: D6 thi ciia ham s6 y = ax’ + bx* + ¢x + d (a # 0) ludn nhan diém I(x,; y,) lam

tam doi xung, trong do x, la nghiém cua phuong trinh y" = 0 va y, = y(x,).

Vidu 2. Khao sat va vé dd thi cua ham s6 y=—x - %xl = %x.
Gidi

1. Tap xac dinh: E.

2. Sur bién thién:

e Chiéu bién thién:
F 3 : o e .
Pao hamy' =—3x —3x— 5 Do y' <0 trén £ nén ham s6 nghich bién trén khoang (—oo; +0).

Ham so6 da cho khong co cuc tr.
e Cac gioi han tai vo cuc:

lin yr= lif [—_r5(1+i+_3.j-ﬂ:+m; Fniy= fim [—x*[]+i+iﬂ:_m

K=y 15— 2x 2x° . E—b 4 Tx D
e Bang bién thién: 4
X |z +00 e 4ok e R |
Y = ; I I
00 e i
: | 2
y \ : : N
g -1 1 0 x
3. Db thi: z ]
D6 thi cua ham s6é di qua goc toa d6 O(0; 0)

va diém (—1: 1). e
i

D6 thi cua ham sé da cho duoc biéu dién trén Hinh 2. D6 thi cia ham sb ¢6 tam déi ximg

1a diém 1(—1;1}
22

-
27
i,



& Khao sat va vé do thi cua cac ham so sau:
L]

a)y=-2¢ -3+ I; b)y=x"+3x +3x +2.

ax+b

3. Khao sathamséy=—"——(c# 0, ad - bc = 0)

28

cx +d

2x—1

Vi du 3. Khao sat va vé do thi caa ham sd y = T
x+

Gidgi
1. Tap xéc dinh: D=R\ {-1}.
2. Su bién thién:

e Chiéu bién thién:

Pao ham y'= TP Vi 3> 0 véi moix # —1 nén ham so dong bién trén mbi khoang
xXx+1)y

(—oo; —1) va (—1; +ax).
o Tiém can:
Ta il himip e e a2 i o

m=” e x4 oo’ ren x4

=2. Suy ra dudng thing y = 2 1a

tiém can ngang cua do thi ham so.

2x-1 gx—1
Taco lim y= lim 2 =+o0; lim y= lim =
-1 =t x+1 i

=—a0, Suy ra duong thang x=-1 1a

tiém can ding cua do thi ham so.

e Bang bien thién:
X —00 —| dan
V' + +

+00 2

§ / /

=0

(]

3. D6 thi: v4

D6 thi cia ham sé giao vai truc Ox tai diém

1 : ]
[E; {}]. giao voi truc Oy tai diem (0; —1). 2 y=2

D6 thi ciia ham sé duoc biéu dién trén Hinh 3. ]‘ / .
; 2 . ] —I a ¥
Tam déi ximg ctia 6 thi ham s6 1a diém /(1 2). 1 /% !

Cac truc d6i x@ng cua d6 thi ham sé la hai _— /

duong phan giac cua cac goc tao boi hai
duong témcanx=-1 vay=2. Hinh 3




; . b
Chi y: D6 thi cua ham s6 y = il (c#0,ad—bc#0):
ex+d

a) Nhan giao diém cua tiém can dirng va tiém can ngang lam tam do1 xing;

b) Nhan hai duong phan giac cua cac goc tao boi tiém can dung va tiém can ngang lam
truc doi ximg.

Vi du 4. Khao sit va vé db thi cia ham séy = —— 2
2x+3
Giai
e 3
1. Tap xac dinh: D= ]R".{— E}
2. Su bién thién:
e Chiéu bién thién:
Daoham y'= ~—-_'T—2~ Viy' <0 voimoir x # = nén ham sb nghich bién trén mdi khoang
" (2x+3) 2
) (5
—ooy—— | va | —=1+0 |.
2 2 ;
s Tiém can:
: A= W v —X+2 1 :
Taco lim y= lim o =——: lim y= lim :r = ——_ Suy ra dudmg thang y:—l
Y3 = Jy 13 2 koiw r—3+0 Py 1] 2 2
la iém can ngang cua dd thi ham s6.
2 —uy ’
Taco lim y= lim s (0 ; lim y= lim e +0o . Suy ra duong thiang
(3] fay 2x+3 3 -_1'1' 2x+3
s 2 s ) -4 3.| .'r—rl. 4
3 3 mm - - . 2 i A
F= _E la ti€ém can ding cua do thi ham so.
e Bang bién thién:
3
x |—= E— +oo
7'
¥y — _
1 +o0
2
y
1
~0 2
3. D6 thi:

D6 thi cia ham s6 giao véi truc Ox tai diém (2; 0),

glao vl truc Oy tal diém [ﬂ; %J

D6 thi cua ham sé duoc biéu dién trén Hinh 4.

Tam d6i xtmg cua do thi ham sé 1a diém f[—%;—%].

Hinh 4




tiém can x = _E vay=—=—.

Céc truc d6i ximg cua dé thi ham s 1a hai dudng phén gidc cua cac goc tao bai hai duong

3 1
2

% Khao sat va vé do thi cua cac ham so sau:
L]

x+1 2x S+x

R —— b = . F = -

%)y x-—1 )y Ix—1 2 2-x

4. Khéo sat ham sdy=3C *BX*C€ (/. 6 m#0, da thirc tir khang chia hat
- mx +n
cho da thirc mau)
. i z o
Vidu 5. Khao sat va v& do thi ctia ham s6 y = #
x_
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Gidi
1. Tap xac dinh: D=R\ {1}.
2. Su bién thién:

e Chiéu bién thién:

Pao ham )' = - - Taco)y' =0 x=0hodcx=2.

Trén cac khoang (—o; 0) va (2; +wx), ' > 0 nén fEfam so dé-ng bién trén moi khoang do.
Trén cac khoang (0; 1) va (1; 2), y' < 0 nén ham s6 nghich bién trén moi khoang do.
e Cuc tri:
Ham s6 dat cuc tiéu taix =2 va Ver= 6.
Ham sb datcucdaitaix=0vay,=2.
e Cac gi6i han tai vo cuc va tiém can:
x24+2x-2 B Ix=—2

lim y = lim —————=—00; lim y = lim

I—#—% X xX— T+ K—+ R— 1

X +2x-2 [f+zx—2_IJ . 3x-2

Ta co: a= hm 5 =1 va b= lim

X =4 o == At x _]

dudng thing y = x + 3 14 tiém can xién cta db thi ham sé.
; . X+ 2x-2 : Xt 2x=-2 2 :
Ta co I:r? y= ]uTj—Tl =—0; limy=lim ——— +oc. Suy ra duong thang
x4 1=+l xX— 3 =l X—
x = 1 1a tiém can dimg cua dé thi ham sé.
» Bang bién thién:

X |=on 0 | 2 +00

3 + 0 - - 0 +

, / 2 \m +m\ ﬁ /+m




3. D4 thi:
Tacoy=0r+2x-2=0<x=—1++3 hodcx= —1-+/3.
Vay dé thi ham s6 giao véi truc O tai diém i
(=1++/3; 0) va diém (—1—+/3; 0).

D6 thi ham s giao véi truc Oy tai diém (0; 2).

D6 thi ham s6 duoc biéu dién trén Hinh 5.

Tam d6i ximg cua dé thi ham s6 1a diém I(1: 4).

Céc truc doi ximg cua d6 thi ham s6 la hai 3
dudong phan giac cia cac goc tao boi hai

duong icmecanx=1vay=x+3.

=3 ' . =
e 4 *

e Y : ax +hx+e¢ . S i o
Chi y: D6 thi cua ham so V= T (a # 0, m # 0, da thue tir khong chia hét cho

r -k
da thirc mau):
a) Nhan giao diem cua tieém can dirng va fieém can xien lam tam do1 xung;
b) Nhan hai duong phén giac cua cac goc tao boi tiém can dung va tiém can xién lam
truc do1 xumng.

Vidy 6. Khio st vi ve db thy sia hiin sh y = a4
x+2
Gidi
1. Tap xac dmh: D=RK\ {-2}.
2. Su bién thién:
e Chiéu bién thién:
: - —x'—4x-10 o i : o . £ ; R i
Dao ham y' = W . Viy' <0 vo1 mot x # -2 nén ham so nghich bién trén
)

moi khoang (—o0; ~2) va (=2: +o0).

e Cac gidi han tai vo cuc, gidi han vé cuc va tiém can:

. . —x —3x+4 y R Rl
limy=lm — =+ lim y= Im ——— = —w.
¥—s—0 Ty xr+2 PR e x+2
g . |- =3x+4 . [—x+4
Tacd:a= limi,—ﬂ=—1 va b= lim L—f—l)x =l1|:n[ * ]:—1.
i Ty 1 ¥ x4 2 —+m| w42

Suy ra duong thang y = —x — 1 1a tiém cén xién cua do thi ham sb.



Taco lim y= lim -ﬂ =—00;, lim y= lim -_ﬂ = +o0. Suy ra dudng thing
P oy r+2 y—sp—2* Ty xr+2
x = -2 la tiém céan dimg cua db thi ham sb.

e Bang bién thién:

+an
J} \
3. D thi:

Tacdoy=0= " -3x+4=0
&> x=—4 hodcx=1.

Vay d6 thi ham s6 giao véi truc Ox tai diém
(—4: 0) va diém (1: 0).

D6 thi ham sé giao véi truc Oy tai diém (0; 2).

Db thi cia ham s6 duoc biéu dién trén Hinh 6.

Tam dbi ximg cua d6 thi ham s6 1a diém K-2: 1).

Cac truc do1 ximg cua do thi ham so la hai
duong phan giac cua cac goc tao boi hai o
duong tifmecanx=-2vay=-x— 1. Hinh &
& Khao sat va vé do thi cua cac ham SO sau:
| l Ty X2
a)y=x——; byy=—x+2—- —; c)y= ——.
X x+1 x+1
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. Vén dung dao ham va khéo sat ham sé dé gidi quyét mot sé van dé

lién quan dén thuc tién
Ta c6 thé van dung dao ham va khao sat ham s6 dé giai quyét nhiéu bai todn lién quan dén
thue tién trong nhitng linh vuc khac nhau nhu kinh té, khoa hoc, ki thuat, ...

Vidu 7. Xét tinh hubng & (®) (trang 25).

a) Khao sat va v& d6 thi ham sé C = C(v) trén (0; 120].

b) Tai xé xe tai lai xe vai tde do trung binh 13 bao nhiéu dé tiét kiém tién xang nhat?

(Theo: http://laroche.lycee.free.fr/telecharger/bacpro/bacpro_maintenance auto.pdf)
Gidi
a) Khao sat va v& dé thi ciia ham s6 C= C(v):

— Tép x4c dinh: D = (0; 120].



— Su bién thién:

+ Chiéu bién thién:

16000 5 _ 5(v—80)(v+80)

e Daoham C'(v) =——
v 2

o Trén khoang (80; 120), C'(v) > 0 nén ham sb dong bién trén khoang nay.

2y
e Trén khoang (0; 80), C'(v) < 0 nén ham s6 nghich bién trén khoang nay.

5

+ Cuc tri: Ham s6 dat cuc tidu tai v = 80, C.= C(80) = 400.

+ G161 han vo cuc va tiém cin: lim C(v) =

v—0"
la tiém can ding cua do thi ham so.

+ Bang bién thién:

lim (
y—*

v |0 R0 120
C'(v) — 0 +
+o0 1300
cw) \ / 2
400
— D6 thi:

Pé thi ham s6 ¢6 diém cuc tiéu (80: 400)
va di qua cac diém (40; 500), (100; 410),

[12{};;3%] nhu Hinh 7.

b) Quan st do thi ham s, ta nhan thay
ham s6 dat GTNN khi v = 80 va GTNN
1a 400,

Nhu véy. dé tiét kiém tién xing nhat,
tai xé nén chay xe véi toc dé trung binh
1a 80 kmv/h.

16000 5

+—v

v

+

; C'(v)=0<=v=-80(loa1) hoac v=_80.

]=+m nén duong thing v=0

!
i
I
T
-
—_———— P =
I
1
i
I
!
i
i
1
1
!
I
I
i
I
I
!
i
1
1
1

I
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I
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Vi du 8. Mot ho lam nghé dét vai lua to tim san xuat moi ngay dugc x mét vai lua (1 <x < 18).
Tong chi phi san Xuat x mét vai lua, tinh bﬁng nghin déng, cho botr ham chi phi:
C(x)=x"—3x* - 20x + 500.
Gia sir hé lam nghé dét nay ban hét san pham médi ngay vai gia 220 nghin dong/mét.
GoiB(x)la sO tien ban duoc va L(x) 1a lon nhuéan thu duoc khi ban x meét vai lua.
a) Hay viét biéu thirc tinh B(x) va L (x) theo x.
b) Khao sat va v& do thi cia ham s6 y = L(x) trén [1; 18].
¢) Ho lam qghé dét nay can san xu;?'lt va ban ra méi ngay bao nhiéu mét vai lua dé thu ducoc
lo1 nhuan to1 da? Tinh lo1 nhuan té1 da do.
Giai

a) Khi ban x meét vai lua:
~ 86 tién thu duoc 1a: B(x) = 220x (nghin dong).
— Loi nhuan thu duoe la: L(x) =B (x) — C(x) = —x* + 3x* + 240x — 500 (nghin dong).
b) Ham s6 L (x) xac dinh trén [1: 18].
— Su bién thién:
+ Chiéu bién thién:

e Dao ham L'(x) =-3x" + 6x + 240; L'(x) = 0 < x = 10 hodic x = -8 (loai).

e Trén khoang (1; 10), L'(x) > 0 nén ham so dong bién trén khoang nay.

e Trén khoang (10; 18), L'(x) < 0 nén ham s6 nghich bién trén khoang nay.
+ Cuc tri: Ham 50 L(x) dat cuc daitaix = 10 va L, = L(10) = 1200.
+ Bang bién thién:

x 1 10 18
L'(x) + 0 -

1200
L(x) / \
-258 -1040
Y&

- Db thi: 1 400
X L g E sy : 1200 4
Do thy ham s6 c6 diém cuc dai (10; 1200) 1000 1
va di qua cac diém (1; -258), (18; —1040) 800 4
i 600 +

nhu Hinh 8. o
200 +

—t:i —4 —'tﬂ :
—2007
—400 4
600 4
—E00 +

-1 000 +

-1200+




c) Quan sat db thi ham sb y = L (x), ta nhan thiy khi x = 10 thi ham sb dat gia tri 1én nhat
1a 1200.

Nhu vay, ho lam nghé dét cin san xuét va ban ra mdi ngay 10 met vai lua dé thu duoc
loi nhuan t6i da. Loi nhuan t6i da nay 1a 1200 nghin dong.

& Xet mot vat that dat truoc thau kinh hoi tu co tiéu cu / = 0. Go1 d la khoang cach
5 tir vat dén thau kinh (d > 0), d' la khoang céch tir thau kinh dén anh (anh thét thi
d' > (), anh ao thi d' < 0). Ta co cong thire:

i=L+L hay 4" 9

7 d d “d=F
(Vat 1i 11, Nha xuét ban Gido duc Viét Nam, 2012, trang 182, 187).

Xét truomg hop f=3, ditx=d. y=d'. Ta co ham s6 y = vax#3.

x—3
a) Khao sat va vé do thi cuia ham SO trén.
b) Dua vao dd thi ham s trén, hay cho biét vi tri cua vit dé anh cua vat la: anh that,
anh ao.
¢) Khi vit tién gan dén tiéu diém thi anh thay doi nhir thé nao?

Théiu kinh hai tu

A ]
04 Anh 4'B'

Hinh 9

& Nguoi ta muon ché tao mot chiée hép hinh hop chit nhat 0
7 ¢6 thé tich 500 cm’ véi yéu cau dung it vat liéu nhat.
Chiéu cao hop phai la 2 em, cac kich thuoce khac 1a x, y
voix=>0vay=0. x ¥y
a) Hay biéu thi y theo x. Hinh 10

b) Chirng t6 rang dién tich toan phan cua chiée hép la:

S(x) =500 + 4x + mﬂﬂ.
x

¢) Lap bang bién thién cta ham sb S(x) trén khoang (0; +0),

d) Kich thudc cua hop la bao nhiéu thi ding it vat liéu nhat? (Lam tron két qua dén
hang phan mudi.)




BAI TAP

1.

36

Khao sat va vé do thi cua cac ham so sau:

Ay=x"+x-2; b]y=2x3+x:’—%x—3_

. Choham sb y =x* — 3x* + 2.

a) Tim diém 7 thudc db thi ham s biét hoanh dé cta 7 1a nghiém cua phuong trinh " = 0.

b) Chimg minh ring / 1a trung diém cuia doan thiang ndi hai diém cuc tri cua do thi ham s6.

. Khao sat va v& do thi cua cac ham so6 sau:

| -3
ayy=3+ —; b]_v=x
X I-x
. Khao sat va v& db thi cia cac ham sé sau:
Dy 1
ayy= ———: byy=2x— :
)y x—1 ) 1-2x
. Cho ham sé y=—_x_+3I+I.
x+2

a) Khao sat va vé do thi clia ham s6 da cho.

b) Tim toa dd trung diém doan ndi hai diém cuc tri cia db thi ham s6. C6 nhan xét gi vé diém nay?
Ban Viét muén ding tam bia hinh vuong canh 6 dm lam mét chiéc hop khong nap., c6 day 1a
hinh vuéng bang cach cit bo di 4 hinh vuéng nho & bén goc cua tam bia (Hinh 11).

Ix

Hinh 11

Ban Viét mudn tim d6 dai canh hinh vuéng can cét bo dé chiéc hop dat thé tich Ién nhat.

a) Hay thict lap ham s6 biéu thi thé tich hdp theo x v&i x 1a d6 dai canh hinh vudng can cat di.
b) Khao sat va vé do thi ham s tim duoc.

Tir d6, hdy tr van cho ban Viét cach giai quyét van dé va giai thich vi sao cin chon gi tri nay.

(Lam tron két qua dén hang phan mudai.)



CAU HOI TRAC NGHIEM

Chon phuong an ding.

1. Cho ham st:r_}r=f{:t} caqazhi nhu Hinh 1.
Ham s6 v = f(x) dong bién trén khoang
A. (5; +o0).
C.41k:5),

B. (3;5).
D. (3; 4+:0).

Hinh 1
2. Cho ham s y = f(x) c6 do thi nhw Hinh 1.
Ham sb dat cuc dai tai

A x=0 B.x=3
C.x=4. D x=35.
x —d4x+1

3. Cho ham s6 y= . Trong cac

khang dinh sau, khang dinh nao dang?

A. Ham s6 dat cuc tiéu tai x = 3, gia tri
cuc tiéu lay =2.

B. Ham sé dat cuc tiéu tai x = 5, gia tri
cuc tiéu lay = 6.

C. Ham sé dat cuc tiéu tai x = 3, gia tri
cuc tiéu la y = 6.

D. Ham s6 dat cuc tiéu tai x = 5, gia tri
cuc tiéu lay =2.

UG1 CHUONG |

4. Pao ham cua ham sé y = f(x) 13 ham sé

¢6 do thi duoc cho trong Hinh 2. Ham s6
y = f(x) nghich bién trén khoang

A (-1:3). B.(-3; 1).

C.(1;5). D. (3; +x).

3 —10 1\y5 e

Hinh 2

5. Gia tri nho nhat cia ham s6

y=+lx"+2x43
trén doan [-2; 3] la

Al B. \30.

C. 2. D. 0.
6. Tiém cin xién cua do thi ham sé
2x’ +3x7 -3
YA ——
x —1
la duong thing cé phuong trinh
Ay=2x+1 B y=2x+1.
C.y=x+3. D.y=x+1.
7. Tiém can dimg cua do thi ham sé
_—2x+3
Sx+1

la dudmg thing c6 phuong trinh

A y=—rl B ;v;:=—l
C y=-§. D x=-—£




8. Cho ham sé y= _ZI_3. Trong cac
4—x
khing dinh sau, khang dinh nao ding?
A. Ham sb dong bién trén (—oo; —4) va
nghich bién trén (—4; +0).

B. Ham so dong bién trén (-oo; 4) va
(4; +o0).
C. Ham sé nghich bién trén (-o0; 4) va
(4; +e0).
D. Ham sb nghich bién trén (—oo; —4) va
(—4; +o0).

BAITAPTU LUAN

9. Tim hai s6 khong 4m a va b co tong
bang 10 sao cho:
a) Biéu thirc ab dat gia tri 16n nhat;
b) Téng binh phuong cua ching dat gia
tri nho nhat;
c) Biéu thirc ab’ dat gia tri 16n nhat.

10. Cho ham s6 bac ba y = f(x) c6 do thi nhu
Hinh 3. Viét cong thirc cia ham so.

g |

5

Hinh 3

; 1 F
11. Cho ham so y = Ef —-x +4

a) Khao sat va v& do thi cua ham so.
b) Tinh khoang cach giira ha diém cuc tri
cua d6 thi ham so.

12. Cho hamsd y =

13. Cho ham sé y =

2x+1

x—1

a) Khao sat va vé do thi ciia ham sé.
b) Goi A la giao diém cua do thi ham sé
vot truc Oy, [ la giao diem cua hai duong
tiém cén cua do thi ham sé. Tim diém B
doi ximg véi A qua I. Chimg minh rang
diem B ctng thudc do thi ham so nay.
x +4x-1

x—-1
a) Khao sat va vé do thi cia ham sb.
b) Tim gia tri Ién nhat va gia tri nho nhat
ctia ham s6 da cho trén doan [2; 4].

14. Cho mét hinh tru ndi tiép trong hinh non

c6 chiéu cao béng 12 cm va ban kinh day
bang 5 cm (Hinh 4a). Ngudi ta cit hinh nén,
tru nay theo mat phiang chira dudng thing
néi dinh va tim hinh tron day caa hinh nén
thi thu dwge mot hinh phing nhu Hinh 4b.

/N ..
é i\

e
r Som

a) b)
Hinh 4

a) Chirng minh rang céng thirc tinh ban
kinh » cua day hinh tru theo chiéu cao h
cua no la:
. 502-h)
12
b) Chimng minh biéu thirc sau biéu thi
thé tich khéi tru theo A:
25nh(12-h)*
144 '
¢) Tim /i dé khéi tru c6 thé tich lém nhat.

Vih) =



15. Trong mét nha hang, mdi tudn dé ché bién
x phan an (x lay gia tri trong khoang tir
30 dén 120) thi chi phi trung binh (don vi:
nghin dong) cua mét phan an duoc cho
bai cong thire:
C(x) =2x—-230+ '?Eﬂlf]_
x

a) Khao sat va vé dé thi ham s6 y = C(x)
trén [30; 120].

b) Tir két qua trén, tim s6 phfin an sao
cho chi phi trung binh cua mét phan an
1a thap nhat.

16. Dién tré R (Q) cia mét doan day dan
hinh tru duge lam tir vat liéu co dién tro
suit p (Qm), chiéu dai { (m) va tiét dién
S (m*) duoc cho boi cong thirc

{

R= P—E-

O

{ |

L Ll

Hinh 5
(Vatli 11 — Chan troi sang tao, Nha xudt ban
Gigo duc Viét Nam, 2023, trang 104)
Gia sir ngudi ta khao sit su bién thién
cua dién tro R theo tiét dién S (& nhiét do
20 °C) cua moét soi diy dién dai 10 m lam
tir kim loai ¢6 dién tro suit p va thu duoc

@6 thi ham s6 nhu Hinh 6.
R(ﬂ] 3
0,002+
000151
R=0.001

0.0011 4 (0.000169: 0,001)
0,0005¢

Hinh 6

a|  0,00050,001 0,0015 0,002 0,0025 S (m)

a) Cé nhan xét gi vé su bién thién cua
dién tro R theo tiét dién §?

b) Tir d6 thi, hiy giai thich  nghia cua
toa do giao diém cua do thi ham sb vai
duong thang R = 0,001.

c) Tinh dién tra suat p cua day dién. Tir do,
hay cho biét day dién dwoc lam bing kim
loai nao trong s6 céac kim loai duoc cho &

bang sau:




Phin| HINH HOC VA PO LUGNG

Vecto 13 cing cu hiéu qua dé biéu dién nhiéu ddi tuong trong khong gian. Trong chuong nay, ching ta sé tim
hiéu vé khai niém vecto va cac phép toan vecto trong khéng gian. Chiing ta ciing sé tim hiéu vé hé truc toa d3,
toa dd cia vecto, biéu thic toa d6 ciia cic phép toan vecto trong khdng gian va vin dung d& gidi quyét
mot sd van dé thuc tién.

May in 3D I3 mét thiét bi ¢6 iing dung toa dd vecto trong khdng gian.

("' Hoc xong chuang nay, ban cd thé:

- Nhan biét duoc vecto va cac phép toan vecto trong khéng gian (tong va hiéu clia hai vecto,
tich cia moét s6 vai maot vecto, tich vo hudng cla hai vecto).

~ Nhan biét duoc toa do clia mot vecto dbi vai hé truc toa do.

- Xac dinh dugc d6 dai cia mot vecto khi biét toa d6 diém dau va diém cudi clia né.
Xac dinh duoc biéu thirc toa dé cla cac phép toan vecto.

- Van dung dugc toa dé clia vecto dé gidi mot s6 bai toan co lién quan dén thuc tién.
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ai 1. Vecto va cac phép toan
trong khong gian

Tir khoa: Vecta trong khdng gian; Tong va hiéu ctia hai vecto; Quy tac hinh hap;
Tich clia mét sé vdi mét vecto; Tich vé hudng cha hai vecte.

N

( ' / Trong khdng gian, lam thé nao dé biéu dién dd dich chuyén tin hiéu vé tuyén tir
may bay dén tram kiém soat trén mat dat?

S,

5

1. Vecto trong khong gian

O Nhic lai dinh nghia vecto trong mit phing.

Co thé dinh nghia vecto trong khéng gian nhu da dinh nghia vecto trong mét phing khong?
F

Hinh 1

=  Vecto trong khéng gian 1a mot doan thang c6 hudéng.

Chu y:
e Ki hiéu EE chi vecto c6 diém déau A, diém cudi B.

a — = — —.|
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Vidu 1. Cho hinh tir dién ABCD. Hay chi ra cac vecto co
diem dau la B va diém cuoi la cac dinh con lai cua hinh
tir dién.
Giai
Ta c6 ba vecto BA, BC, BD c¢é diém dau 1a B va diém
cudi la cac dinh con lai cuia hinh tir dién. 5
Hinh 2
Trong @, tim vecto biéu dién do dich chuyén tin hiéu vo tuyén fir vi tri 4 cua may bay
dén vi tri § cua tram kiém soat.

j Trong khéng gian, cac khai niém c6 lién quan dén vecto nhw gid cua vecto; d6 dai

cua vecto; hai vecto ciing phuong, ciing hudng, nguoc hudng, bang nhau, doi nhau;
vecto-khéng duoc dinh nghia tueng tu nhu trong mat phang.

Chdi y: Trong khéng gian, cho diém O va vecto @ , ton tai duy nhat diém M dé OM =a.
Vidu 2. Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D’ (Hinh 3). 2

a) Gia cua ba vecto H_B E IAT: co cung nam trong mot
mit phing khong?

b) Tim cac vecto hﬁng vecta AB.

¢) Tim cac vecto déi cua vecto AD. g
Gidi e

a) Gid cua ba vecto AB, AD, AA4' lin luot 1a ba duomg thing AB, AD, AA’. Ching khéng

cling nam trong mot mat phang vi bon diém A, B, D, A’ khéng dong phang.

b) Do ABCD.A'B'C'D" 1a hinh hop nén A4'B'E 1a hinh binh hanh, suy ra AB // A'B' va

AB = A'B'. Ta c6 hai vecto AB va A'B’ ciing huéng va c6 do dai bing nhau, suy ra

AB=A'B.

Tuong tu, ta ciing co AB=DC va AB=D'C".

¢) Hai vecto AD va DA c6 dé dai bing nhau va nguoc hudng, suy ra DA 1a vecto déi

cua AD.

Ta co ABCD la hinh binh hanh, suy ra AD cb cung do dai va nguoc huong vol EE, suy

ra CB 1a vecto dbi cua AD.

Tuong tu, ta cling co I_)'F, C'B’ 1a vecto dbi cua AD.,

Qz Cho hinh chp tit giac déu SABCD.
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a) Chi ra cic vecto cé diém dau 1a S va diém cubi la cac dinh cua da giac day.
b) Tim cac vecto co do dai bz';ng do dai cua vecto SA.

¢) Tim cac vecto déi cuia vecto CB.



|ﬁ\' T i - 2 T I I LA o
w1 rong Hinh 4, cho biét ba vecto F, F,, F, bieudicn
luc cing cua céc soi day cap AB, AC, AD tac dung

* Quy tic ba diém, quy tic hinh binh hanh
van ding voi cic vecto trong khong gian.
e Vi badiém 4, B, Cta cod

BC va B'C" .
¢) Giai thich tai sao AB+BC = A'B'+B'C.
Mot cach l:émg quat, ta co

4 X

* Trong khong gian, cho hai vecto d, b. Lay diém O bat ki
va hai diém 4, B sao cho OA = a, AB=b. Ta 201 OB 1a

lén vat nang. Gia cua ba vecto nay co cung nam trén
mot mat phﬁng khong?

2. Téng va hiéu cta hai vecto
Téng ciia hai vecto

,@2’ Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D' (Hinh 5).

a) Trong mat phing (ABCD), tim vecto tong AB+BC.
Trong mat phang (4'B'C’'D"), tim vecto tong AB+BC.

b) Tim mébi lién hé gitta cac cap vecto 4B va A'B’,

tong ciia hai vecte d va .-5, ki hidu a +b.

Phép lay téng cua hai vecto duoc goi 13 phép cong vecto.

» Tinh chét giao hodn: @ +bh =b+a;
» Tinh chét két hop: (G+b)+&=a+(b+¢

* V&l mol vecto @.taluonco: a+0=0+ad=a

AB+BC=4C.

e Néu ABCD la hinh binh hanh thi ta cé

AB + AD = AC.

AC va A'C".

d+b+é=(a+bh)+C.

4 p .
A{' / \/
B B C
a) b)

Hinh 7

Ai

Chii y: Tir tinh chat két hop, ta c6 thé xac dinh duoc tong cua ba vecto @, b, &

.

0 - G+b

Hinh 6

la

Nhén xét: Phép cong vecto trong khong gian ciing ¢é cic tinh chat nhu phép cong vecto
trong mat phang.




Vi du 3. Cho hinh lang tru ABC.A'B'C'. Tim cic vecto téng BA+ A'C’, BC + AA'.
Gidi

Ta cé ABC.A'B'C' 13 hinh lang tru nén AA'C'C la

hinh binh hanh, suyra A'C’' = AC.

Do d6 BA+A'C' = BA+ AC=BC.

AF

Tuong tu, ta cliing co A4'B'B la hinh binh hanh, A

suy ra AA =BF'. B

Do d6 BC+AX = BC + BF = BC. PR .

Quy tac hinh hép
’@ Cho hinh hop ABCD A'B'C'D". A ‘h_"i"‘nh »D

a) Tim cac vecto tong AB+ AD_ AC+ AA'. B:,' ...... B o c
b) Ding két qua cua ciu a va tinh chat két hop cua 2!
phép cong vecto dé chirng minh AB+ AD+ AA' = AC'. £ : - o

Tir 8, ta c6 quy téc hinh hp:

0

¥ Cho hinh hop ABCD A'B'C'D'. Ta cé:

AB+ AD+ AL = AC'.

Vidu 4. Cho hinh hop ABCD.EFGH. Tim cac vecto:

a]ﬂ-ﬁ+ﬁ+f§; b) E+CT§+E.
Gidi

a) Theo quy tac hinh hop, ta co CB+CD+CG =CE.

b) Ta ¢6 CG = AE, EH = AD.

Suy ra: AB+CG+EH = AB+ AE + AD.

Theo quytéchinh hop, ta co AB+ AE + AD = AG.

Vay 4B+ CG+ EH = AG. CR—

Widu 5. Co6 ba luc cung tic dong vao mot vat. Hai trong ba luc nay hop véi nhau mot goc
100" va co do lon lan luot la 25 N va 12 N. Luc thir ba vudng goc vol maét phéng tao
bot hai luc da cho va co d6é 1on 4 N. Tinh d6 1om cua hop luc cua ba luc trén.



Giai

Goi F, F,, F, la ba luc tic déng vio vat dat tai %
diém O lan luotco do lomla 25 N, 12 N, 4 N. F,
Vé OA=F, OB=F,, OC=F, Eﬁ
V& hinh binh hanh OADB va hinh binh hanh ODEC. Q i A
Hop luc tac dong vao vit la F,_// 100°
F=04+0B+0C =0D+0C =OE. : v
Ap dung dinh li cosin trong tam giac OBD, ta co Hinh 12
OD = BD* + OB*—2.BD.OB .cos OBD = OA* + OB* + 2.0A.0B . cos 100".
Vi OC L (OADB) nén OC L OD, suy ra ODEC la hinh chit nhat.
Do do tam giac ODE vuong ta1 D.
Taco OE* =0C*+0D* =0C* +0A" + OB" +2.04.0B.cos100°.
Suyra OF = JUC‘: 4+ 04" + OB +2.04.0B.cos 100°
= 44: +25°+127 +2.25.12cos100° = 26.
Viay do lon cia hop luc la /= 26 N.
% Cho hinh hop ABCD.EFGH. Tim cac vecto:
a) DA+ DC + DH- b) HE +GC + AB.
Hiéu cda hai vecto D c
f@ a) Trong mat phﬁng (ABCD), tim vecto hiéu E—E :
Trong mat phfing (A'B'C'D"), tim vecto hiéu ﬁ; - ﬁ A D'E B
b) Tim mo6i lién hé giira cac cap vecto AB va ﬁ; AD 5 -:\ _______ «
va A'D', DB va D'B'. £ :
A B’

¢) Giai thich tai sao AB— AD=A'B'— A'D'.

Trong khdng gian, cho hai vecto a, b. Ta gol a+( —E} la
hiéu ciia hai vecto @ va b, ki hiéu G—b.

Phép lfi}r hiéu cua hai vecto duoc goi la phép trie vecto.
Quy tic hiéu

Trong khéng gian, v&i ba diém A, B, C ta co:
AB — AC =CB.

Hinh 13

a i
b
q_h__h‘"——__

i—b
0
b B
Hinh 14
A
C
B Hinh 15



Vidu 6. Cho hinh chop S.ABCD c6 day 1a hinh binh hanh.
Tim cac vecto hiéu E—ﬂ ES' — AD.

Giai
Theo quy tic hiéu. ta co SD—SA = AD.
Do ABCD la hinh binh hanh nén ta c6 BC = 4D, suy ra
BS —AD =,BS —BC. - ' Hinh 16
Theo quy tac hiéu, ta co BS —BC =C8§.
Vay BS—AD=CS.

& Cho tir dién ABCD co M va N lin luot la trung diém cua AB va CD. Tim cac vecto:

a) BM + AC + ND: b) AD—AM + NC.

& Cho hinh 1ap phuong ABCD. A'B'C’'D’ ¢6 canh bang don vi. Tim dé dai cac vecto sau diy:

_.I"_  — —
@é Baluc F , F,, F, cung tac dong vao mot vt co

a) @=BA+ BC+BE; b) b=BC—BA+C4.
phuong do1 mot vuong goc va co do lon lan luot la

2 N; 3 N:4 N (Hinh 17). Tinh dé lém hop luc cua
ba luc da cho.

Hinh 17

3. Tich ctlia mét sé véi mot vecto

Trong khong gian, tich cua mot s6 k voi vecto @ duge

Cho hinh hép ABCD. A'B'C'D' ¢é AC" vi A'C cét nhau
tai O (Hinh 18).

a) Tim vecto AB+ AD+ H

b) Cho biét moi quan hé gitra vecto tim duoc ¢ cau a)

va vecto EE-'

al

dinh nghia twong tu nhu trong mat ph:;mg. Hinh18 =

0

Trong khéng gian, cho sb thue k = 0 va vecto @ = 0.
Tich cua sé k v&i vecto @ la mot vecto, ki hiéu ka, cung huéng véi @ néu k > 0,
nguoc huéng vai @ néu k < 0 va c6 d6 dai bang |kl.| @ |-

Phep lﬁ'}r tich cua mot so voi mot vecto duoc goi la phép nhan mot s6 voi mot vecto.

Quy uée: 0.3=0 va k.0=0.
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Nhan xét:
a) Vi hai vecto @ va b bit ki, vdi moi sb h va k, ta cé:
« k(@+b)=ka+kb; o (h+k)d = hd+ka;
« h(ka)=(hk)a: o 1.d=a; o (—1).d =—a.
b) ki =0 a =0 hodc k= 0.
c) Hai vecto @ va b (b khéc 0) cing phuong khi va chi khi cé sé k sao cho @ = kb.
d) Ba diém phan biét A, B, C thing hang khi va chi khi c6 sé k khac 0 dé 4B =k AC.
Vi du 7. Cho tir dién ABCD. Goi M, N lan luot 1a trung diém cua cdc canh AD, BC; G la
trong tam cua tam giac BCD. Chimg minh rang:
a) E=%{E§+E); b) AB+ AC+ AD =34G.
Gidi
a) Tacé: MN = MA+ AB+ BN, MN = MD + DC +CN.
Do d6 2MN = MA+ MD + AB + DC + BN +CN.

Vi M la trung diém ctia doan thing AD nén MA+ MD = 0.
Vi N 1a trung diém ctia doan thing BC nén BN +CN = 0.

Do dé Er%(,ﬁjuﬁl
b) Taco: AB=AG+GB, AC=AG+GC, AD = AG +GD. Hinh 19
Suy ra AB+ AC + AD =34G +GB+GC + GD.

Vi G la trong tim ctia tam gidc BCD nén GB+ GC + GD = 0.

e mmem —

Do dé AB+ AC+ AD =3AG.

-

Cho hinh ling tru ABC A'B'C" ¢6 M la trung diém cua BB’
(Hinh 20). Pat CA=a, CB=b, CC =¢.

B

Chimg minh ring AM =b—a —|—%E. Hinh 20
Vi du 8. Theo dinh luat II Newton (Vat li 10 — Chan trai -
séng tao, Nha xudt ban Gifo due Viét Nam, 2023, trang 60): g

a‘

Gia toc cua mot vat co cung huong vor hre tac dung lén
vat. Do 1on cua gia toe ti 1é thudn vai d6 lon cua lue va
ti Ié nghich van khoi luong cua vat:

o

F =ma,  Hinh21
trong d6 @ 1a vecto gia toe (m/s”), F 1a vecto luc (N) tac dung 1én vét, m (kg) 1 khdi lugng
cila vit.

Mubn truyén cho qua bong cé khéi lrong 0,5 kg mot gia téc 50 m/s” thi can mét luc da

¢6 d 16n 1 bao nhidu? a7 N



*,

4. Tich vé6 huéng cua hai vecto

Goc gilta hai vectd trong khong gian

2
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Gigi
Tacé F =ma,suyra |[F|=mlal= 0,5 . 50 =25 (N).

Vay mudn truyén cho qua bong khéi luong 0,5 kg mét gia tée 50 m/s” thi can mét luc da
codolonla25N.

Mot chiée dén chim treo c6 khoi luong m = 5 kg duoc thiét ké
vol dia dén dugce giir boi bon doan xich S4, SB, SC, §D sao
cho S.ABCD la hinh chép tir gidc déu c6 ASC = 60° (Hinh 22).

a) Sur dung cong thitrc P =mg trong d6 g la vecto gia toc
roi tw do c6 d6 16m 10 m/s”, tim d6 16m cua trong luc P tac dong
Ién chiéc dén chim.

b) Tim do lon cua luc cang cho moi soi xich.

a) Nhic lai dinh nghia goc giita hai vecto 7 va v

trong mit phang.

/

Trong khéng gian, cho # va ¥ la hai vecto khac 0. Liy mot diém A bt ki, goi B va C

b) Lam thé nao dé dinh nghia goc guia hai vecto u
va Vv trong khong gian?

Hinh 23

14 hai diém sao cho AB =i, AC = . Khi dé, ta goi BAC la goc giita hai vecto & va ¥,

ki hiéu (7, 7).

Nhén xét:
* 0" <(u,v)<180%

* Néu (u#, v)=90° thitané1 ¥ va v vudng goc vol nhau, ki hiéu o L v.

Vidu 9. Cho hinh lap phuong ABCD A'B'C'D. ;
Xéc dinh goc (4B, AD’), (4B, AC). |
Giii 4 D
Tacé AD=AD', suy ra B}'L- ______ )
(AB, AD')=(AB, AD) = DAB =90°.
Tacs AC = AC, suyra (4B, #C)=(4B, AC)=CaB=45. * . D



@7 Cho hinh lap phuong ABCD_A'B'C'D'. Xéc dinh géc (AC. B'D'), (A'A, CB').

Tich vo huéng cta hai vecto

f@ Trong khéng gian, cho & va v thoaman |« |=2, |v|=3.

Lay mét diém A bat ki, goi B va C la hai diém sao cho

fi)
AB=ii, AC =7 (Hinh 25). Gia sit BAC = 60". .
a) Tinh goc (i, V). <’\;\~ ,,._
b) Trong mit phing (ABC), tinh tich v6 huéng AB. AC. R

Ta goi AB.AC latich vo huéng cua hai vecto u, v. Trong truomg hop tc:'mg quat, ta co:
* Trong khong gian, cho hai vecto i va v khac 0.
Tich vé hudng cuia hai vecto # va v 1a mat s, ki hiéu #.v, duoc xac dinh bai cong thirc

.V =|t|.|V|.cos(#,V).

Chiy:

a) Trong trwong hop # =0 hodc v =0, ta quy uéce u.v =0,

b) @.i =i =il ; #* 20,7 =0 i =0.

u.v
il |

d) Vai hai vector 1 va v khac 0, tacod il Lvesii.v=0.

¢) Véi hai vecto @ va v khac 0, ta co cos(ii, V) =

=

=

Nhén xét: Tuong tu nhu trong mit phing, tich v6 hudng cua hai vecto trong khong gian
cling ¢6 céc tinh chat sau:
Vi ba vecto a, b, ¢ va so k, ta co:

—_ —

«i.b=b.a sd.(b+28)=d.b+a.c: o (kd).b=k(@.b)=a.(kb).
Vi du 10. Cho tir dién déu ABCD c6 canh bang a va M la trung diém cua CD.
a) Tinh cic tich vé huéng AB. AC, AB. AM.
b) Tinh goc (AB,CD). A
Gidi '
a) Ta co: AB. E =|E1.|:!E‘E.cus (E, E}
a’ D

=AB.AC-COSE‘EE =a.a.cosb()’'= —.
2 M

o —

Tuong tu ta cling co AB. AD =

Hinh 26

N | B,

-
4_



Ta lai co m = l{RH E}, suy ra:
AB. AM = 4B. —{AC+ AD) = L (4B.AC + AB.AD) = 1(£+£]= a4
2 202 2/ 2
b) Tacod AB .CD =(AM + MB). CD=AM .CD+ MB . CD.
Ma AM. BM la trung tuyén cta cic tam gidc déu ACD, BCD nén AM L CD, MB L CD.
Suy ra AM .CD=MB .CD=0.
Tir cac két qua trén ta c6 AB.CD =0. Suy ra (AB,CD)=90".
@ Cho hinh lip phuong ABCD.A'B'C'D’ ¢6 canh bing 1.
a) Tinh cac tich vo huéng: AB.A'C’, AB.CC".
b) Tinh goc (AC, AC") (két qua lam tron dén phit).
Mot em nho can nang m = 25 kg truot trén cau trirot dai 3.5 m. Biét rﬁng, cau truot co
gdc nghiéng so v&i phuong nam ngang la 30° (Hinh 27).
a) Tinh dé lén cua trong luc ﬁ = mﬁ tac dung lén em nho, cho biét vecto gia toc roi
twdo g codolon lag=9.8 m/s".
b) Cho biét cong A (J) sinh ba1 mot luc F ¢b do dich chu}r'rf‘n E duoc tinh boi cong thac
A= F.d. Hay tinh céng sinh béi trong luc P khi em nhé truot hét chiéu dai céu truot.

Hinh 27

BAI TAP

1. Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D’. Chitng minh ring;

a) AB+B'C' +DD' = AC"

by DB'+ D'D+ BD' = BBE":
c) AC+BA'+DB+CD =0.
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. Néu mot vt c6 khédi luong m (kg) thi luc hap din P

. Cho hinh binh hanh ABCD. Goi § 1a mét diém khong thudc mit phing chira hinh binh hanh.

ey ey e s—

Chirng minh rang SA+5C =SB+ 8D.

. Ba luc ¢6 diém dit tai mét dinh caa hinh 1ap phwong, cing phuong véi ba canh va cing co

cuwong do la 5 N. Tinh cuong d6 cua hop luc.

. Cho hinh chop S.ABCD. Goi [ 1a trong tam cua tam giac ABC va J la trong tam tam gidc ADC.

Chitng minh ring 254+ SB+28C + SD = 3(SI + 57) .

]

. Cho hinh ling tru tam gidc ABCA'B'C' ¢6 AA =d, AB=b, AC =

Chig minh ring B'C=¢—d—b va BC=a—b+¢

cua Trai Dat tac dung 1én vat dugc xac dinh theo
cong thirc P= mg, trong d6 g la gia toc roi tr do cé
dé 16n g = 9,8 m/s’. Tinh do 16n cua luc h:fip dan cua
Trai Pét tac dung lén mét qua tao ¢6 khoi luong 102 gam
(Hinh 28).

Trong dién truomg déu, luc finh dién F (don vi: N) 85

tac dung 1én dién tich diém c6 dién tich ¢ (don vi: C) rE% e ’ nl ol
duoc tinh theo cong thirc F= =4q. E trong do E la l) &
cuong do dién truong (don vi: N/C). Tinh do lon F

cua luc tinh dién tic dung lén dién tich diém
khi g = 10°C va dé 16n dién truomg E = 10° N/C Hinh 29
(Hinh 29).

Mot luc tinh dién F' tac dong Ién dién tich diém M
trong dién truomg déu lam cho M dich chuyén theo
duomg gap khic MPN (Hinh 30). Biétg=2.107" C, 4
vecto dién truong co do lon E=1.8. 10° N/C va
d=MH=35 mm. Tinh cong A4 sinh boi luc tinh dién F. '




Bai 2. Toa do cua vecto

trong khong gian

Tit khod: Hé toa dd trong khéng gian; Truc toa dé; Mat phang toa dé;
Toa dé cta diém; Toa d6 clia vecta.

s
f Y

H\r/ Trong kiém sodt khong luu, ngudi ta diing bé ba sé dé xac dinh vi tri cia may bay.
Ngui ta da lam diéu d6 nhut thé nao?

1. Hé toa do trong khéng gian o c
’@ Cho hinh lap phuong OABC.0'A'B'(" co canh h:ing 1. " ! %
bit i=04; j=0C; k=00 ;
a) Néu nhan xét ve phuong va do dai cua ba vecto _:", ; I f?i ----- <imyt
b) Néu nhén xét ve ba truc toa do (O: ?]. (O: ; ), (O: k ). F f . B
1§

)

1t Trong khong gian, cho ba truc Ox, Oy, Oz do1 mot
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vuéng goc. Goi i, j, k lan luot 1a ba vecto don vi
trén cac truc Ox, Oy, Oz. He ba truc nhu vay duoc goi
la hé truc toa do Descartes vuong goc Oxyz trong

khong gian hay goi don gian la hé tea dj Oxyz.

Nhdn xét:

a) DPiém O duoc goi la géc toa do.

Cac truc Ox, Oy, Oz duoc goi la cac truc toa di.

Cac mat phﬁng (Oxy), (Oyz), (O=zx) do1 mot vuong goc vot nhau duoc goi la cac mg‘irphﬂ:ng
toa dp.

Khong gian val hé toa do Oxyz con duoc goi la khong gian Oxyz.

b)Vii,J, k 1a ba vecto don vi do1 mot vuong goc vol nhau nén ta co

-

i=j'=k’=lvai.j=j.k=ki=0.



Vidu 1. Cho tir dién GAB{;' co OA, OB,“GC doi m(}‘t vuong gﬁc va co do dai hﬁng 1.
V& hé truc toa do Oxyz co goc la O, cac diem A, B, C lan luot nam trén cac tia Ox, Oy, Oz
va chi ra cac vecto don vi trén cac truc toa do.

Giai
Var O la gf:ic toa do, ta v& duoc cac truc Ox, Oy, Oz
nhu Hinh 3. Ba vecto don vi trén ba truc lan luot la
i =04, j =OB, k =OC.

Cho hinh chop 5. ABCD co day la hinh vuong canh
bang 1, S4 vudng goc véi mit phang day va co dé dai
bang 1 (Hinh 4). V& hé truc toa d6 Oxy= ¢ goc O
trang voi diém A, cac diém B, D, S lan luot nam trén

cac tia Ox, Oy, Oz va chi ra cac vecto don vi trén cac
truc toa do. B Hinh 4

@1 Mot thiét ké co khi trong Hinh 5a duoc biéu dién trong khéng gian Oxy= nhu Hinh 5b.

a) Hay vé ba vecto don vi Y _1 k lan luot trén ba truc toa dé Ox, Oy, Oz (mdi vecto
don vi c6 do dai bang 1 m).

b) Biéu dién céc vecte OC, OB, ﬁ AB theo 7, 7 k.

Hinh 5
2. Tog dd cia diém va vecto
Toa do clia diém o c
'® Cho hinh hép chit nhiat OABC.O'A'B'C" c¢6 canh 04 =3, v :
= f = & i S S T E A _-"'-
=350 =12 Vehawctcr&cm?ﬂ i. i k_l_an luot #(%!:____ o
trén cic canh OA, OC, OO'. Biéu dién OB’ theo PRt
ba vecto ?, j", k. A B
Hinh 6




Nguoi ta chimg minh duoc ring:

Trong khéng gian Oxyz, ing véi mot diém M tuy v, cd mot bd ba sd (x; v: z) duy nhat
sao cho OM = xi + y} +zk . Nguoc lai, vol bo ba so (x; ¥; ), ta cO mot diém M duy nhat
trong khéng gian thoa man hé thic OM =xi + y j +zk.

Ta co dinh nghia sau:

-A
" Trong khong gian Oxyz, cho diém M. Néu OM = xi+ y}+zi‘| N "%
thi ta goi bd ba s0 (x; y: z) 1a tog dé ciia diém M doi voi "
hé truc toa d6 Oxyz va viet M = (x; y; 2) hodc M(x; y: z); it y M
x 1a hoanh db, y la tung d6. = 1a cao do cua diem M. 0 /
T F
o, A
3 Hinh 7

Vi du 2. Cho hinh hop chir nhat O4ABC.O'A'B'C’ ¢6 canh 04 = 4, OC = 6, 00" = 3.
Chon hé truc toa do Oxyz co gﬁc toa do O; cac diém 4, C, 0" lan ot nim trén cc tia
Ox, Oy, Oz. Xéc dinh toa d6 cac diém A. B, B'.

Gidi

Taco: OAd =47 + {}E+I‘JE, suy ra A(4; 0: 0); _ Tﬂ' c
ﬁza+ﬂ—fz4?+ﬁf+ﬂf, suy ra B(4; 6; 0); 4 :
e —i o= e == -+ = : k 3 BJ
OB’ = 04+ 0C +00' = 4i +6 +3k, suy ra B'(4; 6; 3). b o R—

A0 C y

#5503
X A B
Hinh 8

QZ Cho hinh lap phwong ABCD.A’'B'C'D’ ¢6 canh bang 5. Chon hé truc toa d6 Oxyz c6 goc
” toa dé O tring vdi A: cac diém B, D, A" lan luot nim trén cac tia Ox, Oy, Oz. Xac dinh
toa dé cac diém B, C, C".

Toa dé cha vecto
’@ Trong khéng gian Oxyz, cho vecto 4. V& diém A

sao cho 04 =a. Goli (a,; a,; a;) la toa do cua diém A.

Hay bicéu dién d theo ba vecto don vi i | } k.

Nguoi ta chimg minh duoc rﬁng:
Trong khéng gian Oxyz, img vdi mdt vecto @ tuy v cd mot bo ba sd (a,; a,; a,) duy nhat

sao cho d=a,i +a,j +ak.
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Ta co dinh nghia sau:
- Trong khéng gian Oxyz, cho vecto @. Néu @ =aji +a,j +a,k thi ta goi bd ba s6
(a,: a,; a,) 1a toa dé cua vectr a doi vol hé toa do Oxyz va viet a = (a,; a,; a,)
hoic d(a,: a,; a,).

Nhdn xét: Trong khong gian Oxyz, ta co:

* Toa dé cua diém M la toa do cua vecto Cﬁ, tirc la
M= (x;y;z) < OM = (x; y; 2).

* Diéu kién dé hai vecto bing nhau:

x=x
Cho @ =(x;y; z), h = (x':y";2"). Khido: a =i gy = I
Vidu 3. Trong khéng gian Oxyz, cho hinh hop

cht nhat ABCD A'B'C'D)' ¢6 dinh A tring vl
gé}c 0, cac vecto E, FI_J, AA theo tha tur

ciing huéng véi i, j, k vico AB=8.AD=6,

AA'=4. Tim toa do cac vecto E, Ev AC' va
AM véi M 1a trung diém cua canh C'D'.

Giai

Pé tim toa do cua vecto ﬁ, ta cin biéu dién AB

theo ba vecto F., }, k. '

Do AB cinghuéng véi i va|AB|= AB=8=8|i]| f‘}
nén AB=8i hay AB =8i+0; +0k.

Tuong tu, ta cling ¢6: AD=0i+6;+0k, A4 =0i+0;+4k.
Trong hinh binh hanh ABCD, ta c6: AC = AB+ AD =8i+6j+0k.

Trong hinh binh hanh AA'C'C, ta cé: AC' = AC+ A4 =8i+6j +4k.
Suyra AB =(8; 0; 0); AC =(8; 6; 0); AC’' = (8: 6; 4).

Vi AM = %{AC"+AD’} =%[AC’+E+H}
=%(8;"+6}:+4E+6}+4E} =47 +6) +4k

nén AM = (4: 6; 4).




&. Cho hinh chop $.ABCD co day la hinh vuong canh bang 2
54 vuong goc vol mat phang day va co do dai bang 3 (Hinh 11).
a) V& hé truc toa dé Oxyz ¢6 gde O tring véi diém A, céc diém B,
D, S lan hrot nam trén céc tia Ox, Oy, Oz va chi ra cac vecto
don w1 trén cac truc toa do.
b) Trong hé toa d6 no1 trén, tim toa do cac vecto AB, E, AS
va AM véi M1a frung diém cua canh SC.

®

Mot may bay dang cat canh tir phi truéng.
Va1 hé toa do Oxyz dugc thiét lap nhu Ct
Hinh 12, cho biét M la vl tri cua may bay,
OM = 14, NOB =32°, MOC = 65".

Tim toa dé diém M.

BAI TAP

1. Trong khong gian Oxyz, biét:
a) @="5i +7j -3k, b=2i +4k.Tim toa dé céc vecto 4, b.
b) OM =47 — j +3k, ON =8i — 5. Tim toa d6 cac diém M, N.
2. Trong khong gian Oxyz, biét:
a) a=(-2; 5-7), b= (4; 0; 1). Tinh a, b theo cac vecto i ;‘
b) A(7;-2; 1), B(0; 5; 0). Tinh OA, OB theo cic vecto ; _T k.
3. Cho tr dien SABC co6 ABC la tam giac vuong tai B,
BC =3, BA =2, 54 vudng gbc véi mit phang (4BC) va co
do dai bang 2 (Hinh 13).
a) Xac dinh mot hé toa do dua trén goi y cua hinh vé va
chi ra cac vecto don vi trén cac truc toa do.

b) Tim toa d6 cic diém 4. B, C. S.

Hinh 13
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4. Cho hinh chép S.ABC c¢6 day ABC la tam giac déu
canh bing 2, S4 vuéng goc véi day va 54 bang 1
(Hinh 14). Thiét lap hé toa d6 nhu hinh v&, hay v&
cac vecto don vi trén cac truc Ox, Oy, Oz va tim toa do
cdcdicm 4, B. C, S.

5. Trong khong gian Oxyz, cho hinh chop S.ABCD
c6 day ABCD la hinh thoi canh bing 5, giao diém
hai duong chéo AC va BD trung vou gﬁc 0. Cac
vecto {ﬁ {‘T 0S lan luot cung huong vai i,
£ k va 04 = 0S = 4 (Hinh 15). Tim toa do cac
vecto Ev E, AS va AM véi M 1a trung diém
cua canh SC.

6. Mét chiéc xe dang kéo cing soi day cap AB trong
cong truong xay dung, trén do da thict lap he
toa do Oxyz nhu Hinh 16 vo1 do dai don vi trén
cac truc toa do béng 1 m. Tim toa do cua vecto AB.

7. 0 mot san bay. vi tri clia may bay duoc xac dinh é-
bai diém M trong khong gian Oxyz nhu Hinh 17. T M
Go1 H 1a hinh chiéu vuong goc cua M xufmg k //“1'
mat phing (Oxy). glecd | B
Cho biét OM = 50, (i, OH)=64°, (OH, OM) = 48", :://’: i 7 A
Tim toa do cta diém M. i

s7.



Bai 3. Biéu thuc toa dé

cua cac phép toan vecto

Tir khoa: Biéu thifc toa dé clia vecto tdng, vecto hiéu, vectd la tich clia mét sé va mot vecto;
. Biéuthiictoa d cia tich v hudng.
>
i Trong khéng gian Oxyz, c6 thé thuc hién cac phép todn z B
vectd dua trén toa d clia chiing tuong tu nhu da lam /”/
trong mat phang Oxy khéng?

1. Biéu thirc toa dé cua téng, hiéu hai vecto va tich clia mét sé véi mét vecto’

’C\;’ Trong khong gian Oxyz, cho hai vecto a = (a,; a,; a;), b= (b: by; b,) va s6 thuc m.

—_

a) Biéu dién timg vecto @ va b theo ba vecto 7, J, k.
b) Biéu dién cac vecto d+b, a—b, ma theo ba vecto i, j, k, tir d6 suy ra toa do cua

—

cic vecto a+h_a—b_ ma.

i
Tir J'CI\’ S taco:

-

Trong khong gian Oxyz, cho hai vecto @ = (a; a,; a,) va b= (b,; b,; b,) va so thuc k.
Khi do:
«d+b = (a,+ b;a,+ b a,+b,);

-b= [H|_b]; a,— bz-. ﬂ;—b_q)l
= ka = (ka; ka,; ka,).

&

Nhédn xét: Cho hai vecto @ = (a; a,; a,) va h = (b, b,; b,), b #0. Hai vecto @ va b

a, = kb,
cung phuong khi va chi khi t6n tai s6 & sao cho a, = kb,
a, = kb,.

Vidu 1. Trong khong gian Oxyz, choba vecto p =(3;-2; 1), § =(6;—4;2), r=(2; 1;-3).
a) Tim toa d6 cua vecto ¢ =2p—3g +F.

b) Tim hai vecto cung phuong trong cac vecto da cho.



Giai
a)Taco: 2p =(6;-4:2).-3qg =(-18; 12;-6), r=(2; 1; -3).
Suyrac=2p-3g+r =(-10; 9; -7).
b) Tacd 2p =(6;—4; 2)= g, suy ra hai vecto p, g cung phuong.
Do % # ? nén p, r khong cung phuong. Tuong tu, hai vecto ¢, 7 khong cling phuong.
Chd y: Tir nay tro di, cac bai tap lién quan dén toa dé déu duoc xét trong khong gian Oxyz.
& Cho ba vecto @ =(2;-5;3), b = (0;2;-1), & =(1; 7; 2).

G s BB
a) Tim toa do cua vecto d =4a = b+3c.

b) Tim toa d6 cua vecto € =d—4bh —2¢.

¢) Chirng minh @ cung phuong véi vecto m = (—6; 15; —9).

(ﬁj 1 Mot thiét bi thim do ddy bien dang lan véi
vén toe v= (10: 8: —3) (Hinh 1). Cho biét
van tdc cua dong hai luu cua ving bién 1a
w =1(3,5; 1; 0).

a) Tim toa do cua vecto t:;:lng hai van toc v
va W

b) Gia sir thict bi thim do 1an véi van toc
W= [':'; 2; 0), hdy néu nhan xet vé vecto

van toc cua no so vail vecto van toc cua
dong hai luu.

2. Biéu thirc toa dé cia tich vé huéng

f@ Cho hai vecto @ = (a; a,; a;) va 5 (b by; b,).

—

a) Biéu dién timg vecto 4@ va b theo ba vecto i, .F, k.

=+ —_ - — =t

b) Tinh céc tich vé huémg i°, j°, k2, i.], j.k, k.i.

¢) Tinh tich v huéng a.b theo toa do cua hai vecto a va b.

Tir ,@ , ta co:
*  Trong khéng gian Oxyz, tich vé hudéng cua hai vecto @ = (a,; a,; a;) va b= (b;; by by)
duoc xac dinh boi cong thiic

a.b =ab,+ab,+ab,




Nhdn xét:
a) @ Lb < ab +ab,+ab, =0 (a,b khic 0);

b) lal=\/a] +a; +ai:

a.b B ab + a,b, +a.b,
@6l o +al+al.\Jb?+02 4B

¢) cos (4,b) = (a, b khac 0).

Vidu 2. Cho ba vecto a = (3; 0; 1), E=(l; -1;=2), ¢=(2; 1; =1).
a) Tinh @.b, b.c.

b) Tinh | a|, |b| cos(a, b]

c) Cho d =(1; 7; =3). Chimg minh dla.

Gidai

a)Tacé: @.b =3.1+0.(-1)+1.(-2)=1;
5 =1.2 +(~1). E+(2){ 1)=3

b) Ta cé: F+0+F = Jr+-: I +(-2)* =+/6.
cus{&b}——ab -—] JG

c)Taco d.d =1.3+7.0+(-3).1=0,suyra d La.

% Cho ba vecto = (-5:4:9), 7i =(2:-7:0), § = (6 3; -4).
a) Tinh m.n, m.p.
b) Tinh |m|,| n |, cos(m,n).
¢) Cho g = (1; -2; 0). Vecto g ¢6 vudng goc vai
p khéng?

(), Mot thiét bi tham do déy bién (Hinh 2) duge day
bo1 mot luc j:= (5: 4; -2) (don vi: N) giap thiét bi
thuc hién dé doi a = (70; 20; —40) (don vi: m).
Tinh céng sinh béi huc f.

Hinh 2

3. Van dung
Xac dinh toa d6 cta vecto khi biét toa dé diém dau va diém cuéi
’@ Cho hai diém A(x; 3 2,), B(xz: vy 7). Tt biéu thitc AB = 0B —0A, tim toa do cua
vecto AB theo toa d6 hai diém 4. B.

*  Trong khéng gian Oxyz, cho hai diém Alx ;v 2.0, B(x Vg 2p). Ta co:

AB= (5= X3 Vg Vi3 Zp— Z)-



-

Nhan xét: AB =|4B|=J(x,—x, ) +(yv,—y,) +(z,—2,).

Vi du 3. Cho ba diém A(2; 0; 2), B(1; 2; 3), C(2; 1; 2).

a) Tim toa do6 cua cac vecto E, E, a

b) Tinh céc dd dai AB, BC, CA.

Giii

a) Ta co: E =(1-2;2-0;3-2)=(-1;2; 1)
BC=(2-1;1-2;2-3)=(1;-1; -1);
CA=(2-2,0-1;2-2)=(0;-1;0).

b) Ta cb: AB =|4B|= (-1 +22 +I* = /6;

BC =|BCl= P +(=1) + (-1)* =+3;

c4=|Cil= Jo* + (-1 + 07 =1.
% Cho ba diém M(7; -2; 0), N(-9: 0; 4), P(0; —6: 5).
a) Tim toa d6 cua cac vecto :’:ﬁ", Rﬁ MP.
b) Tinh cac do dai MN, NP, MP.

Toa d6 trung diém cta doan thang va trong tam cia tam giac

'® Cho tam giac ABC co.A(X;; v.; 2.), Bl ¥ai 25); Clxo: yazs). Gol Mix,,: s 2,0 14
trung diém cua doan thing AB va G(x,: v.: =) la trong tdm cua tam gidc ABC.

Sir dung cac hé thirc vecto OM = —(04 +O0B); 0G = —{f}-i + OB +0C), tim toa d cua
cac diem M va G.
* Trong khéng gian Oxyz:
* Cho hai diém A(x 5 Ve 2. Blxg: v z,). Toa do trung diém M cua doan thﬁng AB la:

2 2 2

» Cho tam gidc ABC c6 A(x; v,; z,), B(x,: ¥, z,)s Clx5 ¥,5 z,.). Toa dé trong tam G cua
tam giac ABC la:

G(I.-I TXpg+ X VYVt VgtV Z tIp+ZI ]

M[I_q +Xg, Vatla. IA"'ZR}_

3 3

3 3 3

Vidu 4. Cho tam giac ABC c6 A(1; —1; 1), B(0; 1; 2), C(1; 0; 1). Tim toa dé:
a) Trung diém M cua ARB:
b) Trong tam G cua tam giac ABC.




Giai
a) Toa do trung diém M cua doan thz'ing AB la

M(]+ﬂ;—i+i; 1+2) ha}rM[l; i 3]_
27 27 2 T

b) Toa d6 trong tam G cua tam giac ABC la

G[H[Hl; —l+]+D: 1+2+]] o G(E;I}; i]
3 3 3 3 3

a Cho tam giac MNP co M(2; 1; 3), N(1; 2; 3), P(-3; -1 0). Tim toa do:

a) Cac diém M’ N', P' lan luot 13 trung diém cua céc canh NP, MP, MN:
b) Trong tam ( cua tam giac M'N'F'.

Cho hinh chop S.ABC ¢6 §4 L (ABC), SA=a
va day ABC la tam giac déu canh a, O la
trung diém cua BC. Bing cach thiét 1ap hé toa do
nhu Hinh 3, hay tim toa do:

a) Cacdiém A4, S, B, C:

b) Trung diém M cua SB va trung diém N
cua SC,

c) Trong tim G cua tam giac SBC. Hinh 3

Ta c6 thé van dung cac biéu thirc toa dé cua cac phép toan vecto trong giai toan hinh hoc

hodc trong mot so van dé thue té.
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Vidu 5. Cho tam giac ABC ¢6 A(7; 3; 3), B(1; 2; 4), C(2; 3; 5). 4
a) Tim toa do diém H 1a chan dudmng cao ke tir 4 cua tam giac ABC.
b) Tim do dai canh AB va AC.

¢) Tinh goc A.

Gidi
a)Taco BC =(1;1; 1). rr L
Vi H la chan duong cao ke tir 4 cua tam giac ABC nén H e BC Hinh 4
vaAH 1 BC.

Goi (x; y; =) la toa do cua H, ta co E—f={x— l,y-2;z-4).

Vi Ecﬁng phuong voi BC nén ton tai t € K sao cho Em‘ﬁ; dodox-1=1,
yv=2=tz-4=tsuyraH(l+2+¢t4+1).

Tacd AH =(t—6:t—1:1+1).

AH 1 BC<> AH.BC=0 < 1—6+1-1+1+1=0o31=61=2.

Suy ra H(3; 4; 6).



b)Tacé AB=(=6; —1;1); AC = (-5, 0; 2), suy ra

AB = \J(=6) +(=1)* + 1> =+/38; AC =J(-5) +0* + 27 =/29.

ziB AC 3{]+{]+2 32

, suy ra A=15,43".

Vi du 6. Mot chau cay dugc dat trén mét gia do co
bén chan véi diém dat S(0; 0; 20) va céc diém cham

mat dat ciia bon chan lan luot 1a A(20; 0; 0), B(0; 20; 0), S =

C(-20; 0; ), D(0; -20; 0) (don vi cm). Cho biet F, P A

trong luwc tac dung lén chau cay co do lon 40 N F ! a

va duge phéan b thanh bén luc f?], E, F_;, E co D 0 By
doé lon bﬁng nhau nhir Hinh 4. Tim toa do cua cac luc /

noi trén (mdi centimét biéu dién 1 N). 4 Hinh 4

Giai
Tt giac ABCD c6 hai duong chéo bang nhau va vuéng goc véi nhau tai trung diém
ciaa moi duong nén 1a hinh vuong.
Ta c6 SA = (20: 0: —20), SB = (0: 20: —20), SC = (=20: 0: —20), SD = (0; —20: —20)
suyraS4A =5B=8C=8D= 20~/2 . Do d6 S.ABCD 14 hinh chép tir gide déu.
Cac vecto E, E, ;"-'":, T;:- co diem dau tai § va
diém cubi lin luot1la 4', B', C', D'
Taco 54'=8B'=SC"=5D' nén S.A'B'C’D' cung la
hinh chép ti gidc déu.

»

Goi Fla trong luc tac dung lén chau cay va O la
tam cua hinh vuong A'B'C'D', Ta co: 2
F=F +F +F, +F, =54 +5B +5C +SD' =450,

Ta c6 |Fl=40, suy ra |ﬁ|=sa'=m=%3&.

Do dé6 O' 1a trung diém cua SO. Suy ra A’ 1a trung diém cua SA.

Suy ra E=STI'=%S—A = (10; 0; -10).

Chimg minh tuong tu. ta cling co:

l = — 1

F, Em:m; m;—m),f;zi's"fn{—m;ﬂ;—m),,?;: SD = (0; -10; —10).

b | —

Q!,. Cho tam giac MNP c6 M(0; 1; 2), M(5; 9; 3), P(7: 8; 2).
a) Tim toa d6 diém K 1a chdn duong cao ké tir M cua tam giac MNP.
b) Tim d6 dai canh MN va MP.
¢) Tinh goc M.




R
/)

BAI TAP

1.

. Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D’ ¢6 A(1; 0; 1), B(2; 1 2),

. Tinh cong sinh boi luc F= (20; 30; -10) (don vi: N) tao

Trén phdn mém mé phong viéc diéu khién drone
giao hang trong khéng gian Oxyz, mét d6i gom ba
drone giao hang 4, B, C dang co toa do la A(1; 1; 1),
B(5;7.9),C(9; 11 ; 4). Tinh:

a) Cac khoang cach giira moi cip drone giao hang.

b) Géc BAC.

Tinh:
a) 3.b véi @ =(5:2;—4), b =(4;-2;2).
b) €.d v6i € =(2:-3:4). d =(6:5:-3).

. Cho hai vecto @ =(0; 1; 3) va b = (—=2; 3; 1). Tim toa d0 cua vecto 25—%5.

. Cho ba diém A(2; 1:—1). B(3: 2: 0) va C(2: —1: 3).

a) Chiing minh ring 4. B, C la ba dinh ctia mét tam giac. Tinh chu vi tam giac ABC.
b) Tim toa d6 trung diém cua cic canh cia tam gidc ABC.

¢) Tim toa do trong tdm G cua tam giac ABC.

. Cho diem M(1; 2; 3). Hay tim toa do cua cac diém:

a) M, M,, M, lan Iuot la hinh chiéu vuéng géc ciia M trén cac mat phing toa do (Oxy), (Oyz), (Oxz).
b) M', M”, M"" lan hrot 1a cac diém thoa man:

» O la trung diém ctua MM';

» MM" vudng goc va cét mat phﬁng (Oxy) ta1 diém H sao cho H la trung diém caa MM™;

« MM'" vuéng goc va cit truc Oy tai diém K sao cho K la trung diém cua MM,

. Cho ba diém 4(3:3:3). B(1: 1; 2) va €3 1)

a) Tim diém M trén truc Oy cach déu hai diém B, C.
b) Tim diém N trén mat phing (Oxy) cach déu ba diém 4, B, C.

. Cho céc diém A(=1; =1; 0), B(0; 3; =1), C(-1; 14; 0), D(-3; 6; 2).

Chirng minh rﬁng ABCD la hinh thang.

D(1;-1; 1), C'(4; 5; =5). Tim toa do cac dinh con lai caa
hinh hop.

b1 mét drone giao hang (Hinh 7) khi thuc hién mét do
dich chuyén d = (150; 200; 100) (don vi: m).
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CAU HOI TRAC NGHIEM

Chon phwrong an ding.

1. Cho diém M thoa man OM =2i+].
Toa dé cua diem M la
A, M(0; 2; 1).

C. M(2; 0; 1).

2. Cho hai diém A(-1; 2; -3) va B(2; —1; 0).
Toa do cua vecto AB 1a
A. AB=(1;-1;1). B. AB=(3;3;-3).
C. AB=(1:1;-3). D. AB=(3:-3:3).

B. M(1; 2; 0).
D. M(2; 1; 0).

3. Cho hai diém A(3; -2: 3) va B(-1; 2: 5).
Toa do trung di€m / cua doan thang A8 la
A I(-2;2;:1). B. I(1; 0; 4).
C.I(2;0: 8). D. I(2;-2;-1).

4. Cho badiém A(1; 3; 5), B(2; 0; 1), C(0; 9; 0).
Toa do trong tdm ( cua tam gidc ABC la
A. G(3; 12; 6). B. G{(1: 5: 2).

C. G(1; 0; 5). D. G(1; 4; 2).

- 4 Chf;:- A(l; 2; 1), B(2; 1; -3), C(-3; 5; 1)
Diém D sao cho ABCD la hinh binh hanh
co toa do la
A.D(-4;6; 3).
C. D(-2; §; -3).

B. D(-2;2;5).
D. D(—4; 6; =5).

6. Goi o la goc gitra hai vecte i = (0; —1; 0)
va v =(+3; 1; 0). Giatri ciia o la

A W

6
2
C.u=?“. Da=

7. Cho A(2; ~1; 1), B(~1; 3; 1), C(5; -3; 4).
Tich v6 huéng AB.BC cé gia tri la

A48, B. —48.
C. 52 D. =52.

. Cho hai diém A(-1; 2; 3), B = (1; 0; 2).

Toa d6 diém M thoa man AB=2MA la
A M| -2 3 E] B. M| -2;:-3 EJ
2 2

C. M(-2; 3; 7). D. M(—4; 6; 7).

BAITAP TU LUAN
9. Trong khéng gian Oxyz, cho hinh hép

chir nhat OABC.O'A'B'C’ nhu Hinh 1, biét
B'(2: 3: 5).
a) Tim toa dé cac dinh con lai cia hinh hop.

b) Tinh do6 dai duong chéo OB’ cua hinh hop
chir nhat do.

z

i >
g

10. Tim toa d6 cua diém P duoc biéu dién

trong Hinh 2 va tinh khoang cach OP.




1. Cho u = (2; -5; 3), v = (0; 2; 1),
w = (1; 7; 2). Tim toa d6 cua vecto
a=u—4v—2w,

12. Cho ba diém A(0; 1; 2), B(1; 2; 3),
C(1; =2; =5). Go1 M la diém nim trén
doan thang BC sao cho MB = 3MC.
Tinh do6 dai doan thang AM.

13. Cho hai vecto u va v tao voinhau goc 60°.
Biét ring |ul=2 va [v|=4. Tinh |7 +vl.

14. Cho hai diém A(1; 2; 1), B(0; -2; 3).

a) Tinh do dai duong cao AH ha tir dinh 4
cua tam giac OAB véi O la goc toa do.
b) Tinh dién tich tam giac OAB.

15. Cho biét may bay A4 dang bay véi vecto
vin toc a = (300; 200; 400) (don vi: km/h).
h!!si}r ba}r B ]::ray cung hwong va co toc do
gap ba lan toc do cua may bay A.

a) Tim toa dd vecto van téc b ctia méy bay B.
b) Tinh toc dé cuia may bay B.

16. Cho biét bon doan thing ndi tir mét dinh
ctia tir dién dén trong tam mét d6i dién ludn
cat nhau tal mot diém got la frong tam cua
tir dien do.

Mot phan tir metan CH, duoc cau tao bai
bén nguyén tir hydrogen & cac dinh cua
mot tir dién déu va mét nguyén tir carbon &
trong tam cua tir dién.

Géc lién két 1a goe tao boi lién két H-C-H
la goc giira cac duong ndin guyen tu carbon
voi hai trong s6 cac nguyén tir hydrogen.
Chirng minh ring goc lién két nay gan
bang 109,5°

Hinh 4



Phan THONG KE VA XAC SUAT

oot A ;
GHEP NHOM
Khi phin tich cic dif liéu théng ké, bén canh viécxac dinh cic 5o do xu thé trung t3m nhu sd trung binh, cic tif phén viva

mét clia mau sé liéu, ngudi ta cing quan tim dén cic 56 do mic dd phin tan. Trong thuc té, cic sd do muc d6 phan tin
thudng co lién hé véi sai sd cla phép do hay mitc d6 rili ro trong dau tu tai chinh.

Trong chugng nay, chiing ta sé tim hiéu cich xac dinh, y nghia va vai tro clia cic sd dac trung do mic dd phan tin
clia mau sé liéu ghép nhém.

\\_ \* \ f‘* A

@"I' Hoc xong chuong nay, ban cé thé:

- Tinh dugc cac s6 dac trung do miic dd phan tan cho mau sé liéu ghép nhom: khoang
bién thién, khodng tif phan vi, phuong sai, do léch chuan.

- Giai thich dugc y nghia va vai tré cla cac 56 dac trung noi trén cla mau s6 liéu trong
thuc tién.

~ Chi ra dugc nhitng két ludn nha y nghia cla cac s6 dac trung noi trén clia mau sé liéu trong
trudng hop don gian.

- Nhan biét duoc mai lién hé gila thdng ké vai nhiing kién thic clia cdc mon hoc khac trong
Chuaong trinh |6p 12 va trong thuc tién. )
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Bai 1. Khoang bién thién
va khoang ti phan vi
clia mau so liéu ghép nhém

Tit khod: Khoang bién thién; Khoang ti phan vi.

K.tf Biéu dé dudi day théng ké thai gian tap thé duc budi sing méi ngay trong thing 9/2022
clia bac Binh va bac An.
Ai 1 nquii c6 this gian tap déu hon?
Sﬂ‘ y e o w - A A= r
Sl Thi gian tip the duc budi sang
30
25
20
15 m Bic Binh
10 B BicAn |
ST 2
0 0 o 0 .
[15:20) [20:25) [25:30) [30:35) [35;40) T.':;Lf[‘:’“

1. Khodng bién thién

) . £ 2 E2 . - el * = i
’q Bang sau thong ke can nang cua 50 qua xoai duoc lua chon ngau nhién sau khi thu hoach
O mot nong truong.

Cannidng (g) | [250; 290) | [290: 330) | [330: 370) | [370: 410) | [410; 450)

S6 qua xoai 3 13 18 11 5

Ca ¥ kién cho rang: “Trong 50 qua xoai trén, hiéu s6 can ning cta hai qua bat ki khéng
vurot qua 200 g”. Y kién do dang hay sai? Giai thich,
Gié tri 200 & trén chinh la hiéu sb gitra 450 va 250. Ta no1 200 la khoang bién thién cua
mau s liéu ghép nhom.
Téng quét, ta cé dinh nghia sau:
Lo . o
Khoang bién thién, ki hiéu R, cua mau so liéu ghép nhom la hiéu s6 gitra dau mat phai
ctia nhém cudi ciing va dau mat trai cua nhom dau tién o6 chira dir liéu cua mau s6 liéu.
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Chi y:

~ Xét miu sb liéu ghép nhém duoc cho & bang sau:

Bang 1
Nhom [u); ) [1,2 uy) s [ 00 )
Tén s6 n, n, n,
Néu n, va n, cing khac 0 thi
R=u;.:—u.

— Khoang bién thién cua mau sb liéu ghép nhom luon lon hon hoac béng khoang
bién thién ciia mau so liéu géc.

Vidu 1. Co Ha théng ké lai duéng kinh than gb cua mét s6 cay xoan dao 6 nim tudi duoc
trong o mot lam truomg o bang sau.

Duomg kinh (cm) | [40;45) | [45:50) | [50:;55) | [55:60) | [60;65)

Tin s6 5 20 18 % 3

Hay tim khoang bién thién ciia miu s6 lidu ghep nhom trén.
Gidi
Khoang bién thién ctua mau s6 liéu ghép nhom trén 1a
65 — 40 = 25 (cm).
Y nghia ctia khoang bién thién ciia mau sé liéu ghép nhém

— Khoang bién thién ciia mau s6 liéu ghép nhém la gia tri xap xi khoang bién thién cua
mau sb liéu gbe va co thé ding dé do mirc d6 phén tan ctia mau s6 liéu.
— Khoang bién thién R =, . , — u, chua phan anh duoc day di mirc do phan tan cua phan l6n
céc 56 lidu. Hon nira, gia tri cua R thuong tang vot khi xuat hién gia tri ngoai Ié trong mu 6 liéu.
Do d6, dé phan dnh mirc d6 phan tan cua so6 liéu, ngudi ta con ding cdc s6 dic trung khac.

Vi du 2. Sir dung dit liéu & biéu db trong (® ), chon sé thich hop thay vao céc vi tri duoc

danh diu ? & bang sau:

Thoi gian
15: 20 20: 25 25: 30 30: 35 35: 40
b (15200 | [20;25) | [25:30) | B0:35) | [35:40)
S6 ngay tap )
cua bac Binh ) 12 8 3 &
S6 ngay tap
&2 Bac Al ? 9 ? 9 9

a) Hay tim khoang bién thién cua mau s6 liéu ghép nhom vé thoi gian tap thé duc
budi sang moi ngay cua bac Binh va bac An.

b) Sur dung khoang bién thién, hay cho biét bac nao c6 thoi glan tap phan tan hon.



a) Ta co bang sau:

Giai

Thaot gian
15;20 20; 2 25;30 30; 35 35.4
S (15200 | [20:25) | [25:30) | [30:35) | [35:40)
S6 ngay tap
cua bac Binh 5 2 ¥ 3 “
S6 ngay tap
ciia bac An 0 25 5 0 0

Khoang bién thién ctua méu sb liéu ghép nhom vé thoi gian tap thé duc budi sang cua
bac Binh la 40 — 15 = 25 (phut).
Tuy nhién, trong mau s6 liéu ghép nhém vé thai gian tap thé duc budi sang cua bac An,
khoang dau tién chira dir lidu la [20; 25) va khoang cudi cling chira dir lidu 1a [25; 30).

Do d6 khoang bién thién cua mau s6 liéu ghép nhom vé thoi gian tap thé duc budi sang
ctia bac An 1a 30 — 20 = 10 (phiit),
b) Néu ciin cir theo khoang bién thién thi bac Binh c6 théi gian tip phéan tan hon bac An.

& Ban Trang thi::-ng ké lay chiéu cao (don vi: em) cua cac ban hoc sinh nit lop 12C va lop 12D

o bang sau.

Chiéu cao
(cm)

[155; 160)

[160; 165)

[165; 170)

[170; 175)

[175; 180)

[180; 185)

16p 12C

S6 hoe sinh nir

o}

12

16p 12D

S6 hoc sinh nir

]

0

Sur dung khoang bién thién, hdy cho biét chiéu cao cta hoc sinh nit 16p nao cé
do phan tan lom hon.

2. Khoang t& phan vi

, Két qua diéu tra tong thu nhap trong nam 2022 ctia mét s6 hd gia dinh trong mét dia phuong
duoc ghi lai o bang sau:
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Téng thu nha

ons ME P 1 1200: 250) | [250: 300) | [300: 350) | [350: 400) | [400; 450)
(tricu dong)

Sé hé gia dinh 24 62 34 21 9

a) Hay tim cac to phan vi O, va Qs.

b) Mot doanh nghiép dia phwong mudn huéng dich vu cia minh dén cac gia dinh co

mirc thu nhdp & tam trung, tirc 1a 50% cac hé gia dinh ¢6 mic thu nhap & chinh gitra

so véi mire thu nhap cua tat ca cac hé gia dinh cua dia phuong. Hoi doanh nghiép can

huéng dén cac gia dinh c6 mire thu nhép trong khoang nao?




Chui y: Tir phén vi thir i, ki hiéu 1a @, véii= 1, 2, 3 ctia mau s6 liéu ghép nhom (Bang 1)
duoc xac dinh nhu sau:
LIPS,
4

n

[

Q.i = um + (Hm+l - um }"

trong do:

s n=n+n,+..+n,lacémau;

e [u,:u, . ,)la nhom chira tir phan vi thir 7;

e i, 1a tan s6 cua nhém chira tir phan vi thir 7;

eC=n+n,+.+n__,.
Khoang tir phdn vi cia mau s6 liéu ghép nhom ciling duoc xac dinh dua trén tr phan vi
thir nhét va ti phan vi thir ba nhu déi véi mau sé liéu khéng ghép nhom.
Xét mau s6 liéu ghép nhom duoc cho o Bang 1.

= Khoang tir phén vi cua mau so liéu ghép nhom, ki hiéu A, 1a hiéu gitta tir phan vi

thir ba ©Q, v tir phan vi thit nhit Q, ciia miu s6 lidu ghép nhom d6, tic 1a

Ay= 0, - 0O,

Vi du 3. Hay tim khoang t& phén vi cia mau s6 liéu ghép nhém trong A (Lam tron
ket qua dén hang phan muot.)
Giai
C& mau n = 50.
Goi X3 X,3 ...} X, la mau s liéu g-:';c gém can ning cua 50 gua xoa1 duoc xép theo thir tir
khong giam.
Ta co: x;, x,, x; € [250; 290); x,, ..., x, € [290; 330); x,7, ..., X35 € [330; 370);
X3y oeey Xgs € [370; 410); x4, ..., x5 € [410; 450).
Tir phan vi thir nhat cua mau sé liéu gdc 1a x,; € [290; 330). Do d6, tir phan vi thir nhét
cua mau so liéu ghép nhom la
2.3
0, =290 + 4[3 (330 -290) = %.
Tur ph@n vi thit ba ctia mau sé liéu gbe 13 x,, € [370; 410). Do d6, tir phan vi thit ba cia
mau s0 liéu ghép nhom la
%—{3+13+18) 4210
Q,=370+ T .{4]D—3?ﬂ)=T.

Vay khoang tir phin vi cia mau sb lidu ghep nhom la
4210 4150 _ 9080
'ﬁﬂ = el =
11 13 143

~63.5.




Y nghia ctia khodng tif phan vi clia mau sé liéu ghép nhém

mau s lidu 1a gid tri ngoai 1& néux > Q; + 1,5A, hodc x < 0, -

— Khoang tir phin vi ciia mau 50 ligu ghép nhom la gia tri xz:ip xi cho khoang tir phan vi cua
mau so liéu goc va co thé dung dé do mirc do phén tan cua nira gita ciia mau so liéu (tap hop
gbm 50% s6 liéu ndm chinh gitta mau s6 liéu).

~ Khoang tir phin vi cia mau 56 liéu ghép nhom cang nho thi dir li€u cang tap trung
xung quanh trung vi.

— Khoang tir phin vi duoc ding dé xac dinh gia tri ngoai 1é trong mau s6 liéu. Gia tri x trong

1,5A,.

— Khoang tir phén vi cia mau s6 liéu ghép nhom khéng bi anh hudng nhiéu boi céc gia tri

5 Ao - S
ngoai lé trong mau so ligu.

@ Hay so sanh khoang tr phan vi cua mau sé liéu ghf:p nhom vé thai gian tap thé duc
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budi sang mbi ngay cia bac Binh va bac An trong (! ).

Vidu4. Hﬁng ngay ong Thang déu di xe buyt tir nha dén co quan. Duo day la bang tiﬁng ke
thoi gian caa 100 lan 6ng Thang di xe buyt tir nha dén co quan.

Théi gian (phat) | [15;18) | [18;21) | [21:24) | [24:27) | [27:30) | [30;33)

So lan 22 38 27 8 4 ]

a) Hay tim khoang tir phin vi cia mau s6 liéu ghép nhém trén. (Lam tron két qua dén
hang phan tram.)
b) Biét rang trong 100 lan di trén, chi cé ding mot lan éng Thing di hét 32 phat. Thoi gian
cua lan di1 d6 co phai la gia tr1 ngoai 1€ khong?

Gidi
a) C& mau n = 100.
GO X3 X3 .5 X140 18 mAu s6 lidu gbe gdm thai gian 100 lan di xe buyt ctia 6ng Théng.

Tacoix, ... Xn € [15; 18); x5, ..oy Xgp € [185 21); X0, .- Xy € [215 24); X35, . s X5 € [245 27);
Xg9 € [27; 30); x40 € [30; 33).

X -8
Ti phan vi thi nhat cua mau sé liéu goe 1a %-:xzf, + x,) € [18; 21). Do dé, tir phén vi

thir nhat cia mau s6 liéu ghép nhom la

: 38

21 -18)= —.
( T

Tt phéan vi thit ba cia mau sé liéu gocla — (x_5 +x,,) € [2]: 24). Do do, tir phan vi thir ba

ctia miu so lidu ghép nhom la

3.100

ot 122438)
(24 - 21]_-"[’3—E

0,=21+



Vay khoang tir phin vi cia méu s liéu ghép nhém la

a,= 88693 505 .
3 38 114

b) Trong lin duy nhat ong Thing di hét 32 pht, théi gian di cua éng thude nhém [30; 33).

ViQ;+ 1,54, = 5;;3 ~29.31 < 30 nén thoi gian cta lan 6ng Thang di hét 32 phat la

gia tri ngoai 1& cua mau sé liéu ghép nhom.

@ a) Hay tim khoang bién thién va khoang tir phin vi ctia mau 56 lidu ghep nhom o Vidu 4

sau khi da loai bo cac gia tr1 ngoai lé. Co nhan xet gi vé khoang bién thién, khoang
tir phan vi vira tim duoc va khoang bién thién, khoang tir phan vi ban dau?

b) Hay so sanh mirc do phéan tan cua hai mau so ligu chiéu cao cua cac hoc sinh nir
l6p 12C va 12D & 3.

(: Gia sir két qua khao sat hai khu vuc A va B vé dé tubi két hon cua mot sé phu nir
"~ vira lap gia dinh duoc cho & bang sau:
Tubdi két hon [19;22) | [22:25) | [25:28) | [28;31) | [31;34)
S6 phu nir khu vure A 10 27 31 25 7
S6 phu nit khu vuc B 47 40 § 2 0

a) Hay tim khoang bién thién va khoang tir phan vi ciia timg mau s6 lidu ghep nhom ing
v&i méi khu vue A va B.

b) Néu so sanh theo khoang tir phan vi1 thi phu nit o khu vuc nao co do tuoi két hon
dong déu hon?

BAI TAP

1. Bang sau thong ké téng luong mua (don vi: mm) do duoc vao thing 7 tir ndm 2002 dén 2021

tal mot tram quan trac d at o Ca Mau.

3414 | 1871 | 2422 | 5229 | 2514 | 4322 | 200,7 | 388.6 | 2584 | 288.5

298,1 | 4135 | 413.5 | 332 421 475 400 305 520 147

(Nguﬁn: Tﬁng cuc Théng ke)
a) Hay tim khoang bién thién, khoang tir phan vi cua mau so liéu trén.
b) Hay chia miu s6 liéu trén thanh 4 nhém v&i nhém dau tién 1a [140; 240) va lap bang
tan so ghép nhom.,
¢) Hay tim khoang bién thién, khoang tir phén vi ciia mau s lidu ghép nhém va so sanh véi
két qua twong tmg thu duoc & cau a).



2. Biéu d6 dudi day biéu dién sé luot khach hang dit ban qua hinh thirc truc tuyén mdi ngay
trong quy I1I nim 2022 cua mét nha hang. Cot thir nhat biéu dién sb ngay cé tir 1 dén dudi
6 luot dat ban; cét thir hai biéu dién so ngay co tir 6 dén dudi 11 lrot dat ban; ...
Séngay 4 SO lwgt khach hiang dit ban tryc tuyén
35

30

30

1 i} 11 16 Z] 26 8o luot dat ban

Hay tim khoang tir phén vi ctia mau s6 liéu ghép nhém cho bai biéu do trén.

3. Két qua do chiéu cao ctia 100 cdy keo 3 nam tudi tai mot nong truong duoe cho ¢ bang sau:

Chiéu cao (m) [8.4:8.6) | [8.6:8.8) | [88:9.0) | [9.0:92) | [9.2:9.4)

S6 cay 5 12 25 44 14

a) Hay tim khoang bién thién va khoang tir phan vi cia mau s6 liéu ghép nhom trén.
b) Trong 100 cay keo trén co | cay cao 8.4 m. Hoi chiéu cao cua cdy keo nay co phai la

gia tr1 ngoai lé khong?

4. Hai bang tin s6 ghép nhém dudi day théng ké theo d6 tudi so lwong thanh vién nam va
thanh vién nir dang sinh hoat trong mot cau lac bo dudng sinh.

Khoang tudi  |[50; 55){[55: 60)|[60; 65)|[65; 70)[[70; 75)|[75: 80) |[80: 85)|[85; 90)

S6 thanh vién nam 4 7 4 6 15 12 2 0

e 4

Khoang tudi  |[50; 55)([55; 60)|[60: 65)|[65; 70)[[70; 75)([75: 80)|[80; 85)|[85: 90)

S thanh vién nit 3 4 5 3 7 14 13 |

a) Hay tinh cac khoang tir phan vi cua tudi nam giéi va nit gigi trong moi bang s6 liéu
ghep nhom tren.

b) Hay cho biét trong ciu lac bd trén, nam giéi hay nir gidi cé tudi dong déu hon.
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Bai 2. Phuong sai va dé léch chuan
clia mau so6 liéu ghép nhéom

'4

)

Tit khod: Phuong sai; D 1éch chudn.

®

S50 hj;n::sm]:ﬂ

Chiéu cao ciia hoe sinh nir lép 12

Lid b m O =] 0O D

(R ]

=

160 164 168 172 176 18O Chiéuc';u{cm}
|

C6 thé tinh phuong sai va @6 léch chudn cila sé liéu & biéu 46 trén khang?

a) Trong biéu do o (), cot thur nhiét biéu dién sb lurong hoc sinh co chiéu cao tir 160 cm
dén duot 164 cm; cot thar hai bigu dien s6 luong hoc sinh co chiéu cao tir 164 cm dén
ducn 168 cm, ... .

Hay lap bang tan so ghép nhém cho mau so liéu & (). xac dinh gia tri dai dién ctia moi

nhom va tinh s6 trung binh cua mau s6 hiéu ghep nhom.

b) Xet mau so liéu mai gom cac gia tr1 dai dién cua cac nhom, tan so cua moi gia
dai dién bang tan so6 cua nhom twong ing. Hay tinh phuong sai va do léch chuén cua

mau s lieu moi.

. . |
O lop 11, ta da biet gia tri dai dién cua nhom [a; b) lac = E (a + b).

co thé duoc xac dinh thong qua gia tr1 da1 dién va tan so cua moi nhom.

Xét miu so liéu ghép nhém cho boi bang sau:

Twong tir nhu cach tinh 50 trung binh, phuong sai va do lech chuan cua miu s6 liéu ghép nhom

Nhom (15 u,) (1455 u3)
Gia tri dai dién A C;
Tan so n, n,

7s
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Phuong sai ciia mau s6 lidu ghép nhom, ki hiéu 5%, duoc tinh boi cong thirc
§*= .I_{nl(c! — %) +n,(c, —x) Fet MG —f}l],
n
trong d6: n =n, + n, + ... + n, 12 c& mau;
F= i (ne,+ne,+...+nc)la s6 trung binh.
n
Dé léch chuin cua mau sb liéu ghép nhom, ki hiéu S, 13 can bac hai sé hoc cua
phuong sai, nghiala § =+/5°.
Cha y:
a) Phuong sai cua mau s6 liéu ghép nhém cé thé duoc tinh theo céng thirc sau:
5 l - ;] > -
5§ = —{r:lcl‘ 27 o SR W )—x'.
n
b) Trong théng ké, ngudi ta con dung dai luong sau dé do mirc d6 phén tin cia mau
s6 liéu ghép nhém:

5= %[miﬁﬁ —X) +n e, — XY+ 4nc, —_?):].
H—

Vidu 1. Cin ning cua mot s6 qua mit trong mét khu vuon duoc thong ké & bang sau:

Cin nang (kg) [4: 6) [6; 8) [8;10) | [10;12) | [12;14)

S6 qua mit 6 12 19 9 4

Hay tinh phuong sai va do léch chuan cia mau s6 liéu ghep nhom trén. (Két qua cac
phep tinh lam tron dén hang ph;;an fram. )
Giai

Ta co bang théng ké can nang cua cac qua mit theo gia tr1 dai dién:

Can nang dai dién (kg) 5 7 9 11 13

Tan sb 6 12 19

Comaun=6+ 12+ 19+ 9+4 = 50.
S6 trung binh ctia mau s6 liéu ghép nhom la
6.5+12.7+19.949.11+4.13
50

Phuong sai ciia mau s6 liéu ghép nhom la

¥= = 8,72.

1 F T 3 3
5= E[G.S‘-P 12.7+19.9°4+9 . 117 +4 . 13%) - 8,72° = 4.80.

Do léch chuan cua mau soé liéu ghép nhom la

S= 4,80 =2,19.



Vidu 2. Théng ke té-ng 50 iy nfmg trong thang 9 ta1 mot tram quan tric dit & Ca Mau
trong céc nam tir 2002 dén 2021 duoc thong ké nhu sau:

11,6 1349 1303 1342 1409 1093 1544 1563 116.1 96,7

1052 808 80,8 110 109 139 145 161 126 114
(Nguon: Tong cuc Théng ké)
a) Hay tinh phuong sai va do léech chuin cua mau sd liéu trén.
b) Hay Iap bang tan s6 ghép nhom véi nhém dau tién la [80; 98) va dé dai méi nhém
bang 18. Tinh phuong sai, do léch chuan cua mau so lieu gheép nhom.

= . -k L n ga A . = Logsa - - rrog3mopa
c) Hay tinh sa1 s0 twong do1 cua do léch chuan cua mau so licu ghep nhom so vor do lech
chuan cua mau so ligu goc.

(Két qua cac phép tinh lam tron dén hang phén nghin.)

Gidi
a) C& mau la n = 20.
Sé trung binh ciia mau so liéu trén la
3
= =1]1,+5+1_4.§l+ ..+114 _ 122.755.

o 20

Phurong sai ctia mau so lidu trén 13
2 ] ‘| 3 5
S = E“ 11,6 +134,9° + ... + 114%) — 122,755 ~ 515,453.
D6 léch chudn cia mau so liéu trén 1a

S, = /315,453 =~ 22,704.
b) Ta co bang sau:

S6 giér nang [80; 98) [98; 116) | [116; 134) | [134; 152) | [152; 170)
Gia tri dai dién 89 107 125 143 161
S6 nam 3 6 3 5 3

S6 trung binh ctia méu s6 liéu ghép nhom la
2 :3.39+E.lﬁ?+3.$5+5‘143+3‘151 54,

Phuong sai cua mau so hiéu ghép nhom la

{E]

2 1 T 3 ] >
§; = 5(3 89+ 6.107° +3.125*+ 5.143" + 3.161%) - 124,1* = 566,19.
D6 1éch chuan cua mau sb liéu ghép nhom la

S, =/566,19 ~23,795.

r7



¢) Sai sb tuong -:ié;-i ctia d6 léch chuan cua miu s6 liéu ghép nhom so vai d6 1éch chuén
cua mau so hiéu goc la

|5, =8, [23,795-22,704]
s 22,704

-100% = 4.805%.

Y nghia clia phuong sai va d6 léch chudn clia mau sé liéu ghép nhém
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~ Phuong sai (d6 léch chuan) clia mau s6 liéu ghep nhom la gia m xép xi cho phuong sai
(d6 1&ch chudn) cia mau s6 liéu goe. Ching duoc ding dé do mirc dd phan tan ciia méu s6 liéu
ghép nhém xung quanh s6 trung binh cta mau sé liéu. Phwong sai va d6 léch chuén cang lén
thi dir liéu cang phan tan.

— D6 léch chuan c6 cung don vi voi don vi cua mau so ligu.

Vi du 3. Thay Tuan thong ké lai diém trung binh cudi nam cua cac hoc sinh lop 11A va

11B o bang sau:
Diém trung binh [5: 6) [657) [7; 8) [8:9) [9; 10)
Sé hoc sinh lép 11A 1 0 11 22 6
S6 hoc sinh l6p 11B 0 6 8 14 12

a) Néu so sanh theo khoang bién thién thi hoc sinh 16p nao c6 diém trung binh it phan tan hon?

b) Néu so sanh theo d6 léch chuan thi hoc sinh lop nao co diem trung binh it phan tan hon?
Giai

a) Khoang bién thién cua diém trung binh cua hoc sinh lop 11A la: 10 -5=35.

Khoang bién thién cua diém trung binh cua hoc sinh lép 11B la: 10 - 6 = 4.

Néu so sanh theo khoang bién thién thi diém trung binh cua cac hoc sinh lop 11B it
phan tan hon diém trung binh cua cac hoc sinh lop 11A.

b) Ta c6 bang théng ké diém trung binh theo gia tri dai dién:

Gia tri dai dién 5.5 6,5 1.5 8.5 0.5
S6 hoc sinh 16p 11A 1 0 11 22 6
S6 hoc sinh lép 11B 0 6 8 14 12

« Xét méu s6 liéu cua 16p 11A:

Comaulan =1+ 11+22+6=40.

S trung binh ctia mau s6 liéu ghép nhom la

1.55+11.7,5+22.8,5+6.9,5
40 K

X = 8,3.



Phuong sai cia méau sb liéu ghép nhom la

1

IS =41_u“ 550 +11.7,5+22.85%+6.9,5) 8,3 =0,61.

D6 léch chuén ciia mau sb liéu ghép nhém 1a S, = /0,61,
e Xét mau so liéu cua lép 11B:
Coémiulan,=6+8+ 14+ 12 =40.
So6 trung binh cta méu s6 liéu ghép nhom 1a

. _6.6,5¢8.7,5+14 8,5+12.95_

4 8,3.
i 40

Phuong sai cua mau s6 liéu ghép nhom la
§m $ (6.6, +8.7,5+14.85 +12.95) - 83> =1,06.

P léch chuan ciia mau so liéu ghép nhém la S, = /1,06.

Do §, < S, nén néu so sanh theo dé léch chuan thi hoc sinh 16p 11A ¢6 diém trung binh it
phén tan hon hoe sinh 1ép 11B.

Vi du 4. Bidu db dudi diy mé ta két qua diéu tra vé mire luong khoi diém (don vi: triéu dong)
ctia mét s6 cong nhan & hai khu vue A va B,

a) Hay xéc dinh gia tri dai dién cho mdi nhém va lap bang tan s6 ghép nhém cho miu
36 liéu do.

b) Néu so sanh theo d6 léch chuin cia mau sb liéu ghép nhém thi céng nhan & khu vuc

nao cé mire luong khoi diém dong déu hon?

Mirc lrong khéi diém ciia cong nhin ¢ hai khu vue 4 va B

S6 cong nhin 4
TaAN BFETVEENE Lty
6 B Khuvic B
S
4t
3
2L
i

[5:6) [6:7) [71:8) [89) [9:10) Mic luong
(tricu dong)




Giai

a) Ta co bang sau:

Mirc luong [5; 6) [6;7) [7; 8) [8:9) | [9:10)
Mic luong dai dicn 5.5 6.5 7.5 8,5 9.5
(triéu dong)
S6 cong nhan & khu vuc 4 4 5 5 4 2
S6 cong nhan & khu vuc B 3 6 5 5 |

b)

e Xét mau s6 liéu cua khu vue A:
Comaulan,=4+5+5+4+2=20.

S6 trung binh ciia mau s6 liéu ghép nhom la

%, = 4.5,5+5.5,5+5.2?65 14854295

Phuong sai ctia mau s0 liéu ghep nhom la

=T7,235.

Sj = Elﬁ (4.55+5.65+5.7.5+4.85°+2.95)—-(7,25¢ = 1,5875.

D6 léch chuin ciia mau sb liéu ghép nhom la
§,= 4/1,5875.

o Xét miu so hiéu cua khu vuc B:

Comaulan,=3+6+5+5+1=20.

S6 trung binh ctia mau so lidu ghép nhom la

2E P35 4060,55:7. 5 LB 5HED. S

2 20

Phuong sai ciia mau so6 liéu ghép nhom la

=7,25.

53 = %{3 .5,52+6.65+5.7,5+5.85+1.95)— (7,257 =1,2875.
Pé léch chuan cia mau so liéu ghép nhém la

S, = +/1,2875.
Do §, > S, nén néu so sanh theo d6 1éch chuan cuia mau s6 liéu ghép nhoém thi mirc luong
khoi diém cua cong nhan khu vuc B dong déu hon cia cong nhan khu vue A.
Chii y: Vi cac mau s6 liéu ghép nhém c6 ciing sé trung binh (hodc xap xi nhau), ta thuong
st dung phuong sai va d6 1éch chuan dé so sanh mirc 46 phén tan cua cac mau so liéu do.



Vi du 5. Gia dong cira ciia mot ¢6 phiéu 13 gia cua cd phiéu d6 cudi mét phién giao dich.
Bang sau thong ké gia déng cira (don vi: nghin dong) cta hai ma cé phiéu 4 va B trong

50 ngay giao dich lién tiép.

cua co phicu B

Gia dong cua [120; 122) | [122; 124) | [124; 126) | [126; 128) | [128; 130)
So ngay giao dich g 9 12 10 11

cua co phicu A4
So6 ngay giao dich 16 4 3 6 21

Nguoi ta 6 thé ding phwong sai va dé léch chuin dé so sanh mirc dé rui ro cua céc loai
cO phiéu co gia tri trung binh gan bang nhau. C6 phiéu nao co phuong sai, do léch chuan
cao hon thi dwoc coi la ¢o d6 rai ro lon hon.

Theo quan diém trén, hay so sanh d6 rii ro cia c6 phiéu A va c6 phiéu B.

Giai

Ta co bang thc;mg ké gia dong cura theo gia tri dai dién:

Gia dong cira 121 123 125 127 129
Sngh g s 8 9 12 10 11
cua co phicu A4
S0 n ga‘_:r g:l;.?? dich 16 4 3 6 21
cua co phicu B
e Xét mau s6 liéu cua cd phiéu A:
S6 trung binh ctia méau so liéu ghép nhém 1a
2 : 12
3:":8'121+9'123+12'1 54+10.127+11.1 9:125123.

50

Phuong sai ctia mau so liéu ghép nhom la

A :%{8 212491237+ 12, 1255+ 10 . 127%+ 11 . 129%) —(125,28)* = 7,5216.

D6 léch chudn ciia mau sb liéu ghép nhom 13 S, = 4/S” =4/7.5216.

» Xét mau s0 liéu cua co phicu B:

S6 trung binh ctia méu s6 liéu ghép nhom la

— - 16, 121+4 12343 . 125+6.127+21 .129

2

50

Phuong sai ctia méu so liéu ghép nhom la

=125, 28.

52 = % (16.1217+4 . 1232+ 3 . 1252+ 6. 127> + 21 . 129%) — (125,48)? = 12,4096.
D6 léch chudn cua mau s6 liéu ghép nhom 1a S, = /87 =.{12,4096.

Vay néu danh gia dé rai ro theo phuong sai va d6 léch chudn thi c6 phiéu A4 c6 do rai ro

thfip hon ¢6 phiéu B.

s1 I




& Hay tinh phuong sa1 va do lech chuan ciia mau sé liéu ghep nhom o r" (trang 73).

Mai va Ngoc ciing sir dung vong deo tay théng minh dé ghi lai s6 budc chan hai ban di
moi ngay trong mot thang. Két qua duoc ghi lai & bang sau:

S6 bude (don vi: nghin) 13;3) 13:7) [7:9) [9: 11) [11;13)

S6 ngay cua Mai 6 7 6 6 5

S6 ngay cua Ngoc 2 5 13 8 2

a) Hay tinh S0 trung binh va do léch chuan ctua mau so lieu ghep nhom trén.
b) Néu so sanh theo dé léch chuan thi ban nao co sb lurong budc chan di moi ngay
déu dan hon?

BAI TAP

Két qua cdc phép tinh lam tron dén hang phan nghin.

1. Bang duai day thé-ng ké cur li ném ta cua mot van dong vién.

Cu li (m) [19:19,5) | [19.5:20) | [20;205) | [20.5:21) | [21;21,5)

Tan sb 13 45 24 12 6

Hay tinh phwong sai va d6 léch chuan ciia mau s0 liéu ghep nhom tren.

2. Két qua khao sat thoi gian sir dung lién tuc  Thei gian sir dung pin cia mét s may vi tinh
(don vi: gi6) tir hic sac ﬁﬁy cho dén khi hét SO méy ‘

cua pin mét s6 may vi tinh cung loai duoc y ﬁnhg L
mé ta bang biéu do bén.
: T
a) Hay cho bi€t co bao nhiéu may w1 tinh co
thot gian su dung pin tr 7,2 dén dudi 7.4 gio? ¢
b) Hﬁ}rxécdinhsétmng binh va dé 1éch chuan St
cua thot gian sir dung pin. 4+
3 e
I
Tobe

72 7.4 7,6 78 8,0 Thai gian
(gio)
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3. Téc do cua 20 xe hoi khi di qua mét tram kiém tra tc dé (don vi: km/h) duoc thong ké lai
nhur sau:

42 434 434 465 46,7 468 475 47,7 481 484
508 521 527 539 548 556 575 59.6 603 611
a) Hay tinh khoang bién thién, khoang tir phan vi va dé léch chuan cua mau sé liéu trén.
b) Hay lap bang tin sé ghép nhom v&i nhém dau tién 1a [42; 46) va dé dai mdi nhom bang 4.
¢) Hay tinh khoang bién thién, khoang tir phéan vi va do léch chuan cta mau s6 liéu ghép nhém.
4. Mét gidng cay xoan dao duoc trong tai hai dia diém 4 va B. Ngudi ta thong ké duomg kinh
than cua moét s6 cay xoan dao 5 nim tudi & bang sau:

Pudng kinh (cm) [30;32) | [32:34) | [34;36) | [36;38) | [38;40)
S6 cay trong o dia diém A 25 38 20 10 7
S6 cay trong o dia diem B 22 27 19 18 14

a) Hay so sanh duéng kinh trung binh cua than ciy xoan dao trong tai dia diém A va dia diém B.
b) Néu so sanh theo d 1éch chuan thi cy trong tai dia diém nao c6 dudmg kinh dong déu hon?

3




BAI TAP CUGI CHUONG 111

CAU HOI TRAC NGHIEM
Chon phwong an ding.
1. Mdi ngay bac Huong déu di bo dé rén luyén sic kyoé. Quing dudng di bo mbi ngay
(don vi: km) cua bac Huong trong 20 ngay duoc thong ké lai o bang sau:
Quéang dwong (km) | [2,7;3,0) | [3,0:3.3) | [3,3:3.6) | [3,6:3.9) | [3.9:4,2)
S6 ngay 3 6 5 4 2
a) Khoang bién thién cia mau s6 liéu ghép nhom la
A 15. B. 0.9 C. 0.6. D. 0.3.
b) Khoang tir phan vi ctia miu s6 liéu ghép nhém la
A.0.9. B. 0.975. C. 0.5. D. 0,575.
¢) Phuong sai ciia mau s6 liéu ghép nhom la
A.3,39. Brll62} C.0,1314. D. 0,36.
d) D6 léch chuan ciia mau so liéu ghép nhém c6 gid tri gan nhat vai gia tri nao dudi day?
A.341. B. 11,62. C. 0,017. D. 0,36.

. Ban Chi rat thich nhay hién dai. Thai gian tap nhay mdi ngay trong thoi gian gan day cua

ban Chi dwgc thong ké lai & bang sau:

Théi gian (phat) [20; 25) [25: 30) [30; 35) [35; 40) [40; 45)
S6 ngay 6 6 4 1 1
a) Khoang bién thién cua mau s6 liéu ghép nhom la
A.25. B. 20. C. 15. D. 30.
b) Khoang tir phdn vi cua mau s6 liéu ghép nhém la
A. 23,75. B.27.3. C. 31,88. D. 8,125.

¢) Phuong sai cia médu s6 liéu ghép nhém c6 gid tri gan nhat véi gia tri nao dudi day?
A.31,77. B.32. .3k D. 31,44




3. Diing 1a hoc sinh rit gioi choi rubik, ban cé thé giai nhiéu loai khéi rubik khac nhau.
Trong mét lan tap luyén giai khdi rubik 3x3, ban Diing da tu thong ké lai théi gian giai

,,,,,

rubik trong 25 lan giai lién tiép & bang sau:

Théi gian giai rubik (giday) | [8:10) | [10:12) | [12: 14) | [14;16) | [16:18)

S6 lan 4 6 8 4 3
a) Khoang bién thién ctia mau s6 liéu ghép nhom nhén gia tri nao trong cac gia tri dudi day?
A. 6. B. 8. C. 10. D. 12.
b) Khoang tir phén vi ciia mau s6 liéu ghép nhom la
A. 10,75, B. 1,75. C. 3,63. D. 14,38,
¢) D6 léch chuan cia méu sb liéu ghép nhém c6 gia tri gin nhét véi gia tri nao dudi day?
A. 5,98 B. 6. C.2.44, D.2.5,
BAITAP TU LUAN

4. Mot bac tai xé thong ké lai do dai quang dudng (don vi: km) bac da lai xe mdi ngay trong
mot thang o bang sau:

Bc’da”g:')gd“““g [50; 100) | [100; 150) | [150:200) | [200:250) | [250;300)
S6 ngay 5 10 9 4 2

Hay xac dinh khoang bién thién, khoang tir phan vi va dé 1&ch chudn ciia miu s6 lidu trén.
5. Két qua khao sat ning suat (don vi: tin/ha) ciia mét s6 thira rudng dugc minh hoa & biéu d6 sau.

Ning suit lia cia mot so thira rujng
Sé thira ruéng 4

5557 59 61 63 65 6.7 Nang suit
(thn/ha)
a) Co bao nhicu thura ruong da duoc khao sat?
b) Lap bang tan s6 ghép nhém va tan sb tuong d6i ghép nhém twong img ctia mau s lidu trén.
¢) Hay xdc dinh khoang bién thién, khoang tir phin vi va d6 léch chuan ctia mau so liéu trén.



6. Thon gian hoan thanh mot bai viét chinh ta cua mét s6 hoc sinh lop 4 hai truong X va Y duoc
ghi lai & bang sau:

Théi gian (phit) [6;7) [7: 8) [8:9) [9:10) | [10:11)
S6 hoc sinh trudng X 8 10 13 10 9
S6 hoc sinh trudng ¥ 4 12 17 14 3

a) Néu so sanh theo s6 trung binh thi hoc sinh trrong nao viét nhanh hon?
b) Néu so sanh theo khoang tir phan vi thi hoc sinh truémg nao c6 téc d6 viét dong déu hon?
c) Néu so sanh theo do léch chuén thi hoc sinh truong nao co toe do viét déng déu hon?

7. Bang sau thé}ng ke lai téng s6 glo nﬁng trong thang 6 cua cac nam tir 2002 dén 2021 tai hai
tram quan tric dit & Nha Trang va Quy Nhon.

S givnang  |[130: 160) | [160: 190) | [190; 220) | [220; 250) | [250: 280) | [280; 310)

S6 nam & Nha Trang | 1 I 8 7 2

S6 nam & Quy Nhon 0 1 2 4 10 3

(Nguon: Téng cuc Thong ké)

a) }"«Iéu 50 sanh theo khoang tir phan vi thi 50 gio néng trong thang 6 cua dia phuong nao
dong déu hon?

b) Néu so sanh theo do léch chuan thi s6 git ning trong théng 6 cua dia phuong nao
dong déu hon?

8. Biéu d6 sau mé ta két qua diéu tra vé diém trung binh nam hoc cta hoc sinh hai truomg A va B.
Diém trung binh nim hoc cia hoc sinh hai trwomg A va B

S hoc sinh &

8+

i [[1 Hoc sinh truong 4

6 - [] Hoc sinh truong B

B ta
1
]
1
1
|

Lad

-2

5:6) [6:7 (8 [%9 [%10) Diém trungbinh

a) Hay xéc dinh gia tri dai dién cho méi nhém va 1ap bang tan sé ghép nhém cho miu sé lidu trén.

b) Néu so sanh theo khoang tir phan vi cia méau sb liéu ghép nhém thi hoc sinh truéng nao
cé diém trung binh dong déu hon?

c) Néu so sanh theo d6 léch chuan cua mau 56 liéu ghép nhom thi hoc sinh truong nao co
diém trung binh déng déu hon?
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HOAT DONG THUC HANH VA TRAI NGHIEM

Bai 1. Vé do6 thi ham sé bang phan mém

GeeGebra

MUC TIEU

— Thue hanh sir dung phf‘a‘.n mém GeoGebra dé v& do thi cua cac ham sb trong chuong trinh
lop 12.

— Xem xét sur thay doi hinh dang cua do thi ham S0 bac ba khi thay doi cac hé so a, b, c,d
trong cong thirc ham s0.

— On tap va minh hoa cac tinh chat da hoe vé ham so bac ba.

CHUAN BI
— May tinh xach tay co can dat phf’m mém GeoGebra hodc ¢6 két ndi Internet,
- May chiéu hoac man hinh t1 vi lon.
— Thyc hanh trong phong may néu cac truomg co diéu kién.

— Sach giao khoa Toan 12, tap mot — bo sach Chan tron sang tao.

HUGNG DAN CHU'C NANG CUA GEOGEBRA

Pé vé do thi trén GeoGebra ta thuc hién cac thao tac trén bén ving sau:
1. Ving chira cac thanh cong cu:
2. Ving hién thi danh sach cac doi turong;
3. Vung lam vigc: chua do th1 vé duoc va cac thanh truot bicu thi cac hé soa, b, c. d:

4. Ving nhép lénh: dé nhép cong thirc cic ham s6 va biéu thirc.
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TO CHUC HOAT BONG
HOAT PONG 1. V& db thi ham sb bac ba y=ax’ +bx’ +ex+d (a #0)

1. Khoi dong phén mém da cai dat trén may tinh hodc truy cap vao trang web

https://www.geogebra.org/ dé sir dung phién ban online.

2. Cac buoc thao tac trén GeoGebra:

— Tao cac thanh truot biéu thi cac tham sdba, b, c,d hﬁng cach .
g S Jo— . s i gl b=-3
nhap chuot lién tiép vao thanh cong cu 22 wva vao vi tri i
£ £ g 3 =1
man hinh no1 ma ta muon dat thanh truot (Hinh 2). c.
— Nhép cong thirc ham s6 bac ba y=ax’ +bx” +ex+d (a#0) -

vao vung nhap lénh theo ci phap y = ax"3 + bx"2 + cx + d.

— Quan sat do thi1 duoc vé trén vung lam viec.

iHé sor Chinh stha. Hifnthi Cdc tily chon Céc cong cu Gira sb Tror gidp
If et | S P P I N P
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;- Hidist the cianh sdch i Lrong =0k Ving lam vikc

® a=1

® b=3

. =1

. d=1

o fxl= 1" -3 42x41
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Hinh 3
— Dung chuot diéu chinh cac thanh truocta, b, c,d dé co gia tr1 mong muon.
— Quan sat su thay doi 'hinh dang cua do thi ham bac ba theo su thay dai cac hé so a b,.c d
trong cong thirc ham so.
— Chup man hinh dé c6 két qua lam bao cdo, thu hoach, trinh chiéu.

3. Néu cac két ludn vé tinh chit cia do thi quan sat duoc trén hinh vé.

4. Kéo céc thanh truot dé vé nhidu db thi ham sb bac ba trén ciing mét hé truc toa dé.



& Ve db thi cac ham sO bac ba sau:
a)y=x; b)y=x'-3x;
c)y=-x"+3x; d)y=x'-3x+2.

ax +

D (%0, ad—bc=0)

HOAT DONG 2. V& db thi ham sb ¥

1. Khéi dong phin mém da cai dit trén may tinh hodc truy cip vio trang web

https://www.geogebra.org/ dé sir dung phién ban online.
2. Cac budc thao tac trén GeoGebra:
— Tao céc thanh trurot biéu thi cac tham s6 a. b. ¢, d (Hinh 4).

. ’ z b
— Nhap cong thirc ham s6 y = ot
ex+d

nhap 1énh theo ct phap y = (a*x+b)/(c*x-+d).
— Nhap phuong trinh hai tiém can theo ci phap x = -d/c; y=alc.

(c =0, ad —bc #0) vao ving

— (Quan sat do thi duogce vé trén vang lam viéc.
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Hinh 5

— Dung chuét diéu chinh céc thanh truot a. b, ¢, d dé ¢6 gia tri mong mudn.

— Quan sat su thay déi hinh dang cua dd thi ham s6 trén theo sur thay doi cac hé sba,b,c,d

trong céng thirc ham s.
— Chup man hinh dé c6 két qua 1am bao céo, thu hoach, trinh chiéu.

3. Néu céc két luan vé tinh chat cua do thi quan sat duoc trén hinh vé.

4. Kéo cac thanh truot dé v& nhiéu db thi ham sb trén ciing mot hé truc toa do.

% Ve do thi cac ham s6 sau:
&1

c by vy=
x—1 2 x—1

a) y=




ax’ +bx+

HOAT DONG 3. V& db thi ham sb y === € (a#0; m#0; da thire tir khong
mx+n

chia hét cho da thirc miu)

1. Khot dong phﬁn mém da cai dat trén may tinh hodc truy cap vao trang web
https://www.geogebra.org/ dé chay online.

2. Cac budc thao tac trén GeoGebra: a=1
— Tao céc thanh truot biéu thi céc tham sb a, b, ¢, m, n (Hinh 6). b=1
; ax’ +bx+c R e B8
— Nhap cong thirc ham s6 ¥ =———— vao vung nhadp lénh theo
mx+n m=1
cu phap y = (a*x"2+b*x+d)/(m*x+n). n=1

— Nhép phuong trinh hai tiém can theo cu phap
x =-n/m; y = (a/m)*x+(-a*n+b*m)/m"2.

— Quan sat do thi duoc vE trén vung lam viéc.
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Hinh 7

~ Diing chuét diéu chinh céc thanh truot a, b, ¢, m, n dé cé gia tri mong muén.

— Quan sat sur thay doi cua hinh dang cua d6 thi ham s6 trén theo su thay doi cac hé soa, b,
¢, m, n trong cong thie ham s6.

— Chup man hinh dé ¢6 két qua lam bao cdo, thu hoach, trinh chiéu.
3. Néu céc két luan vé tinh chit cua d6 thi quan sat duoc trén hinh vé.

4. Kéo céc thanh truot dé vé nhiéu do thi ham s6 trén cing mét hé truc toa do.
% V& d6 thi cac ham so6 sau:

] x+x-1 iz X +3x+1
a) y=—mm ) = — ) = —
) x-—1 ’ x—1 x+1



Bai 2. Tim gia tri I6n nhat va gia tri nhé nhat cia ham sé
bang may tinh cam tay

MUC TIEU
— Thuc hanh sir dung may tinh cam tay dé tim gia tri gan ding caa gia tri 16n nhat va gia tri
nho nhat cua mét ham so trén mot doan xac dinh cua ham so.
— Tinh duoc bang gia tri cua ham sO trén mot doan xac dinh.
—On tap va minh hoa cu thé vé gia tri 16n nhét va gia tri nho nhat va bang gia tri cua ham so.
CHUAN BI
~ May tinh cim tay.

— Sach giao khoa Toan 12, tap mot — bo sach Chan tron sang tao.

HUGNG DAN CHUC NANG CUA MAY TINH CAM TAY
Dé tim gi4 tri gan ding cua gia tri 1dn nhat va gia tri nho nhat cua ham sé y = £ (x) trén
doan [a; b], ta thuc hién cac thao tac sau:
1. Cai dat may dé vio ché do TABLE lap bang gia tri va tim gié tri gan ding gia tri 1ém nhat,
gid tri nho nhat.
2. Nhap ham s6 y = f(x).
3. Nhap hai gia tri @, b va khoang cach d ctia moi budre ting gia tri.
4. Bam = dé duoc bang gia tri,
5. Quan sat bang gia tri dé rit ra gia tri gan ding gia tri 16m nhat va gia tri nho nhat cua £(x)
trén [a; b].
TO CHUC HOAT PONG
HOAT DONG 1. Tim gid tri gin ding gid tri 1on nhit v gid tri nho nhit ciia ham s6
c6 dang y = f(x) = ax’ + bx’ + ex + d trén mjt dogn x4c dinh.
Vi du 1. Sir dung mdy tinh cAm tay, tim gid tri gan dtng gid tri 16n nhét va gia tri nho nhat
cua ham s6 y = x> — 3x trén doan [-1; 5].

Giai

Sau khi m& may, an lién tiép cac phim MEN) va hailin 1:Table
phim di chuyén (® dé man hinh hién lén bang lya chon.  2:Recyrring Dec

4:Digit Separator

=

An phim (1) dé chon muc Table (bang). Man hinh s& hién |11 f (x)

thi bang lra chon nhu hinh bén. 2 f(x), g(x)
Tiép d6, an phim (1] dé chon dang bang c6 mét ham s6.
An cac phim [MEN) dé vao chuong trinh Table. 1 (x}"éf

o1




Tir‘%n hanh nhap ham s6 da cho bang cach 4n lién tiép cac | Sl
phim sau:

MEE®E=EE M |

. F . ; I Vi
Tiép d6, an phim [=) dé man hinh hién thi bang chon [Table Range
Table Range (pham vi bang), roi 4n cac phim Ell_:]grt %1

OOEEE0E LETeR.

dé nhap gia tri ddu va cudi cua doan dang xét, khoang cach cua mdi budc ting gia tri.

An tiép phim (=) va nhiéu lin phim (&) dé man hinh hién thi bang gié tri ciia ham sé
f(x)=x" - 3x trén doan [-1; 5] nhu cac hinh dudi day.

B
E flml E fimd
1 2 4 2 2
2 o n 5 3 18
3 i -2 5 4 52
4 2 2 1 7| 1o 5

Vay trén doan [-1; 5], ham sb da cho c6 gid tri gan ding cua gia tri 1én nhét 1a £(5) = 110,
gid tri nho nhat 1a £(1) = -2.

W Sir dung may tinh cam tay. tim gia tr1 gan dung gia tr1 lon nhat va gia tr1 nho nhat
LA‘ ;

92

c6 dang y = f(x) =
cxX

ctia ham s6 y = x* + x" — 5x trén doan [0: 10].

HOAT DONG 2. Tim gia tri gin ding gia tri l6m nhit va gia tri nhé nhit cia him s6

s, (c# 0, ad — be #0) trén mdt doan xic dinh.

+d

Vi du 2. St dung méy tinh cam tay, tim gia tri gan ding gia tri 16n nhét va gia tri

; £ i . £ =1
nho nhat cua ham s6 y = —— trén doan [0; 5].

x+1
Gidi
Sau khi thuc hién cac budc twong tu nhur Vi du 1 dé vao . w ;Ei:- 1
chwrong trinh Table, tién hanh nhap ham sb da cho l:léng i“x}—m

cach 4n lién tiép cac phim sau:
BE® B

Tiép d6, 4n phim (=) dé man hinh hién thi bang chon [Table Range

Table Range (pham vi bang), roi an céc phim g;grt g
OEEE0E | Step :1 __

dé nhap gia tri dau va cudi cua doan dang xét, khoang cach ciia méi budc ting gia tri.
An tiép phim (=) va nhiéu lan phim (® dé man hinh hién thi bang gia tr1 cua ham 50

y= T—_i trén doan [0; 5] nhu cac hinh duon day.
x4



x fixl
2 2|0.3333
- | 0.5
! %iTG.G&E
0 5
Vay trén doan [0; 5], ham s6 da cho co gia tri gin dang cua gia tri 1ém nhét 1a £(5) = 0.67,

gia tri nho nhat 1a £(0) = 1.

% Su dung may tinh cam tay, tim gia tri gﬁl] diang gia tr1 lon nhat va g1a tri nho nhat

2 trén doan [2; B].

cua hamso y=
x+1

HOAT DONG 3. Tim gi4 tri lo6m nhét va gia tri nhé nhit cia ham sé c6 dang
2
b . . )
y=fx)= L:’” (a#0, m#0 va da thirc tir khong chia hét cho da thirc mAu)
mx-+n
trén mot doan xdic dinh.

Vi du 3. Sir dung may tinh cim tay, tim gid tri gan dlng gia tri 16n nhat va gia tri nho nhat

ctia ham sb ¥= b trén doan [—l; 41 .
x+1 2
Giai
Sau khi thuc hién cac budc twong tur nhu Vi du | deé vao :Hx;:;z—x—t
chuong trinh Table, tién hanh nhap ham s6 da cho bang cich | x+1

an lién nep cac phim sau:

-@EEE-.BE]@@E]IB.

—_ -
A as X . R ¥ S Table Range
Tlep do, an phim (=] dé man hinh hién thi bang chon Table "ci- i "9 5

Range (pham vi bang), roi an cac phim End :4

QOUEEAEO0OEE =

dé nhép gia tri dau va cudi cua doan dang xét, khoang cach cua mdi budc ting gia tri.

An tiép phim (=) va nhiéu lin phim (®) dé man hinh hién thi bang gia tri cua ham sb

I
X =LA 1 A ol 8
y = ——— trén doan | ——; 4 | nhu cac hinh duoi day.
x+1 2
vB- r] m?m
& fimd fixd Tix
t -0.5 1.5 -0.1 %.5 0. 7a57
0 -1 2|0.2233 3| 1.25
0.5|-0.832 2.5/0.7857 3.5|1.7222
4 11 -0.5 0.5 | 125 10] 2.2
=i L]

Vay trén doan {—%; 4:], ham s6 di cho cé gia tr1 gﬁn dung cua gia tr1 lon nhit 1a
f(4) = 2.2, gia tri nho nhét 14 £(0) = 1.

@ Su dung may tinh cam tay, tim gia tri gan diang gia tr1 lon nhéit va g1a tr1 nho nhat

: 2 7
cua ham so y = & trén doan [0; 10].

x+1

»



BANG GIAI THICH THUAT NGU

P Diém cure dai
x, duoc g{_Eri ]él‘m{)l diém cue dai ciia ham so
¥= f(x) néu ton tai mot khoang (a; b) chira
diem x;, va (a: b) C D sao cho f(x) < f(x,)
vormolx € (a; b) \ {x,}.
Diém cue tiéu
x,duoc goi la mét diém cuc tiéu clia ham s
y= f(x) néu ton tai mot khoang (a; b) chira
diem x; va (a: ) C D sao cho f(x) > f(x,)
voimol x € (a; b) \ {x,}.
Piém cire tri
Diem cuc dai va diém cuc tiéu duoc goi
chung la diém cuc tri.
D léch chudn ciia méu sd lidu ghép nhom
Can bédc hai sé6 hoc cia phuong sai cua
mau sb liéu ghép nhém.

G Gia tri cuce dai
Gia tri clia ham s6 tai diém cuc dai.
Gid tri cuc tiéu
Gia tri ctia ham 50 tai diém cuc tiéu.
(zid tri cure tri
Gia tr1 cure dai va gia tn cuc tieu duoc gol
chung la gia tri cuc tri.
Gi4 tri Io6m nhit ciia him s6
So M duoc goi li gid tri 16n nhat cia
ham so y = f(x) trén tap hgp Dnéufix)=M
val moi x thude D va ton tar x,; thuoe D
sao cho f(x) =M
Gid tri nhé nhit ciia ham sé
S6 m dugc goi la gid tri nho nhit cia
ham 56 y = f(x) trén tap h!_:rp Dneufix)=m
vor moi x thudc D va ton tai x, thuéc D
sao cho f(x,) =m.

K Khoing bién thién cia miu sb liéu
ghép nhém
La hiéu so giira dﬁ}l mit phai cua nhom
chira gia tn1 lom nhat va dau mat trai cua
nhém chira gid tri nhé nhit coa mau sé lidu.
Khoing tir phin vi cia miu sé liéu
ghép nhom

La hieu gitra tir phan vi thir ba va tir phan
vi thir nhét ciia miu s6 lidu ghep nhom.

P Phuong sai ciia miu s liéu ghép nhém

Puroe tinh ban cong thire

§2= i[m (c,—%) +n,(c, —X) +..+
H

+m, (e, —%)*].

Tiém cin dirng

Pudng thing x = a la mét tiém can dimg cla
do thi ham so y = f(x) néu it nhat mot trong cac
diéu kién sau thoa min:

hm f(x) = +o0, hm f(x) =+

¥—¢d

llm f(x) =—oo, I_me(x]—

Tiém ciin ngang
Duéng thing ¥ = m 1a mét tiém cin ngang cla
do thi ham sb y = f(x) néu

lim f(x) = m hoac lim f(x)=

Tiém ¢fin xién
Pudng thang y = ax+b,a+0,ld iém can xién
ciia do thy ham b{}j = f(x) néu

lim [/(x) - (ax + )] =
hodc l_im [f(x) - (ax+ b)] = 0.

Vecto trong khing gian
La doan thing cé hudng.



BANG TRA CUU TU NGU

b
Diém cuc dai
Diém cuc tiéu

biém cuec tri

D6 léch chuin ciia mau sé liéu ghép nhom

g

Gia tr1 cuc dan

Gia tri cuc tiéu

Gia tri cue tri

Gia tri 16m nhat clia ham s6
Gid tri nho nhét ciia ham s

K
Khoang bién thién ciia miu so liéu
gheép nhom
Khoang tir phin vi cia miu s6 liéu
ghép nhém

10
10
10

10
10
10
15

15

68

71

P

Phwong sai ctia miu sd liéu ghép nhém

Q
Quy tic hinh hap

T

Tich v huwong cia hai vecto
Tiém can dimg

Tiém cin ngang

Tiém cén xién

Toa dé ciia diem

Toa do cita vecto

YV
Vecto trong khong gian

76

48
19
21

54
55

41




Nhi xuit bian Gido duc Viét Nam xin trin trong cdm on
cie tdc gid co tdc phim, n liéu dwge sir dung, trich din
trong cudn sdch nay.

Chiu tréch nhiém xuat ban
Téng Giam déc HOANG LE BACH

Chiu trach nhiém néi dung
Tdng bién tap PHAM VINH THAI

Bién tap noi dung: TRAN THANH HA — DANG THI THUY — NGUYEN TH| PHUOC THO
Bién tap mi thuat: BUI XUAN DUONG

Thiét ké séch: BUI XUAN DUONG

Trinh bay bia: TONG THANH THAO

Minh hoa: BUI XUAN DUONG

Stra ban in: TRAN THANH HA — DANG THI THUY
NGUYEN THI PHUO'C THQ — HOANG THI THU DUNG

Ché ban: CONG TY CP DICH VU XUAT BAN GIAO DUC GIA DINH

Ban quyén thudc Nha xuét ban Gido duc Viét Nam,

T4t ca cac phan cla ndi dung cudn sach nay déu khong duoc sao chép, lwu trir,
chuyén thé dwdi bat ki hinh thiérc ndo khi chwa cé sy cho phép bang van ban cla
Nha xuit ban Gido duc Viét Nam.

Toan 12, Tap mot (Chan trei sang tao)
Ma sb:
A ban, (QD in sb....) Khd 19 x 26,5 cm.
Bon iR s
By 5 8 | e e e
S6 DKXB:
S6 QDXB:......... ngay.... thang.... ndm 20.. ..
In xong va nép lwu chiéu thang.... nam 20....
M3 sb6 ISBN: Tap mét:

Tap hai:



HUAN CHUONG HO CHi MINH

BO SACH GIAO KHOA LOP 12 - CHAN TROI1 SANG TAO

1. Toan 12, Tap mét 14
2. Toan 12, Tap hai 15.
3. Chuyén dé hoc tap Toan 12 16.
4. Nguvan 12, Tap mot 4
5. Ngirvan 12, Tap hai 18.
6. Chuyén dé hoc tap Ngiivan 12 19.
7. Tiéng Anh 12 20.
Friends Global — Student Book 21.

8, Lichsir12 22.
9. Chuyén dé hoc tap Lich sl 12 2.
10. Biali12 24,
11. Chuyén dé hoc tap Dia li 12 25.
12. Gido duc kinh té va phap ludt 12 26.
13. Chuyén dé hoc tap Gido duc kinh té 27.
va phap luat 12 28.

Vatli12

Chuyén dé hoc tip Vatli 12

Hod hoc 12

Chuyén dé hoc tip Hod hoc 12

Sinh hoc 12

Chuyén dé hoc tép Sinh hoc 12

Tin hec 12 = Binh huging Tin hoc ing dung

Chuyén dé hoc tap Tin hoc 12 — Binh hudng Tin hoc ing dung
Tin hoc 12 — Binh hugng Khoa hoc may tinh

Chuyén dé hoc tp Tin hoc 12 — Dinh hudng Khoa hoc may tinh
Am nhac 12

Chuyén d@é hoc tap Am nhac 12

Hoat dong trdi nghiém, hudng nghiép 12 (1)

Hoat déng trai nghiém, hudng nghiép 12 (2)

Gido duc quoc phong va an ninh 12

Cac don vi dau mai phat hanh

e MiénBac:  CTCP Dau tuva Phat trién Gido duc Ha Nai
CTCP Sach va Thiét bi Giao duc mién Bac

« Mién Trung: CTCP Dau tu va Phat trién Gido duc Da Nang
CTCP Sach va Thiét bi Giao duc mién Trung

* Mién Nam: CTCP Bau tuva Phat trién Gido duc Phuong Nam
CTCP Sach va Thiét bi Giao duc mién Nam
CTCP Sach va Thiét bi Gido duc Ciiu Long

Sach dién td: http:/hanhtrangso.nxbgd.vn




